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Na prikladu z oblasti specidlni teorie relativity ukazuje pfispévek pfirozeny vztah aparatu linearni
algebry k fyzikalnim teoriim. Pfedklada elementarni postup pfi odvozeni tzv. specidlni Lorentzovy
transformace na drovni vstupniho kursu obecné fyziky v univerzitnim studiu fyzikalnich, resp.
technickych obor(l a ukazuje, Ze k tomu zcela staci pochopeni pojmu linedrniho zobrazeni

a zvladnuti rutinnich maticovych operaci. Na problémech souvisejicich s pojmy soucasnosti

a soumistnosti, tzv. kontrakce délek a dilatace ¢asu ukazuje efektivnost primé aplikace Lorentzovy

transformace oproti obvyklym, takzvané ,nazornym” Gvaham, které ji nevyuzivaji.

Uvodem - linearita a fyzikalni zakony

Vétsinu fyzikalnich zakont 1ze formulovat matematic-
ky, pomoci vztahti mezi riznymi fyzikalnimi veli¢ina-
mi. Mnoho takovychto vztaht je linearnich, z téch za-
kladnich dokonce vétSina — zminme napfiklad druhy
Newtontv zédkon, linedrné spojujici silu a ji vyvolané
zrychleni, Maxwellovy rovnice linedrné spojujici ¢aso-
vé a prostorové derivace elektromagnetickych poli, déle
vlnovou rovnici pro $ifeni vln s nepfili§ velkou ampli-
tudou, kterd vyjadiuje linedrni vztah mezi druhymi
¢asovymi a prostorovymi derivacemi vlnové funkce,
nebo Schrédingerovu rovnici v kvantové mechanice.
Linearni vztahy ale najdeme také tfeba pti transforma-
cich vektorovych a tenzorovych fyzikalnich veli¢in pti
prechodu mezi bazemi, pti rozkladu svétla v optickém
vlakné do jednotlivych médu vldkna a v fadé dalsich
situaci. Takovymito vztahy se zabyva linearni algeb-
ra, krdsna oblast matematiky, kterd nachazi rozsahlé
uplatnéni ve véech oblastech fyziky - od ryze teoretic-
ké pres aplikovanou fyziku az po inzenyrskou praxi.

Je pozoruhodné, Ze nékdy lze ze samotného predpo-
kladu, ze mezi néjakymi fyzikalnimi veli¢inami je li-
nedrni vztah, ziskat fadu zajimavych vysledkd. V dnes-
nim prispévku si to ukdzeme na ptikladu specidlni
teorie relativity, kdy z predpokladu linearity vztaht
mezi ¢asoprostorovymi souradnicemi uréité udalos-
ti v rtiznych vztaznych soustavach spolu s postulatem
o konstantni rychlosti svétla mizeme jednoduse do-
spét k Lorentzové transformaci, relativité soucasnosti
a dal$im pozoruhodnym relativistickym jevim.

V dal$im predpokldddme, Ze Ctendf je obeznamen
se zaklady linedrni algebry a maticovym po¢tem. Proto
upustime od jejich rekapitulace.

Relativita: Princip stalé rychlosti svétla

a symetrie Casoprostoru

Rekapitulaci potfebného fyzikalniho zékladu se v8ak
vyhybat nebudeme s cilem pozdéji zdtiraznit pfimou
navaznost na aparat linearni algebry. Specialni teo-
rie relativity stoji na tzv. principu stdlé rychlosti svét-
la, za jehoZ experimentdlni vychodisko lze povazovat
Michelsontiv a Morleytav pokus (1887), viz ramecek.

Svétlo se ve vakuu $ifi ve vSech inercidlnich vztaznych
soustavach stejnou rychlosti.

Z didaktickych divodu podotknéme, Ze rychlosti
svétla se vétsinou rozumi skalarni veli¢ina predstavujici
velikost rychlosti, nikoli tedy vektor. Hodnota rychlosti
svétla ve vakuu je jednou z univerzalnich konstant a je
stanovena definitoricky pfesné, ¢ = 299 792 458 ms™".
Rychlost svétla je zaroven mezni rychlosti — Zadné té-
leso se nemuze pohybovat rychleji, vétsi rychlosti se
nemuze prendset ani energie ¢i informace (je minén
pohyb téles v prostoru). V dal$im budeme vztazné sou-
stavy pokladat za inercialni.

Princip vypada velmi jednoduse. Jak jej vSak pre-
vést do ,,fe¢i matematiky®, tj. vyjadrit jej v souvislosti
s pojmem uddlost, ktery predstavuje ¢tvefici sourad-
nic U...(t,x,y,2)5... ', x", ¥, 2')¢ v dané vztazné
soustavé S, resp. S', kde t je ¢as a x, y, z jsou kartéz-
ské souradnice? Takova ,matematizace” se opira o po-
jem invariantu: v klasické mechanice je invariantem
(tj. veli¢inou vyjadfenou pomoci charakteristik uda-
losti) ¢asovy interval mezi dvéma udalostmi Uj, U,,
tj. t, —t, =t, —t;. (Z toho v klasické mechanice napti-
klad vyplyva, Ze dvé udalosti, které probéhly soucasné
v jedné vztazné soustavé, probéhly soucasné ve vSech
vztaznych soustavach, bez ohledu na misto. V teorii re-
lativity diky principu stalé rychlosti svétla ovsem toto
tvrzeni neplati - hovofime o relativnosti souc¢asnosti.)

Relativnost soucasnosti jako dusledek principu sta-
1é rychlosti svétla Ize kvalitativné ukdzat na jednodu-

Obr. 1 K pojmu relativnost soucasnosti.
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chém casto pouzivaném myslenkovém experimentu
(viz napt. [2]), na obr. 1.

Vztaznd soustava S’ = (O';x', V', z'> se pohybuje
vzhledem k soustavé S = (0; X, ¥, z) rychlosti V.

V okamziku mijeni pocatki jsou sefizeny hodiny
to = t's = 0a odpovidajici si soutadnicové osy splyva-
ji. Pfedpokladejme, ze V' =(V, 0, 0), tj. pocatek O’ se
pohybuje po ose x (obr. 1). V pocatku O'soustavy S’ je
umistén zdroj svétla (fotont) a v bodech o souradni-
cich (=£,0,0)4,(¢,0,0)¢ detektory D;, D,. V§imné-
me si t¥i uddlosti, jejichZ ¢asovou a x-ovou souradnici
v soustavach S a S’ shrnuje nasledujici tabulka (y-ova
a z-ova souradnice jsou v obou soustavach nulové).

N T

vyslani fotontd

rGznymi sméry Yo (0,0 (0,0)
oomawn, U x) )
oonavp, U ) (D
srsbzt;::zz:i iy <y ty=ty="¥

Z usporaddni experimentu ziejmé, Ze vzhledem
k soustavé S' doleti fotony do obou detektorti soucasné,
tj. t'1 =t',. Pro okamziky dosaZeni detektort vzhledem
k pozorovateli v soustavé S plati t; < t,, nebot detek-
tor D, se vzhledem k soustavé S pohybuje proti sméru
letu fotonu smétujiciho k nému (,,jde fotonu naproti®),
zatimco detektor D, ve sméru letu fotonu smétujiciho
k nému (,,pfed fotonem utikd“). Tato uvaha je samo-
zfejmé, jak jsme jiz konstatovali, pouze kvalitativni.
Umime sice zdtivodnit nerovnost ¢, < t,, urcit v§ak oka-
mziky ¢, t, a polohy x, x, zatim nikoli.
Nyni je zfejmé, Ze casovy a prostorovy interval ne-
jsou vlivem principu stalé rychlosti svétla invarianty.
Casové a prostorové tidaje udélosti od sebe nemiizeme
»odtrhnout®. Udalosti jsou body ¢tyfrozmérného pro-
storu Rx R? zvaného casoprostor. (Jak uvidime za chvi-
li, méfeni ,,vzdalenosti v Casoprostoru je ponékud jiné,
nez jsme zvykli - ,vzdalenost neni euklidovska.)
To vyvolava prirozenou otazku, zda viibec existuje
néjaky invariant utvoreny z ¢asovych a prostorovych
soufadnic udalosti a co jim pripadné je. Abychom to
zjistili, uvazujme o dvou udélostech U, ~ (t;, x, ¥y, 21)s
~ (% Y 2D a Uy~ (b X5, ¥, 22)s ~ (E, %15, ¥, 25)
s spojenych svételnym signdlem ve vakuu - napriklad
vyslani fotonu zdrojem a jeho dopadem na detektor.
V obou soustavach se svétlo $ifi rychlosti c. Prostoro-
vou vzdéalenost mezibody (xy, 1, z)ga (x5, 5, 2,) s, rESp.
(b ¥ 2)s a (x'y, ¥y, 2'5)g urazi za dobu t, — ¢, resp.
th—t', 4.
(SIZ)Z =

=, -14) _[(xz )+ (-1’ + (2 _21)2J =0,
(s12)" =

= =6) = (=37 + (04 =) +(z5 -2 | =0,

Vyraz (s;,)% resp. (s',)* na levé strané, utvoteny
z ¢asovych a prostorovych soutadnic, ma sviij vyznam
ipro dvojici udalosti, které nejsou spojeny se svételnym

signalem. Nazyva se kvadrdt casoprostorového inter-
valu. Mtze nabyvat jak kladnych hodnot (nastanou-

vy

-li udalosti U}, U, ve vzdalenosti bliz8i, nez kterou by
urazilo svétlo za dobu ¢, — t,), tak hodnot zdpornych
(jsou-li udélosti Uj, U, naopak vzdalenéjsi a svétlo by
jejich vzdalenost za dobu c(t, — t;) nepfekonalo). Ma-
tematicky to znameng, ze ,vzdalenost“ v ¢asoprostoru,
kterou, jak se pfesvéd¢ime, reprezentuje v dané vztaz-
né soustaveé veli¢ina s;,, se nefidi pravidly euklidovské
geometrie. Hned uvidime, Ze pravé veli¢ina (s;,)* je hle-
danym invariantem - nabyva stejné hodnoty ve vSech
inercidlnich vztaznych soustavach:

Vyraz (s;,)* je kvadratickou formou v proménnych
cr=clty - 1), §=(—x)n=0(r-y)al=(2-2),
pri¢emz v kazdé vztazné soustavé je tato forma v tzv.
kanonickém tvaru. Vzhledem k tomu, Ze nabyva-li vy-
raz typu (s;,)* vztahujici se k udalostem U, U, nulové
hodnoty v nékteré vztazné soustavé S, nabyvaji vyrazy
(s12)% (s"1,)? atd., vztahujici se rovnéz k témto udalos-
tem, nulové hodnoty ve vSech vztaznych soustavach
§’, §"atd. a véechny inercialni soustavy jsou z hlediska
principu stalé rychlosti svétla ekvivalentni - to zna-
mend, ze mezi kazdymi dvéma vyrazy tohoto typu je
umeéra, napf.

(s1)* = F(Ds1,)” -

Otaznik zde neni omylem - zatim totiz nevi-
me, na ¢em muiize faktor f zaviset. Jeho tvar vyplyva
z obecnych vlastnosti ¢asoprostoru: homogenita éasu,
homogenita prostoru a izotropie prostoru. Homogenita
¢asu znamena, ze vSechny okamziky jsou ekvivalent-
ni, homogenita prostoru vyjadfuje ekvivalenci vSech
bodu v prostoru a kone¢né izotropie prostoru odpovi-
da ekvivalenci v§ech smért v prostoru. Jinymi slovy,
experiment provedeny v inercialni soustavé dopadne
vzdy stejné nezéavisle na tom, kdy, kde a pfi jaké orien-
taci experimentdalniho zafizeni byl proveden. Typ za-
vislosti faktoru f se nabizi - je funkci pouze velikosti
rychlosti ¥ pohybu soustavy S’ vzhledem k soustavé
S, tj. f = (V). Na druhé strané se soustava S pohybuje
vzhledem k soustavé S’ rychlosti (), jejiz velikost je
ov$em stejna, tj. V. Faktor fje proto konstantni funkce
f=1. Mizeme tedy shrnout:

Kvadrat casoprostorového intervalu mezi udélostmi je
stejny ve vsech inercidlnich vztaznych soustavach, je
invariantem relativistické mechaniky:

At =t = [0 =X + (y2 — y")? + (2 — 2")?] = invariant

Podatilo se nam vyjadrit fyzikalni princip - princip
stalé rychlosti svétla - matematicky. Pomoci do jisté
miry motiva¢ni, avSak pro dany tucel relevantni uva-
hy o relativnosti soucasnosti jsme ukazali, Ze ,eukli-
dovské® invarianty (prostorovy a ¢asovy) zminénému
principu nevyhovuji, a s vyuzitim zakladnich vlastnos-
ti symetrie ¢asoprostoru jsme dospéli k nalezeni pro-
storo¢asového invariantu, ktery je s timto principem
v souladu. Duisledni zastanci pfimych matematickych
postuptt (k nimzZ se rovnéz v rozumné mire fadime)
by mohli namitnout, Ze stacilo postulovat, ze metrika
v &asoprostoru R x R? neni (na rozdil od metriky v kla-
sické mechanice) euklidovska, nybrz Minkowského, tj.
g=c*dt® dt - dx ® dx - dy ® dy - dz ® dz, nebot
respektuje princip stalé rychlosti svétla i vlastnosti sy-
metrie ¢asoprostoru. Takovy pristup by vSak jiz byl az
ptili§ formalisticky a pro tvodni kurs obecné fyziky ne
zcela vhodny (nejen pro pravdépodobnou neobezna-
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I V=(7,0,0)
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Y 0/ 0 X
z/ / z'

okamZzik sefizeni hodin:

, B 0 néco ,pozdéji“
v obou soustavach ukazuji nulu »P02¢e)

Obr. 2 KLorentzové transformaci — vztazné soustavy.

menost studenti s problematikou metrickych prostort
v dané fazi studia fyziky).

Ted uzZ si pfipomeneme Lorentzovu transformaci
a vSimneme si velmi stru¢né nékterych zptusobi jejitho
uvadéni, resp. ,odvozeni“ v literatufe.

Lorentzova transformace v textech

V univerzitni ucebnicové literatufe, ale i v original-
nich pracich populdrnéjsiho zaméfeni se Lorentzova
transformace vyskytuje v réiznych podobich. Casto
byva uvadéna jen jako fakt slouzici pozdéji k vykla-
du kontrakce délek a dilatace ¢asu. Nékde se objevuje
i naznak jistého fyzikalniho odvozeni napf. prostred-
nictvim modifikace Galileiovy transformace, ale chybi
prirozenad algebraickd argumentace vyplyvajici z inva-
riantnosti ¢asoprostorového intervalu. Nejprve si pro
ilustraci stru¢né v§imneme nékterych typickych verzi
Lorentzovy transformace. Poté ukdzeme efektivnost je-
jiho odvozeni pomoci apardtu linedrni algebry.

Pro tento tcel postaci, budeme-li uvazovat o nejjed-
nodussi verzi Lorentzovy transformace, které se rika
specidlni. Ta odpovida situaci na obr. 1, odmyslime-li
si zdroj svétla i detektory. V okamziku sefizeni hodin
soutadnicové osy splyvaji, rychlost soustavy S’ vzhle-
dem k soustavé S je V =(V,0,0),. Pro pohodli &tenafe
obrazek prece jen prekreslime - obr. 2.

Lorentzova transformace odpovidajici uvedené si-
tuaci ma pro udalost U ~ (¢, x, y, 2)g ~ (¢, x', ', 2') " tvar

4
x=y(x' +V1), t:y(t'+—2x'),
C

SN\12
kde y = [1 ——2] azpét.
c

V limité V/c — 0, kterd odpovida neexistenci mezni
rychlosti, pfejde podle oéekavani v transformaci Gali-
leiovu. Ptistupy k Lorentzové transformaci jsou rtizné,
a jak jiz bylo feceno, nékteré texty upoustéji od odvo-
zeni zcela:

® napriklad uéebnice [3], deklarovana jako vysoko-
$kolska, se sice zabyva problematikou kontrakce
délek a dilatace ¢asu, ktera je ovsem az dusledkem
LT, samotnou LT v8ak paradoxné uvadi pouze jako
fakt;

m ,fyzikdlni casto intuitivni pFistupy, spocivajici
v ,opravé“ Galileiovy transformace (GT) tak, aby
byla respektovana mezni rychlost a limitni podoba
transformacnich vztaht, tj. lim, ., LT = GT(viz
napt. [3]);

B piistupy formalné sledujici odvozeni (samozfejmé
line4rnich) transformacnich vztaht mezi kartéz-

skymi soustavami soufadnic v trojrozmérném eu-

klidovském prostoru s roz$ifenim o jednu dimenzi

a s parametrem , ktery je na rozdil od thlu ¢ s ge-

ometrickym vyznamem otoceni souradnicovych os

v roviné ryze formalni,

x=x'cosp—y'sing X, =X] Cosy —x, siny
y=x'sinp+)'cosp — x,=x{siny +xjcosy

P — !/ — U
z=z X, =Xy, X3=Xx,
kde pti dosazeni x4 = ict, x, = ict' dostaneme ,eu-
klidovsky vypadajici® invariant x + x> + x{ + x
= x? + x7 + x# — *t* (viz napt. popularizaén{ text
samotného A. Einsteina [4]);

B piistupy formalné analogické predchozim, vyuzi-
vajici v8ak rovnou hyperbolickych funkci; ty totiz
na rozdil od funkci goniometrickych, pro néz je
cos’y + sin®y = 1, spliiuji vztah cosh?y + sinh’y =
1, diky némuz se v zdpisu invariantu objevi ,,sprav-

7

né“ znaménko,
x=x'cosp—y'sing x =x"coshy —ct'sinh
y=x'sinp+y'cosp — ct=x"sinhy +ct'coshy

z=Z y=y', z=2.

Zdutvodnéni linearity transformace a jeji nalezeni
pomoci linedrni algebry se zavére¢nym vyuzitim jed-
noduché fyzikalni tvahy je pfitom velmi pochopitelné
a zcela pfimocaré. Nespornou vyhodou takového pri-
stupu je vedle jeho jednoduchosti také obecnost: umoz-
fuje ziskat Lorentzovu transformaci takfikajic rovnou,
tj. bez predbéinych Gvah o kontrakci délek a dilataci
¢asu (viz napt. [5]), které jsou ovéem ve skute¢nosti pri-
rozenym diisledkem pravé Lorentzovy transformace.
(Jsou ptipady, kdy se v u¢ebnicich uvadéji pouze vztahy
pro kontrakei délek a dilataci ¢asu, aniz je Lorentzova
transformace viibec zminéna - viz napf. [3].)

Linearita v relativité:

Lorentzova transformace a linearni algebra

V tomto odstavci ukdZeme na ptikladu tzv. specidlni
Lorentzovy transformace, jak snadné je jeji elementdrni
odvozeni pomocijednoduchych a v podstaté rutinnich
tvahlinedrnialgebry. Zhlediskaalgebryjefunkce (s;,)?
jak jsme jiz uvedli, kvadratickou formou v proménnych
(¢, &, O) = (cty — cty, Xy — X1, Y2 — V1, 25 — 21), a tO V tzv.
kanonickém tvaru (obsahuje jen kvadraty jednotlivych
proménnych). Vzhledem k tomu, Ze muze nabyvat hod-
not vech znamének, v¢etné nuly, jednd se o formu in-
definitni. Transformace soufadnic prevadi kvadratic-
kou formu opét v kvadratickou formu. Musi proto jit
o transformaci linearni. Uvazujme uz jen o specialni
situaci odpovidajici obr. 6, jiz odpovidaji transformac-
ni vztahy pro y-ovou a z-ovou soufadnici y =y, z = z'.
Kazdou udaélost tedy popisujeme jen dvojici U ~ (u) =
(ct, x)g, U~ (1) = (ct, x")g. Matici (linedrniho) pfecho-
du mezi soustavami soufadnic ozna¢me P. Maticové
vyjadfime také invariant:

W) =@W)P, @)=@w)P", P:(p” plZJ
P Pn

1
A —x? =(ct x)(

ct
0 -1){x

=WPGP" ("
(ct') = ('Y =G,

e
=@)Gw) =w)PGP (u)
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kde horni index T znadi transpozici matice. Vzhledem
k invarianci kvadratu ¢asoprostorového intervalu pla-
ti W)GW)T = w)PGPT(w)T pro kazdou matici (u'), tj.

G = PGP" = GPT = P™!G. Z posledni rovnosti plyne, ze
determinant matice P je det P = +1. Nasi volb¢ vztaz-
nych soustav odpovida kladna hodnota determinantu,

t] pl]_pZZ _pZIPIZ =1. Déle je
pl :( Py _PlzJ’ PlG:[ P P12]7
—Pa P —Pa ~Pn
GPT:( Pu Pz]J'
—Pn TPxn
Z rovnosti GPT = P™'G plyne zjednoduseny tvar ma-
tice P ziskany pouze jako dusledek invariance kvadra-

tu ¢asoprostorového intervalu a linearity transformace
soufadnic,

P:[pll Pn]’ kde pf, — ph =1.
P2 Pn

Zbyva ur¢it posledni nezavislou podminku pro prv-
ky matice P, kterd jiz umozni v§echny jednoznaéné ur-
¢it. K tomu poslouzi zavére¢na fyzikalni avaha. Prvky
matice P nepochybné zaviseji na velikosti rychlosti V.
Pouzijeme proto ziskany ,,polotovar® matice P pro né-
jakou udélost, ktera s touto rychlosti souvisi. Uvazujme
o udalosti U~ (u) = (ct’, 0)g' ~ (u) = (ct, x)s, ktera v oka-
mziku t' nastala v poc¢atku O’ soustavy S’ Vzhledem
ke specialni volbé vztaznych soustav (pocatky i osy
splyvaji v okamziku sefizeni hodin na nulovy ¢as) pla-
tix = Vt, tedy

(ct,Vt)=

Ve

t Voo
= Pu =7, P2 :;:?Pu

P P

o
P Pu

odkud vzhledem k rovnosti pf, — p, =1dostaneme de-
finitivni tvar matice P

2\ V2 v /4 K?’
P [1 ZJ =y, Pp=—r, P=
14
-y 7
C

a odtud uz samotnou LT, jak je uvedena v pfedchozim
odstavci. Obdobné, jen s trochou pocitani navic, mi-
zeme dostat LT v obecném tvaru.

Jednoduché disledky invariance
casoprostorového intervalu:
minulost a budoucnost
Abychom studenta neuvrhli jen do ,zajeti“ algebry,
zkusme z toho, co jsme si na samém zacatku pro zapo-
jeni matematického aparatu ptipravili, vytézit néjaké
nazorné informace, které mohou byt zajimavé, resp.
ponékud prekvapivé. K nékterym z nich dospéjeme
i bez Lorentzovy transformace, pouze na zékladé in-
variance ¢asoprostorového intervalu (resp. jeho kvad-
ratu, s nimz se jako s kvadratickou formou lépe pracu-
je). Pujde o pojmy ,minulost® a ,,budoucnost®.
Hypoteticky pokus na obr. 1 ukdzal, Ze udalosti,
které jsou soucasné v jedné vztazné soustavé, nemu-
si byt soucasné v jiné soustavé. V nasem prikladu na-
staly udalosti U}, U, v soustavé S’ soucasné, v soustavé
S udalost U, predchazela udalosti U,. Mohlo by tomu

U, ~(t,,x,,
Y=y, 0 (t9> %4> )

X=X,

t—t,

UO

Uy ~ (> %p)

Obr. 3 Svételny kuzel“vR3avR2.

byt i naopak? Nebo jinak - je mozné, Ze jista udalost
U, vjedné soustave predchazi udalosti U, a vjiné po ni
nasleduje? Relativni by takto nebyla jen soucasnost,
ale i naslednost. A jak je to s pri¢innosti? Pozndme,
zda dvé udalosti mohou/nemohou pri¢inné souviset?
K prinejmens$im ¢aste¢nému zodpovézeni téchto ota-
zek poslouzi svételny kuzel (spravné jde o kuzelovou
plochu, ale termin ,kuzel® je jiz tak zazity, ze jej radéji
nebudeme opravovat). Rovnice

A=) =[x =x) + (r=30)” +(z—=2)* | =0,

zapsand v soustavé S, predstavuje trojrozmérnou ku-
zelovou plochu ve ¢tyfrozmérném prostoru, s vrcho-
lem v bodé (¢, xg, ¥o> 29)s- Nazyvame ji svételny kuzel
uddlosti Uy ~ (t, xg, ¥o» Z0)s- Predstavit si ji dokdZeme
snadno, ,ubereme-li“jednu, nebo dvé dimenze. V prv-
nim prfipadé ptjde o kuzelovou plochu, jak ji zndme
v trojrozmérném prostoru, ve druhém se jedna o dvo-
jici riiznobézek (obr. 3). V situaci vlevo je z = 0, vpravo
paky=0,z=0.

Kvadrét ¢asoprostorového intervalu s* = ¢* (¢t — t,)*
- (x— xo)2 +(y- yo)z} resp. s> = ¢ (t— to)* — (x — x0)?
je pro kazdou udalost na kuzelové plose, resp. riizno-
bézkach nulovy, v oblasti ,uvniti“ (Srafovano) je klad-
ny, vné zaporny. Protoze jde o invariant, budou stejné
nerovnosti platit v kazdé vztazné soustavé.

Kazdd uddlost, kterd lezi vné svételného kuzele uda-
losti Uy ~ (ty, Xg» Yo Z0) s> milZe v nékteré vztazné sousta-
vé nastat soucasné s uddlosti U,. V takové soustavé pla-
tic? (¢ =t = | (X =xp)* + (V' = yp) + (2 —zp)* | <0,
takze pro t'— t', nedojde ke sporu. Naopak zadna uda-
lost lezici uvnitt svételného kuzele nemuze s udalosti
Uy nastat soucasné v zadné vztazné soustavé. Bude tedy
udélosti U, bud vzdy predchazet (budelezet vlevé ¢asti

F=32
absolutni minulost
udalosti U,
2 t—t,
// -
/"/ Uy absolutni budoucnost
/.
udalosti U,
Uy ~ (4, %) 0

Obr. 4 Absolutni minulost a absolutni budoucnost udalosti.
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s

U~(,x)s, Uy~(,x%)s

A

t

abs. budoucnost Uy i U,
abs. minulost U; i U,
X abs. bud. U, abs. min. U,

Obr. 5 Vztahy budoucnosti a minulosti.

vnittku svételného kuzele), nebo po nibude vzdy nasle-
dovat (bude lezet v pravé ¢asti vnitiku svételného kuze-
le). Uvedené dvé oblasti predstavuji absolutni minulost,
resp. absolutni budoucnost uddlosti U,.

Obr. 5 ukazuje oblasti minulosti a budoucnosti pro
dvé uddlosti U,, U,. Uddlost U, v levém obrdzku na-
stane ve vSech vztaznych soustavach az po udélosti Uj,
nebot lezi v oblasti jeji absolutni budoucnosti. Naopak
v obrazku vpravo lezi udalost U, vné svételného ku-
zele uddlosti U,. Obrazek odpovida situaci, kdy v sou-
stavé S nastane udalost U, az po udalosti Uy, tj. £, > t;.
Existuji v8ak vztazné soustavy, v nichz se ,,¢asové po-
méry*“ obriéti, tj. uddlost U, bude predchdzet udalosti
U,. Kdyby tomu tak nebylo, tj. kdyby v kazdé vztazné
soustavé S’ platilo t', > t';, znamenalo by to, Ze udd-
lost U, lezi v oblasti absolutni budoucnosti udalosti
U,. (Obdobné bychom mohli uvazovat o prostorové
odlehlosti udalosti.)

Jednoduché disledky Lorentzovy
transformace: kontrakce délek a dilatace ¢asu

O tzv. kontrakci délek a dilataci asu se nejen v popu-
lariza¢ni literatufe (napf. [6]), ale i v u¢ebnicich ¢asto
vedou az spekulativni uvahy, které porozuméni jed-
noduchému problému spiSe znesnadiuji. Pouziti Lo-
rentzovy transformace, samoziejmé pfi jasné definici
toho, co rozumime ,,délkou’, resp. ,trvanim déje, je
ptitom velmi jednoduché. Opét uvazujeme o vztaznych
soustavach podle obr. 2.

Predpokladejme, ze urcita ty¢ je v klidu vzhledem
k soustavé S'a je uloZena podél osy x'. Viastni délkou
této tyCe budeme rozumét vzdélenost jejich konct Ax’
=x',—x'| vsoustavé S". (Tato hodnota bude samoztejmé
stejnd pro kazdou dvojici udalosti, jez nastanou na kon-
cich tyce, tj. v pevnych polohach x) a x}, a vlibovolnych
okamzicich ¢} a t}.) Délku ty¢e v soustavé S musime né-
jak definovat. Zavedeme ji jako prostorovou vzdalenost
Ax = x, — x; uddlosti U, ~ (t}, x)ga U, ~ (t, = £, x,)g
souéasnych v soustavé S, predstavujicich napt. soucasné
zméfeni poloh konct tyce. Plati

Ax=x, —x; =y (X3 + V) — y(x; + V) =

’ ’ V V '
:7(x2_x1)+72V[t2_?x2j_72V[tl_cﬁx1j:7Ax +y  Ax,

2
:yAX’+yV—2Ax,
C

2 2
Ax[1+7/2V2]:7Ax’:Ax:Ax' /1—V—2.
c 4

Délka tyce, ktera se vzhledem k soustavé, v niZ pro-
vadime soucasné méfeni polohy jejich konct, pohy-
buje, se oproti vlastni délce tyce jevi zkracena. Né&jaké
»hdzorné* vysvétlovani tohoto vysledku muze byt spi-
$e kontraproduktivni. Vztah vyplyvd z definice délky
(prostorové vzdalenosti dvou bodt pevnych v jedné ze
vztaznych soustav — v naSem pripadé S') a Lorentzovy
transformace.

Obdobné snadno vylozime pojem dilatace casu.
Predpokladejme, Ze se néjaky déj, zapocaty udalosti U,
a ukonceny udalosti U,, odehral v soustavé S'v tomtéz
misté (uvedené udalosti jsou v soustavé S’ soumistné,
Uy ~ (£, XD ~ (), x1)so Uy ~ (83, X5 = X)) ~ (2 X))
Vlastni dobou trvani déje oznac¢ime hodnotu At' = t),
— t1. Doba trvani zminéného déje v soustavé S je priro-
zené definovana jako rozdil At = t, — ¢t,. Plati

Doba trvéni déje se v soustavé S oproti vlastnimu
¢asu trvani déje prodluzuje. Hovorime proto o dilata-
ci ¢asu.

Zavérem - linearni algebra

v univerzitnim kursu matematiky

Linedrni algebra je sama o sobé svébytnou discipli-
nou, vyznacujici se pfedev§im pfimocarou logikou
svych avah: odvozeni ¢i dokazovani zdsadnich tvr-
zeni na zakladé pfirozenym zptsobem definovanych
pojmil nevyzaduje zddné umélé, resp. ryze formalni
konstrukce ¢i obraty. Jejim typickym rysem je elegan-
ce najedné strané a prakti¢nost na strané druhé. (Ve-
dle STR a fyziky vibec je naptiklad nepostradatelna
pro geometrii linedrnich utvara ve vicerozmérnych
prostorech, kde umoziuje nahradit selhavajici geo-
metrickou predstavivost vypocetnimi procedurami.)
Uvodni odstavec, v némz jsme uvedli jen velmi ome-
zeny vycet situaci, kdy se linearita objevuje ve fyzi-
kalnich zakonitostech nebo v aproximativnich pfistu-
pech k jejich aplikacim, je dokladem toho, Ze linearni
algebra je, resp. méla by byt nepominutelnou discipli-
nou v zakladnim kursu matematiky ve studijnich pro-
gramech zaméfenych na fyziku. Pro jeji nezbytnost
jako efektivniho matematického aparatu prakticky
ve vSech zdsadnich fyzikdlnich teoriich by méla byt
dokonce jednim z pilift kursu. Bohuzel tomu tak vidy
neni — vzhledem k soucasnym formalné svazujicim
a ¢asto neprili§ smysluplnym pozadavkim na akredi-
taci studijnich programi se ji v kontaktni vyuce ¢asto
nemuze vénovat takovy rozsah, jaky by byl potieb-
ny k pochopeni jejich zédkladi a schopnosti apliko-
vat je ve fyzice, o pokrocilejsich pasazich nemluvé.
V dusledku toho se studentim jevi linedrni algebra
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obtiznou, prestoze pochopeni a schopnost pouzivani
jejich zékladii nevyzaduje vic nez porozumét pojmu
linearity jako takové a mit dobré logické mysleni. A Ze
by dokazali ocenit eleganci a vnitfni konzistenci této
discipliny, 1ze snad doufat jen u nékterych. Dalsi ne-
dostatek byva na strané vyucujicich fyziky, ktefi lec-
kdy nenavazuji na znalosti studentii ziskané v mate-
matickych predmétech a buduji si ,,svoji matematiku®
pro ,,sviyj predmét® ucelové sami. Studenti pak nevidi
primou souvislost fyziky a jejiho (skute¢né matema-
tického) aparatu a mohou povazovat vyuku linedrni
algebry za samoucelnou.

Prakticky ve vSech fyzikalnich pfedmétech vsak
existuji situace, v nichz je pouziti linearni algebry nut-
né. Jen je tieba jich dobfe vyuzit, jejich souvislost s fy-
zikou explicitné zduraznit a od samého zac¢atku mate-
matizace fyzikalniho vykladu znalosti ziskané v kurzu
linedarni algebry ptimo, bez fyzikalné-motivaénich
oklik ¢i nadbyte¢nych a nékdy i zavadéjicich analogii,
pouzit. Typickym prikladem je pravé jiz zminénd Lo-
rentzova transformace, jejimz prostfednictvim jsme se
snazili tento ptistup osvétlit.

V ptispévku jsme se zabyvali linearni algebrou jako
matematickym aparatem pro specialni teorii relativity.
Dnes$ni studenti se vSak spise nez o relativistické zkra-
covani ty¢i a prodluzovani doby Zivota ¢astic zajimaji
o ¢erné diry, fungovani navigaci GPS a dalsi popular-
ni fyzikalni ¢i technicka témata, ktera vsak jiz spada-
ji do obecné teorie relativity. Ta uz ov§em neni teorii
linearni a je (nejen proto) podstatné komplikovanéjsi

z fyzikalniho i matematického hlediska. K jejimu sku-
te¢nému pochopenti jiz nesta¢i néjaka povrchni znalost
odpovidajici matematiky. Je jisté na uvazeni kazdého
ucitele fyziky, jakym zptisobem pracuje s matema-
tickym aparatem pti vykladu fyzikalnich teorii. Do-
mnivame se, Ze pfimé vyuzivani matematickych zna-
losti studentd, tak jak je ziskaji v kursech vedenych
kvalifikovanymi matematiky, je nejucinnéjsi cestou
od fyzikéalnich principii k odvozenym tvrzenim a je-
jich aplikacim na konkrétni situace. Navic to studenty
presvédci, Ze matematika predepsana ke studiu ve fy-
zikdlnich programech neni od fyziky ,odtrzena“ a ze
neni samoucelna.
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