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Adiabatické jevy

1 Adiabaticky déj

Uvazujme castici v nadobé sitky a uzaviené pistem, ktera se muze pohybovat v jedné dimenzi:

- F

Pokud ma c¢astice nenulovou energii, bude béhat sem a tam a pravidelné narazet na pist. Zajimava
otazka zni, jak se bude ménit energie ¢astice, jestlize pistem budeme velmi pomalu (adiabaticky)
pohybovat?

1. Uvaha s pomoci srazek: Ozna¢me a §iiku nadoby. Je-li rychlost ¢astice pred narazem na pist v a
rychlost pistu @ = da/dt, blizi se ¢astice ke pistu rychlosti v —a. Stejnou relativni rychlosti se od
n¢j odrazi, po srézce bude mit proto rychlost o velikosti v’ = v —2a a energii £/ = m(v—2a)?.
Zmeéna energie je pak

1 1
AE=F —F= 5m(v —2a)* — émv2 ~ —2mua, (1)
pricemz jsme zanedbali malou veli¢inu druhého fadu v a. Tato zména energie nastane za dobu
mezi dvéma narazy na pist, tedy za dobu 2a/v, za kterou se sténa vzdali o Aa = 2aa/v.
Rychlost zmény energie délena rychlosti zmény a je pak

dE AE muv? 2F

i = 2

da Aa a a )
Je dilezité, ze rychlost pistu se vykratila, takze nezalezi na tom, jak rychle jim pohybujeme —
jen kdyz je to dost pomalu.

2. Uvaha s pomoci sily: Primérna sila od c¢astice na pist je rovna hybnosti pfedané béhem srazky
délend dobou 7' mezi dvéma srazkami:

2mu 2mu mu? 2F

-= 3
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Zména energie pri zvétseni jamy o da je rovna zaporné vzaté vykonané praci této sily, tedy
dF = —Fda a proto dE/da = —2F/a, coz je stejna rovnice jako (2).

Aby byla tato odvozeni spravna, musi platit, Ze nez se pist vyrazné posune, dojde k mnoha narazim

castice na pist. Také nesmi byt posouvani pistu synchronizovano s pohybem c¢astice: pokud bychom

naprt. s pistem popojeli vzdy zrovna ve chvili, kdy je ¢astice na opacné strané nadoby, jeji energie by

se viibec neménila. Tato pomalost a nesynchronizovanost jsou pravé podminkami adiabati¢nosti.
Resenfm rovnice (2) separaci proménnych dostaneme

Ea* = C, (4)

kde C' je integracni konstanta. Jde o tzv. adiabaticky invariant problému.
Vsimnéte si, ze tento adiabaticky invariant lze vyjadfit pomoci plochy opsané fazovou trajektorii
béhem jedné periody pohybu ve fazovém prostoru.
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Tato plocha je S = 2mwva = v8mC'. Je tedy vidét, ze pokud se zachovava C', zachovava se i S. Jak
uvidime, pravé plocha ve fazovém prostoru je vzdy adiabatickym invariantem.

Vsimnéte si rovnéz, Ze energie je nepfimo Gimérna a?, coZ je stejnd zavislost, jakou méa v kvantové
mechanice kvantovana energie ¢astice v nekoneéné hluboké jamé (tam je E, = 72h°n?/(2ma?)).

1.1 Souvislost s adiabatickym déjem pro idealni plyn

Srovnejme nasi nadobu s béznou nadobou s plynem. V jednorozmeérné situaci hraje roli tlaku sila a
roli objemu §itka. Vime, ze v 3D plati pV* = const. Sel by i zde odvodit podobny§ zakon? Ano, z
rovnic (3) a (4) plyne, ze

Fa® =20, (5)

coz je zékon pro adiabaticky déj s Poissonovou konstantou x = 3.

Je to ndhodné podobnost? Neni. Zkusme si predstavit, ze nddoba je trojrozmérné a c¢astice se v ni
muze pohybovat riznymi sméry. Uvazujme, zZe nadoba nemé presné tvar kvadru, aby ¢astice béhem
dosti dlouhé doby vystiidala nejriiznéjsi sméry pohybu'. Je-li pist kolmy na osu z, pak z podobné

tvahy jako dfive je vidét, ze dE/dV = —mwv2/V. Tyto rovnici musime vystiedovat pres vSechny
sméry rychlosti ¢astice, tedy
dF m mu? 2F
D) =0 0Dy = - =37, ()
AV / nery V 3V 3V

kde jsme vyuZili toho, Ze se éastice pohybuje se stejnou pravdépodobnosti véemi sméry a plati v? =
v+ vz + v2. Odtud odvodime, 7e EV?3 = C a pro tlak p = —dE/dV pak dostaneme

pV5/3 = konst. , (7)

coz je zakon pro adiabaticky dé&j s Poissonovou konstantou k = 5/3 — tedy jeji zndmou hodnotou pro
jednoatomovy plyn.

1.2 Je adiabaticky dé&j rychly nebo pomaly?

V termodynamice je pozadavek na adiabaticky déj vétsinou takovy, aby byl déj rychly, protoze pak
se nestihne pfredat teplo. My jsme naopak uvazovali pomaly d€j, aby se systém stihl prizptisobovat
novym podminkdm. Tento zdanlivy rozpor zmizi, jestlize si uvédomime, ze ani v termodynamickém
kontextu by déj nebyl adiabaticky, pokud bychom jej vykonali pfilis rychle — napt. nadzvukovou
rychlosti zvétsili objem nadoby s pistem, takze plyn by pritom nevykonal témér zadnou praci. A v
nasich tivahach jsme naopak neuvazovali predavani tepla.

1Jedna se o tzv. ergodickou dutinu, v niz éistice béhem dost dlouhé doby probéhne libovolné blizko kterémukoli
bodu fazového prostoru; v takové dutiné je stiedovani pres Cas ekvivalentni stfedovani pres fazovy prostor.



2 Obecné odvozeni adiabatickych invarianti (dle Landaua
a LifSice)

Uvazujme systém popsany hamiltonidnem H(q,p, A), ktery zavisi na parametru A. Pfedpokladejme,
ze pohyb soustavy je periodicky. Rychlost zmény energie je
dE.  dH OH OHdA (8)
dt At ot  oxdt

OH

Sx zavisi na rychle se ménicich p, g. Nas zajima derivace vystiedovana pies periodu pohybu:

<dE> ) <aH> @)
de perioda de a)\ perioda

pticemz ve stfedované funkci OH/O\ se méni veli¢iny ¢, p, ale ne A, tedy stiedujeme pfes periodu
takového pohybu, ktery by odpovidal konstantnimu A. Stiedovani da

Derivace

OH 1 (ToH
<—> = — / —dt, (10)
OA perioda T 0 oA
kde T' je perioda pohybu. Z Hamiltonovy rovnice mame
dg
dt = : 11
OH/0p (11)

Pomoci této rovnice pfevedeme integrovani z ¢asu na souradnici, vyjadiime periodu 7T jako integral
z dT a vSe dosadime do rovnice (9):

OH/O\
I 1 (12)
de perioda dt § BH/ap

Integraly ted probihaji podél uzaviené trajektorie ve fazovém prostoru odpovidajici dané hodnoté A
a ¢ se méni ,vpred“ a ,vzad“. Hamiltonova funkce je podél takové trajektorie konstantni a hybnost
je danou funkei ménici se soutradnice ¢ a dvou konstantnich veli¢in £, A\. Chapejme nyni hybnost jako
pravé takovou funkci a derivujme rovnici H|q, p(q, E, \), A\] = E podle parametru A:

OH [ OHdp _  _  OH/OX _ dp
N 9p ox OH/Op N

(13)

Toto je vlastné jinak napsand identita pouzivana casto v termodynamice:

(3. (2) (5,

Toto nyni dosadime do integralu v rovnici (12), pficemz ve spodnim integralu nahradime 1/(0H /0p)
vyrazem Op/0E:
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coz 1ze konecné piepsat jako
— =0 16
dt Y ( )
kde .
I=— ¢ pdqg. 17
5 7{ pdg (17)

Vidime tedy, ze I je adiabatickym invariantem. Jaky je jeho vyznam? Neni tézké se presvédcit,
ze integral v rovnici (17) je vlastné plochou S opsanou trajektorii ve fazovém prostoru:

%pdq = /dpdq. (18)

Pri adiabatické zméné parametri hamiltonianu se tedy zachovava plocha ve fazovém prostoru opsana
béhem jedné periody pohybu.

Velicina [ je funkci energie a parametru \. Jeji parciadlni derivace podle energie urcuje periodu
pohybu, protoze

dp ol
T_}{—aEdq_Qw—aE, (19)
coz lze napsat jako
oF
= — 20
Priklady:
1. Harmonicky oscilator s hamiltonianem
2
_p 1 2 2
H(g,p,w) = 5~ + 5 mwq (21)

(zde frekvence w hraje roli parametru \). Fazové trajektorie jsou dény zdkonem zachovani
energie. Jsou jimi elipsy o poloosich v2mE a \/ 2E /mw? a proto

L (22)

w? W

I = 2L7T\/ 2mE
T

Pti adiabatickém pohybu harmonického oscilatoru je tedy energie piimo tmérna frekvenci.
Praktickou situaci zde mtze byt kyvadlo, jehoz délku pomalu ménime (i kdyz kyvadlo neni
zcela pfesné harmonicky oscilator).

2
m

2. Céstice odrazejici se od zarazky na naklonéné roving, pficemz lze ménit hodnotu slozky gravi-
tace podél roviny jejim naklanénim.

Hamiltonidn je H = p?/2m +mM\q, kde A\ = gsin a.. Zékon zachovani energie ukazuje, Ze fazové
trajektorie jsou parabolické tisece, pfi¢emz amplituda na ose ¢ je E/mA a na ose p je vV2mE.
Adiabaticky invariant pak je

1 2 E 2 4 3/2
1= Lol el _ 2 VEmET (23)
2r 3 mA 3T A



a energie se tedy méni pfimo tmérné A%/3. P¥i zvétSovani o koname praci, takze se energie bude
zvétSovat. Pokud naklonénou rovinu pomalu polozime (A — 0), ¢astice se zastavi.

p

3 Souradnice akce — uhel

Uvazujme nyni, Ze parametr A se neméni, je zafixovan. Provedeme kanonickou transformaci k novym
) )

proménnym, pricemz roli nové hybnosti bude hrat I. Jako vytvorujici funkci vezmeme zkracenou akei

So jako funkci ¢, F, \. Tuto akci totiz pocitame jako

So(q, E, \) = /p(q, E,\)dq (24)

pti pevné hodnoté energie. Ale protoZze I zavisi na energii, lze Sy vyjadiit i jako funkei Sp(q, I, \).

Pak mame
o 850(q7 E7 )‘) _ aSO(Qa [> )‘)

Y
dq dq
coZ je soucasné prvni z rovnic pro kanonickou transformaci?. Druh4 rovnice pak uréuje novou sou-
fadnici, kterou oznac¢ime jako w:

(25)

~08(q, 1, \)
T
Nové proménné I, w se nazyvaji kanonické, pricemz I je proménnou akce a w je thlovou proménnou.
Protoze vytvorujici funkce Sy nezavisi explicitné na c¢ase, je nova Hamiltonova funkce rovna staré,
je ovSem vyjadfena v novych proménnych. Je to tedy energie vyjadiend jako funkce I: H' = E(I).
Hamiltonovy rovnice proto jsou

(26)

. dE(I)
I1=0 p = ———=. 27
Prvni rovnice d4 I = const. a druha
dE
w = —t + const. = w(I)t + const. (28)

d/

a urcuje tak fazi kmiti.
Po uplynuti jedné periody kmitt vzroste zkracena akce o

ASy = %p(q, E;\)dg =2r1. (29)

Za stejnou dobu vzroste w o 27, coz je vidét z rovnic (19) a (28). Systém se tim navrati do ptivodniho
stavu, takze libovolna funkce souradnice a hybnosti je periodickou funkci w. Lze ji proto rozlozit ve
Fourierovu radu, coz miize byt velice uzitec¢né.

2Mé4me tim na mysli rovnice p = 0®/dq, Q = 0®/0P, H' = H + 0® /0t



4 Adiabaticky teorém a Liouvillova véta

Adiabaticky teorém muzeme dostat zajimavym zptusobem i z Liouvillovy véty. Pfedstavme si pro
konkrétnost harmonicky oscilator s hamiltonidnem (21), jehoz frekvenci pomalu zménime z hodnoty
wy (v ¢ase t = 0) na hodnotu wy > wy (v éase t = T'). Na obrazku nize odpovidaji jsou fazové
trajektorie pii frekvenci w; nakresleny modre, pii frekvenci wy Cervené.

Kazdy fazovy bod pii pevném w obihd po odpovidajici fazové trajektorii (v nasem pfipadé po
elipse), kterd ohrani¢uje uréitou plochu fazového prostoru. Pro pevny hamiltonian (pevnou frekvenci)
muzeme zavést na mnoziné fazovych bodt usporadani — bod X , je vétsi“ nez bod Y, jestlize plocha
opsana bodem X béhem jedné periody je vétsi nez plocha opsana bodem Y. Je zfejmé, Ze pfi nea-
diabatické zméné hamiltonianu se toto usporadani nemusi zachovavat, naptiklad pfi frekvenci w; je
bod C vétsi nez bod D, zatimco pri frekvenci ws je tomu naopak. Jestlize ale frekvenci ménime velmi
pomalu a rovnomérné, nemiize ke zméné usporadani dojit, protoze systém vykona mnoho oscilaci,
nez se hamiltonian vyraznéji zmeéni, a ve fazovém prostoru nemize dojit k , prekiizeni“ trajektorii.

Vezmeme-li nyni fazovy bod A v ¢ase t = 0, vSechny body uvnitf silné€jsi modré elipsy jsou
mensi nez on. Tyto body reprezentuji rizné pocateéni podminky (v ¢ase t = 0) ansdmblu nekoneéné
mnoha identickych systémii. Pfi ¢asovém vyvoji téchto systémi se ptislusné body budou po fazovém
prostoru pohybovat, plocha tvorena jimi vSak bude podle Liouvillovy véty stale stejna. To plati i pro
cast =T, kdy se frekvence jiz adiabaticky zménila na hodnotu w,. Vzhledem k zachovani uspotradani
bodt pti adiabatickém déji je ale jasné, Ze vSechny tyto body jsou nyni stale mensi nez bod B, do
kterého se systém dostal z piivodniho bodu A. Z toho je vidét, ze fazovy bod naseho systému opisuje
stale stejné velkou plochu (v ¢ase t = T je to plocha vyznacend Cervené), a tedy Ze plocha opsand
fazovou trajektorii béhem jedné periody se neméni — je adiabatickym invariantem.



5 Adiabaticky teorém v kvantové fyzice

Necht se hamiltonian pomalu méni s casem, H = H(t), a |n(t)) jsou jeho vlastni stavy s vlastnimi
hodnotami F,(t), tj. A
H(t)[n(t)) = En(t)|n(t)) (30)

Rozlozme stav [1), o jehoz Casovy vyvoj se zajimame, do baze okamzitych vlastnich stavi |n(t))

hamiltonianu:
() =D eal®)In(t)) (31)
Protoze se stavy |n(t)) méni s ¢asem, je Casova zména [¢)(t)) obsaZena jak ve zméné koeficientt ¢,
tak ve zméné bazovych stavi. . R
Dosazenim do Schrédingerovy rovnice ih|¢)) = H(t)[¢)) dostaneme

i) éaln) +i0D caln) = enEnln), (32)

pricemz uz nepiseme explicitné ¢asovou zavislost jednotlivych veli¢in. Skalarni soucin této rovnice s
okamzitym bazovym stavem (m| pak da

ihé,, + ih Z culm|n) = cpE (33)
n
Pravé strany rovnice se lze snadno zbavit tim, ze provedeme substituci

e (t) = 1 (1) exp (—% /0 t Em(t’)dt’) (34)

Pokud by se hamiltonian neménil, zistavaly by koeficienty u,, v ¢ase konstantni. Pfepsanim rovnice
(33) pomoci u dostaneme

gy = — ;un exp (% /0 (B () — En(t’)]dt’) (mln) (35)

Uvazujme nyni, Ze systém je na za¢atku v nékterém vlastnim stavu hamiltonidnu, napf. |k). Pak
v8echna u,(0) jsou nulovad kromé uy, které je rovno jedné, tj. u,(0) = 0, Pro m # k pak v Case
t = 0 dostavame

i = —exp (1 [ 1Bn(0) - Bu0)ar ) ol (36)

Jestlize se hamiltonidan méni pomalu, bude se pomalu ménit i soucin (m|k> Diky rychlym oscilacim
exponencialniho ¢lenu se vyrusi jakykoli prispévek k u,, béhem jedné periody kmitii, takze koeficienty
Uy, pro m # k budou i nadale zistavat nulové. Systém tedy pod vlivem pomalych zmén hamilto-
nidnu nebude prechdzet na jiné hladiny, ale bude zistavat na své puvodni (jejiz energie i vlnova
funkce se vSak budou ménit). To je obsahem adiabatického teorému. D4 se tedy Fici, Ze adiabatickym
invariantem je index energiové hladiny.

Pokud nyni vyuzijeme tohoto poznatku (tj. Ze u,,(t) = 0 pro m # k) a napiSeme rovnici (35) pro
m = k, dostaneme rovnici .

jejimz feSenim je |
wp(t) = e~ n JoSh)IK()ar )



Celkové se pak stav systému v case ¢ da napsat jako
(1)) = e r Jo PO k(r)), (39)

kde v =i [ (k(t)|k(#))dt’ je tzv. geometrickd faze.

Vsimnéte si, ze argumentaci nelze pouzit, pokud se dvé hladiny k sobé velice ptiblizi. Pak totiz
exponencialni ¢len v rovnici (36) neosciluje dost rychle a systém na jiné hladiny mize prechazet.
Priblizeni hladin ovSem soucasné znamend, ze frekvence oscilaci w je kolem pfislusné energie mala,
protoze v kvaziklasické aproximaci plati

AE ~ hw. (40)
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