MASARYKOVA UNIVERZITA
PRIRODOVEDECKA FAKULTA

USTAV TEORETICKE FYZIKY A ASTROFYZIKY

Bakalarska prace

BRNO 2020 Apam CEPIL






MASARYKOVA
UNIVERZITA

PRIRODOVEDECKA FAKULTA

USTAV TEORETICKE FYZIKY A ASTROFYZIKY

Absolutni opticke
instrumenty a geodeticke
cocCky

Bakalafska prace

Adam Cepil

Vedouci prace: prof. Mgr. Tomas Tyc, Ph.D.  Brno 2020






Bibliograficky zaznam

Autor: Adam Cepil
Prirodovédecka fakulta, Masarykova univerzita
Ustav teoretické fyziky a astrofyziky

Nazev prace: Absolutni optické instrumenty a geodetické Cocky
Studijni program: Fyzika

Studijni obor: Fyzika

Vedouci prace: prof. Mgr. Tomas Tyc, Ph.D.

Akademicky rok:  2019/20

Pocet stran: xii+ 53

Kli¢ova slova: Transmutace; Hamiltonovskd optika; Geogetickd cocka; Eato-
nova ¢ocka; Luneburgova ¢ocka






Bibliographic Entry

Author: Adam Cepil
Faculty of Science, Masaryk University
Department of Theoretical Physics and Astrophysics

Title of Thesis: Absolut optical instruments and geodesic lenses

Degree Programme: Physics

Field of Study: Physics
Supervisor: prof. Mgr. Tomas Tyc, Ph.D.
Academic Year: 2019720

Number of Pages: xii 453

Keywords: Transmutation; Hamiltonian optics; Geodesic lens; Eaton lens;
Luneburg lens






Abstrakt

Tato bakaléiskd priace se v prvni poloviné vénuje prevdzné vybudovani teorie ptisluSné
pojmu transmutace indexu lomu a odvozeni apardtu pro nalezeni trajektorii paprskil v op-
tickych prostfedich danych profilem indexu lomu. V druhé poloviné se tyto ndstroje apli-
kuji na nékolik ptikladli nejen z mnozZiny absolutnich optickych instrumentd. VySetfime
chovéni indexu lomu a paprski pfi transmutaci a vysledky doplnime grafickymi podklady.
Dale prozkoumdme moZnost odstranéni singularit z indexu lomu a v zdvérecné Casti se
budeme vénovat problematice geodetickych ¢ocek.

Abstract

The first half of this thesis deals mostly with building theory of transmutation of refractive
index and derivation of apparatus for calculating trajectory of light in optical media de-
scribed by refractive index. In the second half we apply these theoretical instruments to
several examples of absolut optical instruments and other optical media. We describe be-
haviour of refractive index and rays in context of transmutation and supplement the results
with graphical content. Next we explore the possibility of removing singularities from the
refractive index and in the final part we adress the issue of geodesic lenses.

—Vii—



PRIRODOVEDECKA FAKULTA
KOTLARSKA 2, 611 37 BRNO
IC: 00216224

DIC: Cz0o0216224

L |
"
|

I MASARYKOVA UNIVERZITA

wn =
gl —
—

ZADANI
BAKALARSKE PRACE

Akademicky rok: 2019/2020

Ustav: Ustav teoretické fyziky a astrofyziky
Student: Adam Cepil

Program: Fyzika

Obor: Fyzika

Reditel Ustavu teoretické fyziky a astrofyziky PYF MU Vam ve smyslu Studijniho a zkugebniho fadu MU uréuje baka-
la¥skou praci s nazvem:

Nazev prace: Absolutni optické instrumenty a geodetické Cocky

Nazev prace anglicky: Absolute optical instruments and geodesic lenses

Oficialni zadani:

Absolutni opticky instrument neboli dokonala ¢otka poskytuje v ramci geometrické optiky zobrazeni zcela prosté
optickych vad pomoci vhodného prostorového rozloZzeni indexu lomu. Toto rozloZeni indexu lomu v eukleidovském
prostoru je Casto ekvivalentni vhodnému neeukleidovskému prostoru s konstantnim indexem lomu (tzv. geodetické
Cocce), kde se svételné paprsky pohybuji po geodetikach. V poslednim desetileti doslo k vyznamnému rozvoji teorie
absolutnich optickych instrument(l i geodetickych €ocek, které zaginaji nachazet uplatnéni na optickych Cipech i jinde.
Cilem bakalafskeé prace bude podrobné se seznamit s teorii absolutnich optickych instrumentd a geodetickych ¢ocek
a jejich vzajemnou souvislosti, dale propocitat geodetiky na nich a pokusit se nalézt nové typy absolutnich instrumentu
a geodetickych Cocek.

Jazyk zavérecné prace:

Vedouci prace: prof. Mgr. Tomas Tyc, Ph.D.

Datum zadani prace: 26.11.2019
V Brné dne: 28.11.2019

Souhlasim se zadanim (podpis, datum):

Adam Cepil prof. Mgr. Toma$ Tyc, Ph.D. prof. Rikard von Unge, Ph.D.
student vedouci prace feditel Ustavu teoretické fyziky a
astrofyziky



Podékovani

Od samého zac¢atku mé podporoval, neustdle motivoval jak z hlediska moZnosti spo-
luprace s védeckou kapacitou svétové tiidy, tak svym nekonecné vlidnym osobnim pfi-
stupem. Prof. Mgr. Toma$§ Tyc, PhD., jakoZto vedouci mé price, mi vénoval vice Casu
a trpélivosti, neZ jsem si zasluhoval. Jeho cenné rady a mySlenky poslouZzily nejen jako
pevny zdklad pro tuto prici, ale oteviely pro mé cestu do oblasti teoretické fyziky. Za vse
zde zminéné i nezminéné mu timto hluboce dékuji.

Prohlaseni

Prohlasuji, Ze jsem svoji bakaldfskou praci vypracoval samostatné pod vedenim ve-
douciho price s vyuzitim informac¢nich zdrojt, které jsou v préci citovany.

Brno 1. Cervna 2020
Adam Cepil






Obsah

VOO teteeeerrnnnenneeeeeeeeeeeeeesssnsnnnssssssseessssssssnssnsssssssssssss 1
Kapitola 1. Transmutace indexulomu .......ccoviiieeiiiiieereeeeeecceaannns 3
1.1 Matematickd formulace transmutace . . ... ......... .. .. ... ...... 3

1.2 Transmutace mocninnou funkef .. ....... ... .. ... . o L 6
1.2.1 Jednotkovy index lomu . . . ... ... .. ... i 6

1.2.2 Eatonova a Luneburgovacocka . ........... ... .. .. ....... 9
Kapitola 2. Pohybové rovnice paprskil «...ccoeeerieeieeieieciesacsesecnecnnes 11
2.1 Radidlné symetricky izotropni index lomu . . ..................... 11
2.1.1 Geometricky pristup. . .. ... .o 11

2.1.2 Pristup hamiltonovskéoptiky . . . ...... ... ... . L 14

2.2 Radidlné symetricky anizotropniindex lomu . .................... 16
2.3 Tvar Hamiltonovych rovnic pro poldrni soufadnice . . ............... 17

Kapitola 3. Trajektorie paprski pro radialné symetrické profily indexu lomu . 19

3.1 Index lomu dany mocninnou funkei . ......... ... .. .. ... ... ... 19
3.1.1 Svétlovné okolipocatku . . . . ... ... . i 19

3.1.2 Svétlovokolipocatku . ........ ... .. ... . ... 22

3.2 EatonovacCoCka ... ... e 25
3.3 LuneburgovacoCka . ........ ... 26
Kapitola 4. Transmutace singularity ......cceeveiietieeiiiieeeineeneeceaannns 27
4.1 ObecnéfeSeni singularity . ............. ... 27
4.2 Transmutovany jednotkovy profil . ........ ... ... ... .. .. .. ... 30
4.2.1 Anizotropniindex lomu . .......... .. ... ... . . . ... 31

4.2.2 Trajektorie paprskil . . ... ... ... i 32

4.3 Singularita v Eatonové €occe . . . . . .. L i e 37
4.3.1 Anizotropni index lomu . .......... .. .. .. .. .. . . ... 37

4.3.2 Trajektorie paprskil . . ......... .. . i 41
Kapitola 5. Geodetick€ COCKY +uvvvvrerririierireseeiecsncesssaccsacencnns 43
5.1 Obecny radidln€ symetricky index lomu . ....................... 43
5.2 Geodeticka cocka ekvivalentni Eatonové Cocce. . .. ......... ... .. .. 45
5.3 Geodetickd ¢ocka ekvivalentni Luneburgové ¢occe . .. ........ .. .. .. 46



—Xxii—



Uvod

Téma bakalatské prace bylo zvoleno jako prinik studentova zdjmu s aktudlnimi problémy
ve fyzice. Teprve v poslednim desetileti totiz zacalo dochdzet k prohlubovéni teorie ty-
kajici se absolutnich optickych instrumentii a geodetickych ¢ocek, po kterych vyrazné
narostla poptavka, jakmile zacaly nachazet své praktické uplatnéni. Zejména se pak jednd
o uplatnéni geodetickych cocek na optickych ¢ipech, které maji obrovsky potencidl co se
tyCe vykonnosti i energetické dspornosti.

Zde se ovSem nebudeme vénovat optickym Cipim. V této prici se nejprve zaméfime
na fyzikdlni koncept, jenz umoZiiuje vytvaret optickd prostiedi nejriznéjSich vlastnosti.
MiiZzeme pak napfiiklad u ¢ocky dosdhnout odrazu svétla na rozhrani nebo tento odraz
odstranit, ovlivnit lom svétla nebo se jej zcela zbavit, ¢i popsat redlné sestrojitelné optické
prostredi, které se pro vchazejici a vychazejici svétlo chova stejné jako cocka s prakticky
zcela nerealizovatelnymi hodnotami indexu lomu. Tyto moZnosti prozkoumdme s pomoci
transmutace indexu lomu. ProtoZe ale tento pojem neni exaktné definovan, bude prvotnim
cilem jej pred uzitim nejdiive korektné vyjadfit v jazyce matematiky spolecné s vesSkerou
dalsi potfebnou teorii. Poté se jiz podivame na nékolik konkrétnich prikladl transmutaci
optickych prostredi.

Ve druhé kapitole odvodime potfebny aparat pro urceni trajektorii paprskil v nejriz-
néjsich ¢ockach. Uvedeme dva rizné pristupy pro izotropni prostfedi a poté se pokusime
teorii zobecnit pro vySetfeni chovdni svétla i v anizotropnim prostfedi. Takové prostiedi
odkryva nové moznosti vlastnosti optickych instrumentd, které by bylo jinak nemoZzné
sestrojit s pouzitim izotropnich materidli.

Ve treti kapitole si veskerou doposud popsanou teorii aplikujeme na konkrétni pripady
cocek z prvni Casti a ndzorné si vizualizujeme vliv riznych optickych profili na trajekto-
rie paprskd. Vysetiime chovani svétla uvnitf nékolika zndmych absolutnich instrumenti,
jako napftiklad Eatonovy ¢ocky nebo ¢ocky Luneburgovy. Nevynechdme ani Cocky vzniklé
transmutaci, coZ poslouZi mimo jiné jako vizualni diikaz spravnosti teorie z prvni ¢asti této
préce.

Didle vyuZijeme potencidlu transmutace i mimo izotropni prostiedi. Existuji totiZ Cocky
s Zddanymi optickymi vlastnostmi vyuZzitelnymi v praxi, jejichZ indexy lomu ovSem obsa-
huji nulové nebo divergujici hodnoty a nejsou tak prakticky sestrojitelné. I takova prostiedi
ale po vhodné zvolené transmutaci ptejdou v jiZ prakticky sestrojitelné anizotropni indexy
lomu, které si zachovaji kyZené optické vlastnosti. Navic se pokusime navrhnou cocku,
kterd odstrani nejen singularitu, ale i nechtény lom na rozhrani.



Na zavér této prace prozkoumame nékolik jiz zminénych geodetickych cocek. Jednd
se vlastn€ o zakfivenou plochu, po niZ se pohybuje svétlo. V praxi by se toto svétlo pohy-
bovalo spiSe v néjaké tenké vrstvé na takovych povrsich, to ale nic neméni na samotnych
trajektoriich paprski, které si pro nékolik prikladli vizualizujeme. Samotné geodetické
¢ocky jako plochy parametrizujeme podobné jako samotné paprsky vypoctem ze zada-
nych indexd lomu.



Kapitola 1

Transmutace indexu lomu

V pribéhu této prace budeme zkoumat paprsky svétla v riznych profilech indext lomu.
Pro takové badéani je zdsadni veli¢inou pravé index lomu, ktery zcela urCuje trajektorii
svétla po zvoleni pocateénich podminek. Je tedy pfirozené zkoumat trajektorie paprskii
v zavislosti na volbé indexu lomu. MiuZeme tak zvolit takové transformace indexu lomu,
abychom dostali profil, ve kterém se svétlo $iii a ldme podle naSich pozadavki. Nebo
muZeme znalost vztahu mezi paprsky a indexem lomu vyuZzit k tomu, abychom odstranili
problematické body, napfiklad index lomu nabyvajici nulové hodnoty.

Predstavme si, Ze zname vyjadfeni trajektorii paprskl v néjakém optickém prostredi.
Chceme-li pozménit tyto trajektorie k nasi predstavé, miZeme nalézt funkci f zobrazu-
Jici staré paprsky na nové. To samotné ovSem nehraje Zadnou roli, pokud nezménime
i samotné prostiedi, tedy nenalezneme profil indexu lomu takovy, Ze trajektorie paprska
v ném budou ndmi poZadované. Pravé pro nalezeni takového profilu indexu lomu slouZi
transmutace. Zndme-li index lomu v ptivodnim prostfedi a poZadavky na trajektorie formu-
lujeme funkci f, index lomu mizZeme transmutovat a vznikne tak nové optické prostredi
s transmutovanym indexem lomu, paprsky v némz jsou pravé ty ndmi poZadované.

1.1 Matematicka formulace transmutace

Samotny termin transmutace indexu lomu neni exaktné definovany pojem. Pro nasi po-
tfebu pod tim v§ak budeme rozumét zobrazeni 7y: T x R — f(T) x R, kdy bodu z v pro-
storu T a jeho indexu lomu n pfifadime obraz tohoto bodu f(z) a transmutovany index
lomu n’ takovy, aby optickd délka libovolného infinitezimalniho délkového elementu pa-
vodniho prostoru byla totoznd s optickou délkou odpovidajiciho elementu v prostoru dru-
hém.

Je tfeba zdiiraznit, Ze takto definujeme transmutaci lokdlné a rozhodné tim nezarucu-
jeme existenci transmutovaného indexu lomu globdlné. Mohou tedy nastat situace, kdy
zobrazeni f nenf prosté a bodu v prostoru f(7') tak bude piisluset vice indexti lomu, jez
nemusi nutné nabyvat stejné hodnoty. V takovych piipadech by se ale jednalo o nefyzi-
kaln{ prostor, proto se omezime jen na transformace urcujici index lomu jednoznacné.

V této definici jsou oba prostory T a jeho obraz f(7T) abstraktni, neni zde Zddné ome-
zeni na volbu prostord, ve kterych miizeme pracovat. Pfesto ale specidlni misto mezi v§emi
volbami zaujima prazdny prostor, ve kterém se svétlo pohybuje po ptimkach. Takovy pro-
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stor pak nazyvame virtudlni. Pokud nyni aplikujeme na virtudlni prostor zobrazeni f, ob-
raz piimek reprezentujicich paprsky v prazdném prostoru uZ bude obecnd kiivka. Takovy
prostor f(T) spole¢né s indexem lomu indukujicim tyto zakiivené trajektorie paprski se
nazyva fyzikalni [7]. Naopak ze znalosti fyzikdlniho prostoru miZeme zpétné nalézt vir-
tudlni prostor inverznim zobrazenim, coZ ndim umozni snadno nalézt trajektorie paprski
jakoZto pfimky a ty pak zpétné zobrazit do fyzikdlniho prostoru. Je ale tfeba pocitat s tim,
Ze cenou za markantni zjednodusSeni hleddni trajektorii paprski ve fyzikalnim prostoru,
muZe byt komplikovand topologie piislusného virtudlniho prostoru.

Pro nase potfeby budeme po vétSinu ¢asu pracovat s fyzikalnim prostorem jako s kom-
plexni rovinou nebo jeji podmnoZinou, zejména pro jednoduchost zapisu transformace
roviny funkci jedné komplexni proménné. Zvolime-li pii praci v komplexni roviné nebo
jeji oteviené podmnoziné C funkci f komplexné analytickou, tedy takovou, pro niZ exis-
tuje komplexni derivace v néjakém okoli kazdého bodu mnoziny C, bude takové zobrazeni
konformni a transmutovany index lomu tak bude izotropni. Navic jestliZe tato funkce za-
visi pouze na absolutni hodnoté komplexni proménné |z|, bude transmutovany index lomu
radidlné symetricky. V pribéhu této prace se setkame i s anizotropnimi indexy lomu, u kte-
rych pro vySetieni trajektorii paprskl navic k poloze potiebujeme i zdvislost na sméru
paprsku, zobrazeni f pouZité zde nebude analytickou funkci. Zaroveni budeme pouZivat
oznaceni komplexni proménné z pro prostor T a w = f(z) pro prostor f(7T) (vétSinou
budeme s prostorem 7" pracovat jako s virtudlnim a jeho obrazem jako s fyzikdlnim pro-
storem).

Nyni z nasi definice transmutace vyjadiime podminku pro nalezeni transmutovaného
indexu lomu. Vyjdeme nejdfive z kvadritu infinitezimalni vzdalenosti, definované metri-
kou jako

di* = g;;dx'dx, (LD

kde vyuzivame Einsteinovy sumacni konvence, ktery urcuje délkovy element d/ pfi zvo-
leni konkrétniho souradnicového systému. Metricky tenzor tak nese informaci spojenou
s kiivocCarosti soufadnic. Nebot" hodnota indexu lomu je vlastné pomér mezi velikostmi
optického a délkového infinitezimdlniho elementu v zdvislosti na poloze a obecné i na
sméru v pifipadé anizotropniho indexu lomu, plati pro kvadrat optické infinitezimdlni délky
ds? v izotropnim prostfedi vztah

ds* = n%di?, (1.2)

pri¢emz n je izotropni index lomu. Zkombinovanim téchto dvou vztahi mizeme vyjadrit
element optické délky jako

ds? = n?g;;dxdx/. (1.3)

Vidime, Ze se jednd o analogii vztahu (1.1), odtud miZeme zavést opticky metricky tenzor
s izotropnim indexem lomu jako

Gij =n2gij. (1~4)



JelikoZ pii transmutaci poZadujeme zachovéni pravé optické délky ds2, miZeme vztah
mezi optickymi metrickymi tenzory spojenych transmutaci vyjadfit rovnosti (kvadrétu)
elementt optickych délek v bodé a jeho obrazu

Gijdx'de/ = Gldx" dx'/, (1.5)

pricemz nec¢arkované jsou veliCiny ve vychozim prostoru 7" a ¢arkované v obrazu tohoto
prostoru f (7). Je dileZité rozliSovat mezi metrickym tenzorem g;; méficim béZnou vzda-
lenost vztahem (1.1) a optickym metrickym tenzorem G;;, se kterym méfime optické
vzdélenosti pomoci vztahu (1.3).

Trochu jind situace nastane, budeme-li se zabyvat anizotropnim prostiedim, kde pfi-
bude zévislost indexu lomu na sméru paprsku. Vime, Ze vyznam indexu lomu je pomér
mezi optickou a geometrickou délkou, jak je tomu v rovnici (1.2), kde je index lomu inva-
riantni vi¢i zméné sméru paprsku. To vychdzi z predpokladu, Ze samotnd velikost optic-
kého délkového elementu |ds| je nezdvisld na sméru. Proto tentokrat vyjdeme z optického
metrického tenzoru anizotropniho prostiedi G;;, ktery definuje délku optického elementu
obecné zévislou na sméru paprsku 7 vztahem

ds? = Gyjdx’dx’. (1.6)

Je tfeba zdlraznit, Ze nevychdzime ze vztahu (1.4), platného pouze pro izotropni pro-
stiedi, index lomu tedy nemusi byt nutné konstantou imérnosti mezi metrickymi tenzory
v geometrickém a optickém prostoru. Samotny anizotropni index lomu zavedeme tpravou
rovnice (1.2) do tvaru

ds? = n2dl?, (1.7)

kde index 7 zna&i smér paprsku ve zkoumaném bod€ urcujici hodnotu indexované veli¢iny
v tomto sméru. Geometrickd délka d/ zdstavad pro nase potfeby invariantni vici zméné
sméru paprsku, smérovy index zde proto neni nutny. Z rovnice (1.7) vyjadiime index
lomu zavisly na sméru paprsku vztahem

o dS,% . Gijdxidxj (1 8)
=\ ar T gijdxidxi’ ’

Takto definovany anizotropni index lomu vychdzi ze znalosti optického metrického ten-
zoru, ten je ale urCen transmutaci, pro kterou rovnosti kvadratu elementl optickych délek
zéavislych na sméru paprsku obdrZime totoZnou rovnici jako pro izotropni prostfedi. Vztah
(1.5) je tak platny pro obecny index lomu.

Nyni nalezneme konkrétni podobu optického délkového elementu pro kartézské sou-
fadnice (x, y) ve dvoudimenziondlnim prostoru. Metricky tenzor (pro ndzornost v mati-

cové notaci) je tvaru
1 0
gij = (0 1) . (1.9)

Odtud vyraz pro délkovy element z (1.1) pfechdzi do tvaru




di? = dx? + dy>. (1.10)

Pro izotropni prostfedi vyuZijeme vztahu (1.3) a vyraz pro opticky délkovy element tak

muzZeme psat jako
ds = ny/dx? 4+ dy2, (1.11)

Jak jsme ale rozebirali dfive, je pro praci s transmutaci vhodné volit f komplexné
analytickou a samotné prostory T a f(7T) popisovat postupné komplexnimi proménnymi
z a w. Prechod od redlnych kartézskych soufadnic (x, y) k jedné komplexni proménné z
je dan vztahem

z=x+1iy, (1.12)

odkud jiZ upravime délkovy element v (1.8) do komplexniho tvaru

dx2 + dy? = /dz - dz* = |dz]. (1.13)

Kone¢né rovnost danou transmutaci mezi dvéma prostory s izotropnimi indexy lomu,
kazdy popsdn jednou komplexni proménnou, kterou budeme hojné vyuZzivat v dalSim
textu, tak nabyvé tvaru

nldz| = n’|dw|, (1.14)

7 w7z

kde polohu v prostoru 7 s indexem lomu n vyjadfuje proménnd z a pro komplexni ¢islo
w, popisujici polohu v f(T) s indexem lomu n" , plati rovnost w = f(z).

1.2 Transmutace mocninnou funkci

JiZ jsme definovali pojem transmutace a vyjadfili podminku, jak ziskat ze znalosti funkce
f aindexu lomu v prostoru 7T jeho transmutaci. Nyni uvedeme tuto formulaci do praxe
funkce f(z) = w = 7, kde m je nenulovy redlny parametr. V pripadé nulové hodnoty
tohoto parametru by obrazem celého prostoru byl jeden bod, proto tuto moznost vyne-
chame, nebot’ postrddd jakykoli vyznam v kontextu c¢ocek. Rovnici pro transmutovany
index lomu, kterd je stéZejni pro tuto ¢ast prace, mizeme vyjadfit z vysledku predchozi
sekce vztahem

n'(w) =n(r) . (1.15)

dz
dw

1.2.1 Jednotkovy index lomu

S danou volbou transmutujici funkce f(z) = w = ™ zbyvd zvolit index lomu, jejz
budeme transmutovat. Pro ndzornou ilustraci transmutace tak zvolime jednotkovy index
lomu v prostoru 7', jednd se tedy o virtudlni prostor piislusny prostoru f (7). Svételné
paprsky by se zde Sifily pfimocatfe bez jakéhokoli lomu ¢i ohybu, stejné jako ve vakuu.
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Nyni vyuzijeme rovnice (1.15) a po provedeni derivace obdrZzime vztah pro transmutovany
index lomu

/l—m
m

n'(r') = r—,

|m|
kde r’ = |w| (r = |z|) je oznaeni pro vzddlenost od po¢atku ve fyzikdlnim (virtudlnim)
prostoru. Transmutovany index lomu je funkci pouze vzdédlenosti od pocatku diky volbé
transmutujici funkce f(z) = w = z™, jejiZ derivace v absolutni hodnoté je zdvisld pouze
na r a jednd se tak o radidlné symetrickou funkci. Na obrazku 1.1 jsou profily n’(r") pro
ctyfi kladné hodnoty parametru m. Jsou to funkce zavislé jen na vzdalenosti od pocatku,
jedna se tedy o rotacné symetrické indexy lomu. Hodnota m = 1 indukuje trividlni ptipad
identického zobrazeni, tedy transmutovany index lomu je také jednotkovy. Pov§imnéme
si divergujicich hodnot v pocatku. Svétlo prochdzejici sttedem Cocky s takto transmuto-
vanym indexem lomu nebude mit definovanou trajektorii. V praxi je takovy profil nese-
strojitelny, jednd se vSak jen o singularitu, kterd nijak neznemoziuje spocist hypotetické
trajektorie svétla v libovolném jejim okoli. Z praktického hlediska ale problém nenastava
jen v pocétku, ale i v jeho okoli. Jsme totiZ omezeni materidly, které mame k dispozici.
Typicky index pro sklo se pohybuje okolo 1,5 a index lomu diamantu 2,42 uzZ je relativné
vysokd hodnota. Proto je prakticky zcela vylouceno sestrojit takové profily i ve znacné
vzdélenosti od pocatku.

(1.16)
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Obrazek 1.1: Indexy lomu v zdvislosti na vzdalenosti od pocatku pro rizné hodnoty para-
metru m ve funkci f(z) = z™. Hodnoty 1, 2, 3 a 4 odpovidaji postupné modré, oranZzové,
zelené a Cervené barvé. Radius na vodorovné ose je vzdalenost od pocétku, takové ozna-
¢eni osy jsme zvolili z diivodu rizného oznaceni této veli¢iny pfed a po transmutaci.



Dal$im nefyzikdlnim elementem takovych profili jsou hodnoty indexu lomu mens{
neZ jedna, coZ je na obrdzku 1.1 problém od jistého poloméru dél. To by znamenalo, Ze se
svétlo v takovych oblastech §iti vétsi rychlosti, neZli svétlo ve vakuu. Hodilo by se ndm
tedy vyndsobit cely profil néjakou kladnou konstantou a rozsifit tak oblast fyzikalnosti
optického systému, neboli oblasti s hodnotou indexu lomu n > 1. Jsme ale opravnéni
vyndsobit index lomu kladnou konstantou? Stru¢né feceno, ano. Trajektorie svételnych
paprsku se pri takové transformaci zachovavaji, coz Ize vidét napriklad z invariantnosti

uhla 6; ve Snellové zakonu lomu na rozhrani

ny-sinf; = ny - sin 6y, (1.17)

vici vyndsobeni n; nenulovou konstantou. Snelliiv zdkon plati v nasem piipadé radidlné
symetrického indexu lomu s rozhranimi jakoZto soustfednymi kruZnicemi se stfedem v po-
¢atku. Této vlastnosti miizeme vyuZit i v pfipade divergujiciho indexu lomu, pro ktery na-
opak volbou konstanty mensi neZ jedna docilime ziZeni okoli pocatku s prili§ vysokym in-
dexem lomu. Existuje dals$i velmi uZitecné vyuZiti této vlastnosti zachovavajici trajektorie
paprsku. Pokud se omezime k prendseni paprskii mezi prostory pomoci zobrazeni f jen na
podmnozing defini¢niho oboru indexu lomu, jak tomu bude dale pfi zkouméni transmutaci
¢ocek na kruhu a zachovéni vnéjsiho prostredi, mizeme multiplikativni konstantou v ob-
lasti CoCky zarucit spojitost indexu lomu na celém fyzikdlnim prostoru. Chovani svétla
uvnitf ocky se pritom nezméni, jinak se ov§em bude ldmat svétlo na rozhrani s vakuem.

2.00
— m=1
1.75 m=1/2
— m=1/3
— m=1/4
1.50 -
1.25 -
3
£
S
= 1.00
()]
e
£
0.75 -
0.50 -
0.25 -
0.00 . . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
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Obrazek 1.2: Indexy lomu po transmutaci pro rizné hodnoty parametru m. Hodnotdm
parametru 1, 1/2, 1/3 a 1/4 odpovida postupné modrd, oranzov4, zelend a Cervend barva.

Na obrdzku 1.2 jsou vyneseny profily ve fyzikalnim prostoru pro nékolik hodnot para-
metru m z intervalu (0, 1). Zde nastdva problém s n’ < 1 v okoli poédtku a pffmo v po-
¢atku je index lomu nulovy, nastdvd tam tedy singularita a paprsky sméfujici do pocatku
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tak nemaji definovanou trajektorii. Kone¢né na obrdzku 1.3 jsou indexy lomu pro hodnoty
m < (. Tento piipad je velice podobny piipadu s parametrem m > 1, ovS§em opodstatiiuje
uZiti absolutni hodnoty ve vyrazu (1.4), bez niZ bychom celili zdpornému indexu lomu na
celém definiénim oboru. Z matematického hlediska by sice trajektorie svétla byly totoZné
bez ohledu na znaménko, z fyzikdlniho hlediska ale takové profily postradaji vyznam.
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Obrazek 1.3: Indexy lomu po transmutaci pro rtizné hodnoty parametru m. Hodnotdm pa-
rametru —1, —2, —3 a —4 odpovidaji postupné modrd, oranZov4, zelend a Cervend barva.

1.2.2 Eatonova a Luneburgova ¢ocka

Eatonova [1, 2] i Luneburgova [3] ¢ocka disponuji fyzikdlné velmi zajimavymi profily
indexu lomu, jejichZ optické vlastnosti budeme podrobnéji zkoumat i v dalsich kapitolach.
Nyni se zaméfime na vlastnosti profili vzniklych transmutaci indexi lomu obou cocek,
indukovanych transformaci prostoru mocninnou funkci f(z) = z™. Profily indexu lomu
pro Eatonovu a Luneburgovu ¢ocku jsou dany postupné vyrazy

nﬂﬂ:{V%_1r<L (1.18)

1 r>1.

V2—=r?2 r<l,
nLr) = I or>1

Pouzitim (1.15) jiz snadno spocitdme transmutovany index lomu na oblasti kruhu s polo-
mérem 1, ktery ma pro Eatonovu ¢ocku tvar

(1.19)

/l—m
m

o 2w —1, (1.20)

() =
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pficemz vyraz pod odmocninou je vyraz pro index lomu Eatonovy Cocky prepsany do
proménné r’. Ob& ¢ocky nachdzi uplatnéni v redlnych optickych piistrojich, zejména Lu-
neburgova ¢oc¢ka je dodnes vyuzivdna pro fokusaci v radarech pro vlnové délky fadové
v centimetrech. Tyto na prvni pohled zcela odlisné cocky jsou ale tizce propojeny praveé
skrze transmutaci danou transformacni funkei f = r7. Konkrétnd pokud transmutujeme
index lomu Eatonovy ¢ocky, obdrzime az na faktor 2 pfesné profil cocky Luneburgovy
v ¢arkovanych soufadnicich. Na obrdzku 1.4 je vykresleno nékolik profili z (1.20) aZ na
multiplikativni konstantu volenou tak, aby tvofil index lomu spojitou funkci i na rozhran{

¢ocky s netransformovanym vnéjsim prostfedim o indexu lomu 1.

3.0

—— Luneburgova
—— Eatonova

Index lomu
= = N N
=} n =} n

o
n
1

0-0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Radius
Obrazek 1.4: Modfe index lomu Eatonovy ¢ocky (m = 1), ddle jsou s desetinnymi kroky
v parametru vykresleny pfislusné profily, pfi¢emz pro hodnotu m = 1/2 dostdvame zeleny
profil Luneburgovy cocky.

Z obrazku 1.4 vidime, Ze profil indexu lomu Eatonovy Cocky v pocatku diverguje.
Z toho diivodu neni mozné prakticky takovou cocku sestrojit. Transmutace ale nabizi
moznost vyhnout se takovému chovani indexu lomu a zdroven obdrzet cocku stejnych
rozmérd, kterd se bude chovat stejné jako ¢ocka Eatonova. Tuto problematiku budeme
fesit v kapitole o transmutaci singularity.
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Kapitola 2

Pohybové rovnice paprsku

Sice je zajimavé zkoumat profily indexti lomu a jejich transmutace jako funkce polohy,
postoupime ale o krok dale. Index lomu totiZ definuje trajektorie paprski v daném pro-
stfedi. Proto se v této kapitole zaméfime na odvozeni postupti pro nalezeni parametrizace
paprsku, které jiz lze prezentovat v mnohem ndzornéj$i podobé, nez jen funkce indexu
lomu. Teorii odvozenou v této kapitole budeme v dalSich kapitoldch aplikovat na kon-
krétni radidlné symetrické profily. Pod timto pojmem chdpeme takova optickd prostfedi,
jejichZ index lomu je funkci pouze radidlni soufadnice, plati tak n = n(r).

2.1 Radialné symetricky izotropni index lomu

Nejprve se omezime na izotropni index lomu, pficemz pro ziskdni rovnice paprsku v tako-
vém prostfedi pouZijeme nejdifve geometrického piistupu spole¢né se zndAmym Snellovym
zakonem lomu na rozhrani. Tento pfistup nabizi velice ndzorny postup aZ po findlni rov-
nici ¢ (r), kterd vyjadfuje dhel v poldrnich souradnicich zavisly na vzdalenosti od pocatku
a parametrizuje tak trajektorii paprsku.

Dale popiSeme alternativni piistup pro hledani trajektorii paprski pomoci hamiltonov-
ské optiky. Namisto funkce ¢ (r) z geometrického pristupu ziskdme feSenim Hamiltono-
vych rovnic trajektorie paprsku parametrizované ¢asem. Kromé toho jako vedlejsi produkt
ziskdme i1 vinovy vektor v kazdém bod¢€. Tuto bezpochyby obecnéjsi metodu véetné samot-
nych Hamiltonovych rovnic si zde odvodime pomoci variacniho poctu z Feynmannova
principu interference svétla pres vSechny mozné trajektorie.

2.1.1 Geometricky pristup

A 4

Pro vizualizaci je nejdiive tfeba odvodit diferencidlni rovnici, jiZ se paprsky uvniti Cocky
fidi. K dispozici mdme profil indexu lomu a chovéni na kazdém rozhrani (soustiedné kruz-
nice v rotacné symetrickych profilech indext lomu) popisuje Snelliiv zdkon

nisinf); = nysin6y, (2.1)

kde n1 je index lomu v prvnim prostfedi a #; je thel od kolmice na rozhrani v prvnim pro-
stfedi, index 2 pak odpovida druhému prostfedi. Pokud bychom se pohybovali v prostiedi,
kde jsou jednotliva rozhrani rovnobéZznd, pak by v oblasti mezi jednotlivymi rozhranimi
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paprsek pod stejnym thlem opoustél prvni rozhrani a vstupoval do nasledujiciho, Snelliv
zakon by se tak pfenaSel pfes vSechna rozhrani a mohli bychom psét tento zakon jiz bez
indexi a roven konstanté P, tedy

nsing = P. (2.2)

V naSem pfipadé ale nejsou jednotliva rozhrani rovnobézna, ale jsou to soustfedné kruz-
nice. MiZeme vS$ak vyuZit tuto formulaci zdkona a upravit jej pro polarni soufadnice.

Obrazek 2.1: Ndzornd ilustrace chovdni paprskli na jednotlivych rozhranich v radidlné
symetrickém, po ¢astech konstantnim indexu lomu.

Nésledujici dvahy budeme odvozovat z ndzorného obrdzku 2.1. Na kazdém rozhrani plati
klasicky vztah (2.1), ovSem jiZ neplati trividlni zdvislost mezi jednotlivymi rozhranimi.
Vyjdeme z lomu na rozhrani s polomérem ry, odkud mame

nysin@) = npsiny, (2.3)
kde n; je index lomu v mezikruZzi pfislusnému thlu ;. Déle diky dvéma pravothlym troj-

thelnikiim s pfeponami | a r» ziskdme vztah mezi y a 6,

siny = 2 sin 6. 2.4)
ri

Zkombinovanim vztahi ziskdme relaci mezi uhly 6; (r;).

ring sin@) = rynp sinbh, (2.5)

Tato rovnost plati mezi kazdymi dvéma sousednimi kruzZnicovymi rozhranimi, miZeme
tak analogickou dvahou jako pro rovnobéznd rozhrani vyuZzit tranzitivnosti rovnosti a psat
jej jiz bez indexii a rovny konstanté L jako

rnsin(@) = L. (2.6)
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Vztah byl odvozen za pfedpokladu po ¢4stech konstantniho radidlné symetrického in-
dexu lomu. JelikoZ nemdme Zadny limit, jak moc k sobé mizeme pfibliZit sousedni roz-
hrani, zachové se platnost (2.6) i pro index lomu dany namisto skokové funkce funkci
spojitou. Za zminku stoji analogie se vztahem (2.2) pro rovnobéZnd rozhrani, kde byla
konstanta oznacena P, a to z diivodu mechanické analogie optického problému. V této
analogii totiZ index lomu odpovida hybnosti a (2.2) tak neni nic jiného nez zdkon zacho-
vani sloZky hybnosti ve sméru jednotlivych rozhrani. Podobné bychom mohli od (2.6)
v mechanické analogii ¢ekat podobny zdkon, jen vychdzime z radidlné symetrického in-
dexu lomu. Skute¢né€, nahradime-li index lomu hybnosti, obdrZime vztah pro moment hyb-
nosti L, ktery se v radidlné symetrické soustavé zachovava. Diky mechanické analogii tedy
dostavame zndmé zdkonitosti a ddvaji tak moznost intuitivniho vhledu do optického svéta.

Nyni jiZ mdme potfebny vztah k odvozeni diferencidlni rovnice pro pohyb paprsku.
Z obrazku 2.1 miZeme dat do vztahu infinitezimdlni délky ve sméru poldrnich soufadnic
dr ar -d¢ athel 6.

-d
tang = 99 @.7)
dr
Prepisem tan(f) pomoci funkce sin § mame
inf
tanf = &—— 2.8)
1 —sin’0

pficemZ kladnd vétev je platnd pro argument z intervalu (—%, %) a zdpornd pro thly
z (5, 37”). Je uZziteCné si povSimnout, Ze pokud konstanta L ze vztahu (2.6), dand po-
¢ateCnimi podminkami paprsku, je kladnd, pak i leva strana rovnice musi po celou dobu
pohybu paprsku uvnitf Cocky zistat kladnd, odtud argument § € (0, 7). Podobné pro za-
pornou konstantu L plati pro argument § € (z,2x). Proto dosdhne-li paprsek v ¢occe
bodu minimélni vzdédlenosti od pocitku, dopadaje te¢né na vrstevnici rotacné symetric-
kého indexu lomu, coz odpovida thlim 6 € {—%, %}, prechdzime z kladné vétve na za-
pornou a vice versa. Bod, ve kterém nastdvd minimum vzdélenosti od pocatku, se nazyva
radidlni bod vratu. Tato znaménkova problematika se prenese do diferencidlni rovnice pro
pohyb paprsku dosazenim (2.8) do (2.7)

dp _,1__sinb 2.9)

dr "1 —sin’6
Nyni vyuZzijeme (2.6) a platnosti pro libovolnou dvojici » a 8 na jedné trajektorii pro vyja-
dreni sin # pomoci pocate¢nich podminek danych parametry rg, ng a 8y. Parametr ro udava
vzdalenost od pocatku a 8y thel vstupu na vrstevnici indexu lomu, pozor, nejedna se o thel
ve smyslu soufadnice poldrnich souradnic. Konstanta ng je jiz zavisld na parametru rq vzta-
hem ng = n(ryp).

sing = omosinbo _ L (2.10)

rn rn

Zkombinovanim téchto vztaht ziskdme ndsledujici diferencidlni rovnici

dp 1 L

-4
dr r /(rn)z—LZ

@2.11)
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Prepsanim do integralniho tvaru obdrZime

1 L
p==+ [ ———————dr. (2.12)
ry (rn)2 —L?

Ziskali jsme tak rovnici pro trajektorii paprskil popsanou parametry r a ¢ v polarnich
soufadnicich. Z po¢ite¢ni podminky feSené situace obdrzime hodnotu konstanty L a také
integracni konstantu, kterd geometricky rotuje celou trajektorii paprsku okolo pocatku.
Zbyva tak jen zvolit profil radidlné symetrického indexu lomu a uvést vzorec do praxe,
coZ je pfedmétem dalsi Casti této prace.

2.1.2 Pristup hamiltonovské optiky

Existuje mnoho alternativnich pfistupti pro hledani trajektorii paprski v optickém pro-
sttedi. Zde pouzijeme pristup hamiltonovské optiky, jenZ je podrobné popsdn v knize au-
tort Ulfa Leonhardta a Thomase Philbina [2]. O svétle zde alespon ze zacatku nebudeme
uvazovat jen jako o paprscich, tentokrat jim bude pfisluSet i faze ¢. Ta reprezentuje fazi
oscilaci elektromagnetického pole redlnych fotond a je zavisla na Case ¢ a poloze dané po-
lohovym vektorem 7. Nejdiive pro rovinnou vlnu je fize urCena se znalosti vinové délky
A auhlové frekvence w fotonu ve zvoleném prostfedi vztahem
, P

P(r,t) = 27[7 — wt, (2.13)
pfi¢emzZ n je jednotkovy vektor ve sméru $ifeni paprsku. Ten obecné nemusi byt rovno-
béZny s Poyntingovym vektorem, urCujicim smér toku energie viny a tedy i smér paprsku,
pro izotropni prostfedi jsou ale tyto vektory rovnobézné. Vyuzijeme vlnového vektoru k,
jehoZ smér je v izotropnim prostiedi shodny se smérem Sificich se paprskil a jeho velikost
je definovana s pomoci vlnové délky jako

k = - (2.14)

Vztah (2.13) tak prechdzi do tvaru

P, 1) =k -F — ot (2.15)

Odtud mame vztahy pro vinovy vektor k a thlovou frekvenci o

k= Vg, (2.16)
_ 9
0= (2.17)

Tvar (2.15) ale popisuje pouze fazi viny s konstantnim vlnovym vektorem k, ktery v ne-
konstantnim indexu lomu urcité bude ménit smér i velikost, coz 1ze vypozorovat napiiklad
z ivahy o vlnové délce, kterd se méni se zménou efektivni rychlosti svétla v opticky neho-
mogennim prostfedi disledkem nehomogenniho indexu lomu. Proto pfipustime-li k jako
dal$i nezavislou proménnou, je tfeba fazi vyjadriit pomoci fizového integralu
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p :/(zz.cw-wdt). (2.18)

Zbyvi urdit zavislost thlové frekvence w na vinovém vektoru k a polohovém vektoru .
NeuvaZzujeme zdvislost na Case, jelikoZ vSechna optickd prostredi v této praci se s Casem
nijak nevyviji. Hledand zévislost je ur€ena disperzni relaci

w=—. (2.19)

PresnéjSich vysledkt bychom dosahli, pokud bychom index lomu n(r) urCovali i v z4-
vislosti na frekvenci, jak je tomu ve skutenosti, ale tuto fyzikdlni skute¢nost zanedbame
a spokojime se s prostfedim bez disperze.

Dile podle Feynmanova principu vime, Ze skutecnd trajektorie paprsku je ta, kterd ne-
zanikne v disledku destruktivni interference s okolnimi trajektoriemi. V jazyce variacniho
poctu tak hledana trajektorie musi spliiovat

op = 0. (2.20)
S pouzitim (2.18) a disperzni relace tak mdme
S s L. Ow > oo
op = / (5k -dr + k - dor — —okdt — T&rdt) . (2.21)
ok or

Derivace podle vektoru je zde ve vyznamu vektoru z parcidlnich derivaci podle jednot-
livych soufadnic daného vektoru, jelikoZ vychdzime z prvniho ¢lene Taylorova rozvoje
funkce ¢. Pro odchylku Jr od trajektorie paprsku plati, Ze v poCate¢nim bodu 74 a kon-
covém bodu rp, mezi kterymi hleddme trajektorii, je odchylka nulovd. Typickou tpra-
vou variac¢niho poctu vyjadiime vhodny Clent v integrandu pomoci totdlniho diferencidlu
7 (2.21) pokracujeme na

- N - . g 8 d 8 —
5p = / (5k -dr +d(k - 6r) — ordk — G—Cgékdt - a—ci)érdt) , (2.22)
r

L, Ow - - Ow R -
5 = / [(dr - gdt) ok — (dk + Edt) 5r] + (k : 5r)

Jelikoz variace je v krajnich bodech nulové, posledni s¢itanec je nulovy.

8 - - 8 -
o= | [(d? - —Ci)dt) 5 — (dk T —‘fdt) 5r] (2.24
ok or

Variace fdze je nulovd tehdy a jen tehdy, pokud je integrdl v (2.24) nulovy pro vSechny
variace dk a 6r. Odtud plynou Hamiltonovy rovnice

rB

(2.23)

rA

& 8

T (2.25)
dt ok
dk ow
dk _ _oo 2.26
dr or ( )
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Po zvoleni baze miZeme rozepsat Hamiltonovy rovnice na soustavu diferencidlnich
rovnic pro sloZky vektorti 7 a k jako funkce Casu. ReSenim této soustavy tak ziskdme
hledanou trajektorii paprskil parametrizovanou ¢asem.

2.2 Radialné symetricky anizotropni index lomu

Pro anizotropni index lomu je jiZ obtizné hledat trajektorie geometrickym pfistupem.
V piipad¢ izotropniho indexu lomu se ndm totiZ podatilo najit veli¢inu L, kterd byla kon-
stantni po celou dobu pohybu paprsku. Pokud bychom postupovali analogickym postupem
pro anizotropni profil indexu lomu, jenz je funkci i thlu dopadu na rozhrani, index lomu
ny v rovnici (2.3) by byl jeho hodnotou ve sméru dhlu y (viz obrazek 2.1). Rovnice (2.5),
kterd byla stéZejni pro nalezeni zachovavajici se veliCiny pro paprsek, je v anizotropnim
pfipadé tvaru

rini(6y) sin@; = ryny(y ) sin 6. (2.27)

Pravé kvli dhlu y ale prava strana této rovnosti neni zavisld jen na veli¢inach rp, ny a 6;.
BohuZel se rovnici nepodafilo ani rozseparovat na rovnost dvou funkci, jedné v promén-
nych s indexem 1, druhou s proménnymi s indexem 2, proto z ni neplyne Zadnd zachova-
vajici se veli¢ina a geometricky pristup tak nevede ke zdarnému vysledku.

Pokusime se tedy problematiku hleddni trajektorie vyfeSit pomoci hamiltonovské op-
tiky. Vychazime zde z predpokladu, Ze Hamiltonovy rovnice jsou zachovdny i pro anizot-
ropni profily indext lomu. Na problém ovSem narazime pfi vyjadiovani dhlové frekvence
w z disperzni relace jako funkci kaf, jelikoZ nezndme patfiéné vyjadfeni zde vystu-
pujiciho anizotropniho indexu lomu, pouze jeho hodnoty v radidlnim a thlovém sméru.
Pokusime se tak vyjadrit disperzni relaci pomoci zndmych veli¢in a zobecnit ji i pro ani-
zotropni prostiedi. Budeme vychazet z izotropni verze disperzni relace. Nejprve vyjadiime
velikost vinového vektoru pomoci metrického tenzoru. Z definice vlnového vektoru k vzta-
hem (2.16) jako gradientu faze vidime, Ze se jednd o kovektor (jeho komponenty jsou se
transformuji stejné jako béze), proto velikost tohoto vektoru je ddna pomoci inverzniho

metrického tenzoru g%/ jako
Ikl = \/kik;gH, (2.28)

Inverze metrického tenzoru je ddna vztahem

gijg’t = oF. (2.29)

Pro disperzni relaci tedy plati

ekl _ <y kikjg'l . |kikjgh
n n

n?

(2.30)

Nyni pfichdzi na fadu zasadni Uprava, pro niz je ale tfeba zndt inverzi optického metrického
tenzoru izotropniho prostredi, ktery je pro pfipomenuti definovdn vztahem
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Vyjédfeni pro jeho inverzi ziskdme postupnymi Gpravami tohoto vyrazu

Gijij _ nzgijij, (2.32)
5l{<gli _ nzgijgliij, (2.33)
ok = nzéﬂij, (2.34)
ok = n2GHk, (2.35)

odkud konecné s preznacenim indexii dostdvame vyjadfeni pro inverzni opticky metricky
tenzor izotropniho prostredi

g"
n?’
Vidime, Zze miiZzeme disperzni relaci (2.19) vyjadfit pomoci inverzniho optického metric-

kého tenzoru jako
o= C,/kiijij. 2.37)

Podafilo se ndm tak prepsat disperzni relaci do tvaru s G', coz je ale veli¢ina spocitatelna
i pro anizotropni prostiedi vzniklé transmutaci. Pro jeji uréeni miizeme pouzit vztah (1.5)
analézt G;; obecné anizotropniho prostfedi a pak jiZ pouZitim

Gl = (2.36)

G;;G/* = of (2.38)

ziskdme jeho kyZenou inverzi. Tim jsme obesli tivodni problém nezndmého vyjadieni pro
anizotropni index lomu a zobecnili tak tuto metodu hledéni trajektorii paprskii pro obecné
prostiedi.

2.3 Tvar Hamiltonovych rovnic pro polarni souradnice

Vv,

JelikoZ pracujeme s rotaéné symetrickymi profily indexu lomu, odvodime pro pozdé;si
vypocty tvar Hamiltonovych rovnic v polarnich souradnicich. Budeme se drzet nasi volby
baze v polarnich soutradnicich, kterd odpovida volbé metrického tenzoru

1
8ij = (O r()z) . (2.39)

Tato baze tedy neni ortonormdlni, pouze ortogondlni, piiemz bazovy vektor v radidlnim
sméru je jednotkovy a velikost tihlového bazového vektoru je r. Slozky vektoru k plynou
z gradientu faze ¢ (pro odliSeni od thlové soufadnice ddle jako @), v polarnich souradni-
cich tak mdme

(K, Kp) =k =V = (@,1@). (2.40)

or r 0¢
Toto vyjadfeni gradientu je ale pro ortonormalni bazi, proto v nasi bazi s nenormovanym
uhlovym bdzovym vektorem, ktery je r-krat vétsi, se diky kovariantnosti vlnového vektoru

1 odpovidajici thlova slozka zvétsi r-krat. Mame tak pro slozky vinového vektoru
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(2.41)

(k ky) = VO = (‘3@ ‘3@) .

or’ 0¢

MoZnou nevyhodou volby této baze oproti normované je odliSnost fyzikdlnich jed-
notek pro jednotlivé komponenty vinového vektoru, nebot’ k. ma jednotky reciprokych
metrd, zatimco kg je bezrozmérné. Tento fakt ale samoziejmé nemd vliv na vyslednou
trajektorii, jen je tfeba védét, v jaké bazi se pohybujeme. Ddle infinitezimdlni posun v or-
tonormdlni bazi dr = (dr, rdg) vyjadiime v nasi bazi. JelikoZ se jednd o kontravariantni

vektor, transformuje se thlova sloZka opacné jak bazovy vektor, bude tedy r-krdt mensi.
Dostdvame tak

d7 = (dr, dg). (2.42)

Zbyva vyjadiit thlovou frekvenci jako funkci w(r, ¢, k;, ky). K tomu pouZijeme vztah
(2.37) platny pro obecné prostiedi, mdme tak

rr
o= c/ (k k) (GO G(;¢) (1];) —efomzr el e

S definovanymi vektory ¥ = (r, ¢), k= (kr, kgy) a thlovou frekvenci w(r, @, k, ky) tak
maji Hamiltonovy rovnice v poldrnich soutradnicich tvar

dr @

T (2.44)

dr — ok,

g _ o (2.45)
dr Oky
& _ oo (2.46)
dr or’ '
dky _ _0o (2.47)
dr ¢ '
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Kapitola 3

Trajektorie paprsku pro radialné
symetrické profily indexu lomu

Doposud jsem se vénovali nejriiznéj$im indextim lomu pouze jako funkci jedné proménné,
seznamili jsme se s pojmem transmutace a aplikovali na nékolik profilti. Nyni s pouzitim
teorie predchozi kapitoly konecné piejdeme k vizualizaci trajektorii paprskl v optickych
prostiedich indukovanych témito indexy lomu. Uvidime tak ndzorné, jak se zméni chovéani
svétla v ¢occe po transmutaci a co se déje s paprsky v okoli singularity a jak se situace
zméni po jeji transmutaci.

3.1 Index lomu dany mocninnou funkeci

V této sekci se budeme vénovat konkrétni volbé indexu lomu dané vztahem n(r) = r™.
Budeme fesit rovnici (2.12), kterou je pro obecné m mozné spocitat analyticky, coz také
ucinime v sekci 3.1.2. Pro zkoumdni trajektorif si ale prozatim vystacime s pfistupem nu-
merického feSeni pomoci programu Desmos a ukdZeme tak postup pii feSeni problematiky
s obecné analyticky nefeSitelnou rovnici (2.12).

3.1.1 Svétlo vné okoli pocatku

Jak ilustruje obrédzek 3.1, vyplyva z numerického feSeni rovnice (2.12) trajektorie koncici
pravé v bod¢ s minimélni vzdalenosti od pocatku, jak jsme jiz diive diskutovali. Pocéate¢ni
thlovou soufadnici jsme pro jednoduchost stanovili na hodnotu ¢og = ¢(r9) = 0,9 = 1
a vstupni tihel yp = %. Profil indexu lomu odpovida volbé parametru m = 1.

Nyni druhou vétev funkce ¢ (r) navdZeme tak, aby vznikla funkce spojitd a se spojitou
prvni derivaci v misté navdzani. Tuto svobodu pfi volbé druhé vétve funkce ndm dava inte-
gracni konstanta. Integrdl (2.12) prestava byt definovan, pokud je vyraz pod odmocninou
zaporny. Meznim bodem defini¢niho oboru je tak v naSem ptipadé r,, spliujici

P— (3.1)

Odpovidajici dhlové hodnota je ¢(r,,), kterou je tfeba obecné dopocitat numericky. Pro
nasi volbu mocninného indexu lomu si ale jiz v dal$i kapitole vypocteme tuto hodnotu
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Obrizek 3.1: Zelend vykreslend funkce ¢ (r) je feSenim (2.12). Cernd kruZnice schema-
ticky zndzorniuje ¢ocku s indexem lomu n(r) = r, vné€ je index lomu roven jedné. Cervené
je parametricky vykreslend trajektorie svétla.

analyticky. Jelikoz se ale druhd vétev funkce ¢ (r) 1i$i pouze ve znaménku, docilime spo-
jitého navazani obou vétvi volbou integracni konstanty vztahem

2 (L), (3.2)

Tim splnime vSechny fyzikalni poZadavky na priibéh funkce ¢(r), a to v¢etné hladkého
navazani. Na obrdzku 3.1 je druhd vétev funkce ¢(r), coZ je zdporné vzatd prvni vétev
spolecné s prictenou integracni konstantou (3.2), zobrazena ¢arkované zelené a prislusna
trajektorie fotonli zobrazena ¢arkované Cervené. Pro lepsi ilustraci chovéni svétla uvnitt
¢ocky s parametry ro = 1, m = 1 a §y volenym tak, aby paprsky vstupovaly do ¢ocky
rovnobézné, poslouzi obrazek 3.2. K docileni volby pocate¢nich podminek pro vysle-
dek na tomto obrazku je tfeba upravit obé vétve funkce ¢ (r). PoZadujeme ekvidistantni
rovnobézné paprsky, vstup do cocky tak bude charakterizovan odliSnymi vstupnimi thly
6p a riznymi integracnimi konstantami. Z jednoduché trigonometrie pro prvni vétev danou
parametry ¢g = ¢(rg) = 0, ro = 1 a vstupnim dhlem 6y = O plyne, Ze zvolime-li inte-
graéni konstanty s libovolnou kladnou konstantou C charakterizujici odstup mezi paprsky
a parametrem k € Ny indexujicim jednotlivé paprsky jako

— arcsin(Crn k), 3.3)

docilime kyzeného vstupniho soufadnicového uthlu ¢ (o), paprsky vSak nejsou rovno-
bézné. Znaménko minus je nutné, jelikoZ pro kladnou vétev funkce ¢ (r) pozadujeme
kladny vstupni thel 6y z intervalu (0, 5). Paprsky tak miZeme upravit na rovnobézné
volbou

6y = arcsin(Cr k). (3.4)
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Podobné zdpornou vétev funkce ¢ (r) volime stejné jako v predchozim piikladu zdporné
vzatou prvni vétvi, v€etné integracni konstanty (3.3), konecné prictenim dalsi integracni
konstanty (3.2), diky které jsou obé vétve spojité navdzany, jsme hotovi a grafickym zob-
razenim v poldrnich soufadnicich mame obrazek 3.2.

Pokud uvaZime nejednotkovy polomér ¢ocky s indexem lomu danym n(r) = r, objevi
se na rozhrani s vakuem lom. Ten lokdlné spliuje klasicky Snelltiv zdkon. Trajektorie
v prostfedi s co¢kou o poloméru ryp = 2 umisténé ve vakuu jsou na obrdzku 3.3, pficemz
postup odvozovani funkce ¢ (r) parametrizujici trajektorii paprsku zlistdva nepozménén.

~

AN
\
/

- 0
/
/
A
Obrazek 3.2: Trajektorie svétla v zdvislosti na mist€ dopadu na ¢ocku pro profil indexu
lomu dany vztahem n(r) = r.

/

Obrazek 3.3: Trajektorie svétla v ¢occe o poloméru ryp = 2 pro profil indexu lomu dany
vztahem n(r) =r.

Poslednim dilezitym piipadem z této kapitoly je ¢ocka s indexem lomu n(r) = r™,
kde m je zdporné. Pro takové profily rostou hodnoty indexu lomu nade vSechny meze
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pro zmensujici se vzddlenost od pocétku a namisto odpuzovaciho efektu, ktery jsme vidéli
doposud, se trajektorie zacnou ovijet okolo pocatku. Pro ilustraci tohoto efektu viz obrazek

3.4 pro index lomu n(r) = ro.

Obrazek 3.4: Trajektorie svétla v cocce o poloméru ry = 2 pro profil indexu lomu danym
vztahem n(r) = rol.

3.1.2 Svétlo v okoli pocatku

Jiz jsme se zminili o efektu ovijeni paprskii okolo pocatku. V této sekci prozkoumame
chovani svétla v bezprostrednim okoli stredu ¢ocky, kde v zdvislosti na parametru m index
lomu pro m # 0 bud’to diverguje nebo klesd k nule. Konkrétn€ se zaméfime na celkovy
thel, o ktery se paprsek otoci, bude-li se pohybovat v okoli pocdtku, a vyfeSime limitn{ pii-
pad. Pro vypocet tohoto thlu je tieba fesit rovnici (2.12), kterou pro n(r) = r™ vyfesime
analyticky. Vychdzime pro pfipomenuti z integralu

(3.5)

1 L
¢ = :I:/ ——dr.
ry/ (rn)2 — 12
Zvolme kladnou vétev a aplikujme substituci, kdy vyraz pod odmocninou oznac¢ime novou
proménnou u. Po dpravé obdrzime

L 1
= du. 3.6
o) 2m+2/(u+L2)ﬁ ! (36)
Dal3i substituci v = /u ziskdme integral
p) = [ G3.7)
r) = :
m+1) @2+13)

jehoZ feSenim je
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[
50) = arctan (%)
m+1
Pro urceni integracni konstanty pozadujeme vysSetfit pribéh funkce pouze pro paprsky
vstupujici do ¢ocky pod thlem 6, limitné se blizicimu 0F. JelikoZ pfipustné hodnoty
uhli pro kladnou vétev rovnice (2.12) a kladnou konstantu L leZi v priniku intervala
(=%,%)N(0,7) = (0, ), bylo by chybné uvazovat limitu ze zdpornych hodnot. Zde
bychom kviili moZnému zanedbdni sméru k limitnimu bodu obdrZeli vysledek s opacnym
znaménkem. S vyuZitim kladnosti L mizeme do (3.8) zpét dosadit ze substituci a upravit
vyraz pod odmocninou, mdme tak

+ K. (3.8)

arctan ,/ - 2:; 21
P(r) = + K. 3.9
m+1

Jako referencni dhel je vyhodné zvolit ¢ (r1) = 0 pro libovolné nenulové konecné ri. Na
specifické hodnoté v limité nezdleZi, jelikoz z 8y — 07 ihned plyne L — 0T, vyraz pod
odmocninou se tak pro nenulové konecné ri chova stejné. Konstantu K tedy stanovime
z limity
;'12"”'2
arctan y/ —5— — 1

lim + K =0. (3.10)
a—0* m+1

Jelikoz vime, Ze funkce arctan pro argument divergujici k nekonecnu v (2.12) nabyva
v limit€ hodnoty %, dostaneme hodnotu K danou vyrazem

K=ol T G.11)
 2m4+ 1 '

Z (3.5) mizZeme jednoduse vyjadfit hodnotu r, pro kterou prestdva byt integrand defino-
vany, totiZ kdy vyraz pod odmocninou bude nabyvat zdpornych hodnot. JiZ vime, Ze tento
mezni pfipad uréuje hodnotu minimdalni vzdélenosti od pocatku, to jest radidlni bod vratu
rm. Tato vzdélenost je tedy ddna vyrazem

L=run= r,’,’f“, (3.12)

coz ale znamend, Ze pro hodnotu r = r,, je vynuluje argument goniometrické funkce
a thel otoceni paprsku azZ po moment dosaZeni r,, je K. Proto je také integracni konstanta
K totoZna s ¢ (ry,), coz je stéZejni vyraz pro integracni konstantu (3.2) zarucujici spoji-
tost obou vétvi funkce ¢ (r), kterou se ndm pro tuto volbu indexu lomu podafilo vyjadfit
analyticky.

V tomto momenté se paprsek nachdzi presné v poloviné své trajektorie uvnitt cocky,
pro celkovy uhel otoCeni staci tuto hodnotu zdvojndsobit. Vysledny uhel je citlivy na zna-
ménko a nasi volbou pocatecnich parametrt fesime piipad paprsku pronikajiciho do cocky
pod a rovnobéZné s osou x (po vyjadieni v kartézskych soufadnicich). Zaporné hodnoty
findlniho vyrazu

T

¢T:_m+1

(3.13)
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Obrazek 3.5: Paprsky v ¢oCce s indexem
lomu danym n(r) = r3 a polomérem
ro = 1. Zelené polopfimka, k niZ kon-
verguji paprsky blizké ose x.

N

AN

Obrézek 3.6: Paprsky v ¢ocCce s indexem
lomu danym n(r) = r3 a polomérem
ro = 2. Zelené nezménéna polopiimka,
k nizZ konverguji paprsky blizké ose x.

reprezentuji obtaceni paprsku v matematicky zdporném sméru a kladné hodnoty ve sméru
kladném. Zajimavym vysledkem je, Ze vyraz (3.13) je zdvisly pouze na parametru m,
nikoli na velikosti Cocky ¢i volbé pocatecni vzdalenosti. Obrazky 3.5 a 3.6 ukazuji ptiklad

paprski v ¢oCkdch s indexem lomu n(r) = r

ve vakuu o polomérech postupné r = 1

ar = 2. Jak je vidét, nezdvisle na poloméru Cocky paprsky blizko osy x konverguji k
zelené polopfimce, svirajici s osou thel ¢7 = —7.
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3.2 Eatonova cocka

Na Eatonovu ¢ocku s profilem (1.18) jsme jiz dfive narazili v sekci 1.2.2 a poté jsme
nalezli i vhodné transmutujici funkce odstrafiujici singularitu. Pro nalezeni trajektorii pa-
prskl pouzijeme opét Hamiltonovy rovnice. Inverzni opticky metricky tenzor je pro Eato-
novu ¢ocku dan vztahem

1
. —— 0 - 0
Gl = (nE(()r)2 | ) _ (26r X )’ (3.14)
PO 7

pficemz vné Cocky, tj. pro r > 0, pouZijeme inverzni opticky metricky tenzor jednotko-
vého profilu. Disperzni relace je tedy tvaru

r2k2 + k3
0 =[G + GHIG = o =L, (3.15)
r—r

Volbou stejnych pocate¢nich podminek jako pro mocninny index lomu z pfedchozi sekce
ziskdme feSenim Hamiltonovych rovnic obrdzek 3.7. Zde konecné vidime, ¢im je tento
profil indexu lomu tak zajimavy. Eatonova ¢ocka totiZ paprsek dopadajici z jakéhokoli
sméru oto¢i kolem pocatku tak, Ze vychdzejici paprsek ma presné opacny smér, neZ mél
paprsek prichozi.

90°

135° 45°

180° 0°

225° 315°

270°

Obrazek 3.7: Sifeni svétla v Eatonoveé ¢occe.
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3.3 Luneburgova ¢ocka

Luneburgova ¢ocka s profilem indexu lomu ze vztahu (1.19) je dalSim pfipadem abso-
lutniho optického instrumentu, na ktery jsme jiZ narazili. Tento profil neobsahuje Zddnou
komplikaci v podobé€ singularity, proto vyfeSme rovnou Hamiltonovy rovnice. Inverzni
opticky metricky tenzor je pro Luneburgovu ¢ocku

1 1
Gl = m” ? (== V) (3.16)
0 e 0 7=

Disperzni relace jako funkce w (7, 12) je tedy dédna rovnici

r2k2 + k3
0 =G + GHIG = o 55— (3.17)
r2—r

Nyni jiz mizeme feSit Hamiltonovy rovnice. Volbou stejnych pocate¢nich podminek rov-
nobézné dopadajicich paprsku jako u predchozich ¢ocek ziskdvdme numerickym feSenim
obrazek 3.8. Obrazek jiz ilustruje podstatu Luneburgovy ¢ocky a pro€ je jeji profil tak
uziteCny naptiklad v radarové technologii, kde slouzi jako fokusovaci prvek signélu [2].

90°

135° 45°

180° 0°

225° 315°

270°

Obrézek 3.8: Sifeni svétla v Luneburgové ¢ocee. Jeji profil fokusuje rovnobézné dopada-
Jjici paprsky do jednoho bodu. Je tak alternativou parabolické antény jakoZto fokusovaci
prvek.
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Kapitola 4

Transmutace singularity

Chovani svétla v okoli divergujiciho nebo nulového indexu lomu je obecné problematické,
jsme ale schopni v libovolné malém okoli takové singularity nalézt korektné definované
trajektorie paprskt svétla. Z praktického hlediska jsou vsak takové profily indexu lomu
nesestrojitelné a pouzitim triku s vynasobenim profilu kladnou konstantou se tak sice mii-
Zeme vné& libovolné malého okoli pocitku s nulovym indexem lomu pfenést do situace
s hodnotami n(r) > 1, cenou za velké hodnoty konstanty ale budou rostouci hodnoty in-
dexu lomu, které tak mohou dosdhnout v praxi nedosazitelnych hodnot. Naopak budeme-li
zmenSovat index lomu v profilu s divergujici singularitou pro zmenseni okoli s indexem
lomu vétSim neZ maximdlni stanovend sestrojitelnd hodnota, hodnoty vné budou klesat
pod 1.

Pfipustime-li vSak anizotropnost indexu lomu, naskytd se alternativni feSeni situace.
Matematicky miZeme tuto skute¢nost formulovat neuvazovanim transmutovaného indexu
lomu jako funkce, ale uzitim obecnéjs$i formy, kdy pfipustime rozdilné hodnoty pro rizné
sméry paprsku. Tato problematika je mimo jiné podrobné rozebirdna v ¢lanku od Tomase
Tyce and Ulfa Leonhardta [8], odkud plyne samotnd mySlenka takového vyuZziti transmu-
tace. My budeme k transmutaci singularity pfistupovat ponékud odliSnym zplisobem, nez
ve zminéném c¢lanku, ovSem dojdeme ke stejnym vysledkiim. V dal$im textu tak prezen-
tujeme feSeni problematiky singuldrnich bodt v rota¢né symetrickych indexech lomu.

4.1 Obecné reSeni singularity

Pti transformaci prostoru funkci f, kde vychozi i zobrazeny prostor popiSeme v polarnich
soufadnicich (postupné necarkované a carkované), vyuzZijeme pro nalezeni transmutova-
ného anizotropniho indexu lomu definiéniho vztahu (1.8). JelikoZ si vystacime s transfor-
maci jedné ze dvou proménnych, ztotoZznime parametr Ghlu v obou prostorech ¢ = ¢’
a ménit budeme pouze r’ = r’(r). Vyjdeme z obecného vztahu mezi indexem lomu a jeho
transmutaci vzniklého protéjSku, ktery je pro pfipomenuti

Gijdx'dx/ = Gljdx" dx". (4.1)
JelikoZ prostory popisujeme v poldrnich soufadnicich, je metricky tenzor tvaru
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1 0
8ij = (0 r2) . 4.2)

Podobné pak v prostoru f(7T') je ¢arkovany metricky tenzor totozny, jen namisto soufrad-
nice r zde vystupuje r’. Nyni uvaZovanim izotropniho indexu n v ne¢arkovaném prostoru
mame slozky optického metrického tenzoru z defini¢niho vztahu (1.4) tvaru
_ 2
G,y =n (4.3)
Gypp = n°r? (4.4)

Pii transmutaci ménime pouze soufadnici r, proto zlistanou nediagondlni slozky transmu-
tovaného optického metrického tenzoru nulové. Odtud je vztah (1.21) mezi optickymi
metrickymi tenzory v maticovém formalismu

G O dr , G.,., 0Y(dr
(dr d¢)(0 G¢¢) (d ¢):(dr d¢)( o :M) (d ¢). (4.5)

Tato rovnice jiZ nutné vyusti v anizotropni index lomu, proto nyni vypocteme transmu-
tovany index lomu v radidlnim a Ghlovém sméru, znaceno postupné n/, a n;ﬁ. Nejprve
srovnanim ¢lend s diferencidly vzdéalenosti od poc¢atku mame

G (r)dr® = G, .(r')dr'”. (4.6)

S vyuZzitim vztahu pro index lomu ve sméru (1.8) mame

G, dr'* + G/, dg?
ny= |~ it 4.7

3 .
g;/r/dr/ + g;§¢d¢2

Pro smér dany soufadnicemi r a r’, tedy diferencidl Ghlu je nulovy, obdrZzime pro transmu-
tovany index lomu v tomto sméru vztah

n.(r') = (4.8)

odkud dosazenim za opticky metricky tenzor z (4.6) a vyuZitim vztahu (4.3) pro slozku
G, mizeme psat

2 (dr 2.2
n;,(r/)z\/n(r) (g7)_dr =n(r)

r2dr’?

Je diileZité neopomenout fakt, Ze pocitdme-li n/, ve vzddlenosti ', vystupuje ve vztahu
puvodni index lomu ve vzdalenosti r, proto pro vyjadieni nového indexu lomu v zavislosti
na nové proménné je tfeba chdpat r jako funkci r(r’). Findlni vyraz tak ma podobu

dr
—. 4.9
dr’ (4.9)

dr

n.,(r')y = n(r (")) ik (4.10)
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Podobné index lomu ve sméru thlové soufadnice ziskdme poloZzenim diferencidlu dr’ = 0
v rovnici (4.4). Odtud

2
Gopdd” _ |Gy
83s99%  \| 8o

n)y = @.11)

Uhlovou slozku transmutovaného optického metrického tenzoru G;ﬁ é ziskdme srovnanim
Clend z (4.5) s diferencidly dhlu. Obdrzime tak jednoduchy vztah

Gpp(r) = Gy (r), 4.12)

MiiZzeme tak upravit (4.11) do tvaru

G 2,2
ny (') =/ r?f =,/”r2 =n(r(r/))§. (4.13)

Ziskali jsme vztahy pro anizotropni transmutovany index lomu ve dvou vyznamnych
smérech, zbyva tak vhodné zvolit zobrazeni r’(r) tak, abychom se zbavili singularity in-
dexu lomu, pod kterou rozumime nulovou nebo divergujici hodnotu v poc¢atku. Uvazujme
polynomidlni singularitu indexu lomu n(r) v pocatku, neboli index lomu umérny m-té
mocning r pro nenulovou hodnotu parametru m a r — 0. Tento poZadavek je formulovdn
rovnici

. n\r
r—0 r’"n

C, (4.14)

kde C je konstanta dmérnosti. S timto pozadavkem jizZ mame spolu s (4.10) a (4.13) po-
trebné informace pro vySetfeni chovdni transmutovaného indexu lomu v soufadnicovych
smérech pro r’ — 0. Z (4.10) mame

, (4.15)

dr
n.,(r'y =n(r) o

odkud vidime, Ze n’,(r’) bude v limit¢ kladné redlné Cislo pravé tehdy, kdyZ derivace
bude imérnd r~™ pro r — 0. Neklademe-li dalsi pozadavky na chovani funkce r’'(r)
mimo pocétek, napiiklad zachovani spojitosti indexu lomu na rozhrani ¢ocky a vnéjsiho
prostfedi, mizeme ji zvolit jako

() ="t (4.16)

Obecné by pro odstranéni takové singularity v pocétku vystadila jakdkoli funkce r’(r)
s jedinym omezenim, a to chovdnim v po¢atku imérnym r”+1. Pro n’,(r') tedy mdme

d
lim n/,(r") = lim n(r) &~ im L, 4.17)
r'—0 r'—0 dr’|  r—0(m+ 1)r™

kde v posledni rovnosti doslo k ziméné r’ — 0 za r — 0. Tato Uprava je korektni, ne-
bot’ z vlastnosti limity vime, Ze vysledek nezavisi na funkci, podle niZ se k danému bodu
blizime, ale jen volbou limitniho bodu. Ten se ale nezméni, nebot” jestlize r’ — 0, pak
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z (4.16) plyne r — 0. Konec¢né vyuzitim (4.14) dostdvdme limitni hodnotu transmutova-
ného indexu lomu v radidlnim sméru

C
m+1
coz je kladné redlné Cislo, podafilo se tedy transmutaci odstranit singularitu poc¢atku v ra-
didlnim sméru. Pro chovéni funkce n)(r') v okoli podtku vyjdeme z (4.13) a pfimym
vypoctem spocteme

(4.18)

. ’orIN
Jim ) =

fim o) = im0 = Jmn) g = i S = @19
pficemZ v posledni rovnosti jsme opét vyuzili piechodu od r’ k r bez zmény hodnoty
limity. Vidime, Ze transmutovany index lomu v dhlovém sméru je v limité¢ pravé kon-
stanta imérnosti C z (4.14), coZ je ovsem opét kladné redlné Cislo. Zda se, Ze jsme vhod-
nou transmutaci n(r) s polynomidlni singularitou v po¢atku dosdhli anizotropniho indexu
lomu, ve kterém je tato singularita zcela odstranéna. Pii hlub§im zamysleni se ale singula-
ritu v pocatku nepodafilo zcela odstranit, pouze transmutovat na singularitu jiného druhu,
nebot’ co je pro jeden paprsek v pocdtku index lomu v radidlnim sméru, to je pro paprsky
kolmé index lomu v dhlovém sméru. Bodu v pocéétku by tak musel odpovidat transmu-
tovany index lomu, ktery md i v jednom sméru vice hodnot kvili rozdilnym hodnotdm
n,,(0) a ni(0), proto by zde byl i po transmutaci nesestrojitelny.

Ovsem hlavnim diivodem, pro¢ se zabyvame transmutaci singularity, neni samotny po-
catek, ale i chovani indexu lomu v jeho okoli. V ném totiZ spojity index lomu v zdvislosti
na typu singularity nabyval hodnot n < 1 nebo naopak hodnot nad maximdlni setrojitel-
nou hodnotu. V profilu po transmutaci jsme ukdzali, Ze i v pocatku existuji nenulové limity
anizotropniho indexu lomu v soufadnicovych smérech. Odtud vime, Ze existuje okoli sin-
gularity takové, Ze tyto hodnoty nejsou ani nulové, ani divergujici. Proto mdme-li ndstroje
pro vytvoreni anizotropniho prostiedi, pak s pomoci transmutace miZeme sestrojit cocku,
kterd se pro vnéjsSiho pozorovatele bude jevit stejné, jako jinak prakticky nesestrojitelnd
¢ocka s polynomidlni singularitou. Tento teoreticky vysledek se podafilo prevést do praxe,
jak popisuje ¢lanek [4]. Zde se pojednava o transmutaci singularity v Eatonové occe, pri-
¢emz samotny postup odstrafiovani singularity je odliSny neZ v nasi praci, oviem vede ke
stejnému zaveru.

4.2 Transmutovany jednotkovy profil

Nejdfive odvozeny apardt aplikujeme na tfidu indexti lomu vzniklych transmutaci jednot-
kového profilu mocninnou funkci, kterou jsme se jiz diive zabyvali. Takové indexy lomu
jsou tvaru

1—m

n(r)="——,

||
kde m je mocnina ve funkci f transformujici prostor 7. Pro hodnoty parametru m z mno-
Ziny (—o0, 0) U (1, 00), je singularita v poc¢atku divergujici, pro hodnoty parametru z in-
tervalu (0, 1) nabyva index lomu v po¢dtku nulové hodnoty.

(4.20)
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4.2.1 Anizotropni index lomu

Pro odstranéni singularity pouZijeme transmutaci, podle (4.16) danou vztahem

1—
4 Tm+1 —

r=r rin (4.21)

b

Transmutovany index lomu v soufadnicovych smérech jsou funkce nové proménné r’, pro
zjednoduseni mizeme pracovat s proménnou r a do nové proménné piejit az ve vysledku.
Z (4.10) a (4.13) tak mdme postupné

1—m

dr rm m—1
n.(r'y =n(r) | = Tl m|lr = =1 4.22)
T 1
;L r rom o r
_ S A ———— 4.23
ny(r') n(r)r, ol o ] 4.23)

Anizotropni index lomu odstrafiujici singularitu je tak konstantni v dhlovém 1 radidl-
nim, pepsani do nové proménné r’ tak nemd zadny efekt. Na vysledny index lomu ma-
Zeme v piipadé ”;5 < 1 aplikovat trik s ndsobenim celého profilu dostatecné velkou klad-
nou konstantou bez vlivu na trajektorii paprskil a bez nartistu hodnot indexu lomu nade
vSechny meze. Na obrdzku 4.1 je grafické zndzornéni transmutace singularity v profilu
(4.20) pro hodnotu parametru m = 2. Podobné i nulova singularita v pocatku je takovou
transmutaci odstranéna a situace je pro m = 3/4 zndzornéna na obrdzku 4.2.

2.00
— ) v
1.75 A ny
—_—n

1.50 A

1.25 A

1.00

Index lomu

0.75 A

0.50 1

0.25 A

0.00 T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Radius

Obrizek 4.1: Cervend je vykreslen index lomu pred transmutaci pro m = 2 s divergujici
singularitou v pocatku, ktery se transmutuje na anizotropni index lomu, ktery je v sourad-
nicovych smérech dan funkcemi ”;5 =1/2an), =1.
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Obrizek 4.2: Cerven& opét index lomu pred transmutaci pro m = 3/4 s nulovou singu-
laritou v pocétku, transmutovany index lomu v soufadnicovych smérech je dan funkcemi
”;5 =4/3an), = 1.

4.2.2 Trajektorie paprsku

Stile uvazujeme index lomu z rovnice (4.20), nyni vSak pouZijeme vztah (2.12) k vy-
pocteni trajektorii v tomto prostiedi. Pfi feSeni rovnice (2.12) postupujeme podobné jako
v sekci 3.1.2, jiné budou integracni konstanty zarucujici spojitost a spojitost prvni derivace
vétvi funkce ¢ (r) v misté ndvaznosti, ovS§em postup nalezeni téchto konstant zistava zcela
analogicky. Proto pfejdeme rovnou k feSeni mezniho pfipadu defini¢niho oboru integrandu
z (2.12), odkud mame podminku pro bod vratu r,, danou rovnici

1

i

L=run= (4.24)

Im|’

proto analogicky ke vztahu (3.2) je integracni konstantou zaporné vétve funkce ¢ (r)

2¢(rm) = 2¢((LIm])™). (4.25)

Pro vytvoreni rovnobéZnych ekvidistantnich paprskid pouzijeme dodate¢nou integracni
konstantu kladné vétve z (3.3) (— arcsin(Cx k)). Zapornd vétev ¢ (r) je opét zdporné vzatd
kladna vétev spolu s (4.25). Tento zdédnlivé univerzdlni postup ale narazil na svou mez.
Nové zde totiZ nastavd situace dplného odrazu, kdy paprsek nepronikne z vnéjsiho pro-
stiedi do prostoru ¢ocky. Pro takovy pfipad je tfeba zvolit jiné integracni konstanty funkce
¢ (r), které ovSem nedokazou zarucit spojitost prvni derivace. Tento zlom ve funkci ¢ (r)
se na trajektorii svétla projevi ndhlym zlomem, coz je v naSem piipadé pravé uplny od-
raz na rozhrani ¢ocky a vakua, ktery se skute¢né projevuje nespojitou derivaci trajektorie
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paprsku v misté odrazu. Proto miZeme pravé na rozhrani cocky upustit od pozadavku
spojitosti derivace.

Nastésti ale hleddni integracni konstanty pfi dplném odrazu nenf pfili$ slozité. Staci si
uvédomit, Ze v takovém pripade€ musi nastat u funkce ¢ (r) v bodé€ r¢ singularita, ponévadz
samotnd nespojitost odpovidd pouze lomu, kdy paprsek do ¢ocky pronikne. Prozkoumejme
tedy chovani funkce ¢ (r) v bodé r(, ovSem zde zdleZi na tom, z jakého sméru se blizime
k hranici ¢ocky. Nejdfive pro paprsek z vnéjSku se parametr r zmenSuje k hodnoté r,
mame tak

L = lim rn(r) = rong sin6. (4.26)
rorg

Zde je dulezité, zda je Cocka definovana na otevieném Ci uzavieném kruhu, my se bu-
deme drZet otevifené mnoZiny, proto nar je index lomu vnéjsiho prostiedi, ddle jen jako
no. Rovnice (4.26) tak urcuje hodnotu konstanty L pro paprsek dany piisluSnymi pocatec-
nimi podminkami. Nyni s uréenou konstantou L vySetfime, kdy nastane singularita funkce
¢ (r) pro ro. Vyraz pod odmocninou rovnice (2.12) tedy poloZime roven nule a vySetiime
situaci, kdy r — r(, . Dostdvdme tak rovnici

lim rn(r) = L = rongsiné. (4.27)

r—>r0

Limita v tomto vyrazu je s rovna ron, , kde n, je limitni hodnota indexu lomu CoCky
na rozhrani s vnéjSim prostfedim. Nyni do rovnice dosadime zvoleny index lomu, pro
nas dany vyrazem (4.20), a vyjadiime thel 6y, coz je hodnota kritického thlu, pfi némz
nastane Uplny odraz, mame tedy

1—m

o
6y = arcsin 0

(4.28)
m| ng

Se znalosti kritického dhlu vime, které paprsky podlehnou tplnému odrazu. Pro tyto pa-
prsky pak volime integracni konstantu danou vztahem (4.25) s tim rozdilem, Ze meznim
bodem ¢ (r) neni bod vratu r,,, ale rq, proto hledand integra¢ni konstanta je

2¢(ro). (4.29)

Pro ndzornou ilustraci postupem zcela analogickym jako v ¢4asti 3.1.2 obdrZime funkci
¢ (r), odkud s pouzitim odvozenych integranich konstant obdrzime volbou parametra
m = 2 arg = 2 obrazek 4.3, volbou m = 3 obrdzek 4.4. Za zminku stoji krajni trajektorie,
jez preséahly kriticky dhel pfi vstupu do ¢ocky a dochézi tak u nich k dplnému odrazu.

Transmutované profily indexu lomu z obrazkl 4.3 a 4.4 jsou od urcité vzdélenosti od
pocatku mensi jak jedna, pro vétsi realistiCnost z hlediska definice indexu lomu a zacho-
vani totoznych trajektorii bychom museli index lomu v celém prostoru vyndsobit dosta-
teCné velkou kladnou konstantou. Cenou za tuto operaci je propagace svétla do cocky
z prostfedi o indexu lomu vétsiho neZ jedna, uz by se tedy nejednalo o vstup paprsku
z vakua. Alternativné miZeme touto konstantou vyndsobit jen index lomu v oblasti cocky,
potom se ale méni chovani paprsktl na rozhrani ¢ocky s vakuem.
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Obrézek 4.3: Sifeni svétla v Codce s in- Obrizek 4.4: Sifeni svétla v Gotcee s in-
dexem lomu danym vztahem (4.20) a pa- dexem lomu danym vztahem (4.20) a pa-
rametry m = 2 arg = 2. rametry m = 3 arg = 2.

Pro zaporné hodnoty se dostdvame do situace, kdy veskeré svétlo, jez se dostane do
¢ocky, ma trajektorii konvergujici k pocatku, kde zdroven diverguje index lomu. ProtoZe
je tato situace zcela nefyzikélni (nekone¢ny index lomu), uvedeme Cisté z teoretického
hlediska jeden ptiklad na obrdzku 4.3, a to pro hodnotu m = —1 (vSechny zadporné hodnoty
parametru m by poslouzily dobfe pro tento hypoteticky koncept).

Jiz z obrdzku lze vidét, Ze je tento piipad zdsadné odlisny. Svétlo, které se dostane
dovnitf ¢ocky, se totiZ nedostane z ¢ocky ven. Neni vSak pohlceno, ale jeho rychlost klesa
pod vSechny meze v okoli pocatku, kde index lomu diverguje. Takova cocka by byla ve-
lice zajimavy exemplaf, ovS§em pravé kvili neomezenému indexu lomu je prakticky zcela
nesestrojitelnd.

Nyni si vizualizujeme profil (4.20) po odstranéni singularity v pocatku. Takovy profil
jsme fesili v pfedchozi sekci a singularitu odstranujici transmutujici funkce byla r’ = rn
Tentokrét pro vySetfeni trajektorii paprskii pouZijeme hamiltonovskou optiku. Vyfesime
Hamiltonovy rovnice v poldrnich soufadnicich ze sekce 2.1.3 s pouZitim disperzni relace

Vv,

(2.46). Nejjednodussim postupem je vyftesSit rovnice pro izotropni prostiedi a vysledné

. . C vy . , 1 . <1 R
trajektorie v oblasti ¢ocky zobrazit funkci r’ = ru. Inverzni opticky metricky tenzor vy-
stupujici v disperzni relaci je ddn v oblasti Cocky pfi nasi volbé soutfadnic jako

2
1 _m_
. G 0 5 0 2(—m
— — ( — i
GV = ( 0 G¢¢) B (”6) i )_ ' 0 mo ) (430

r2n(r)?
r

[

2
m

Mimo ¢ocku je G dan vztahem

. Grr O 1 O
GY = = . 431
(0 G¢¢) (0 L) @30

Odtud jiZ pro disperzni relaci v oblasti coCky (analogicky vné ¢ocky) madme
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Obrazek 4.5: Trajektorie svétla v CoCce o poloméru rg = 2 a parametrem m = —1. Svétlo
konverguje k pocatku, ovSem nikdy jej nedosdhne (teoretickd cocka).

2 2
0 = ¢\/GITkE + G2 = c\/ k2 + T, 4.32)

2(1—m)

r-m rm
Hamiltonovy rovnice jsme fe$ili pomoci programu Python a pocatecni podminky pro jed-
notlivé trajektorie jsou zvoleny tak, Ze paprsky vstupuji do ¢ocky v ekvidistantnich interva-
lech a rovnobézné. JelikoZ volime pocate¢ni podminky v izotropnim prostiedi, pocatecni
vlnovy vektor Igo jakoZto gradient fize je kolinedrni se smérem Sifeni paprsku.

Na obrézcich 4.6 a 4.7 jsou jiz vykresleny postupné trajektorie paprski pred a po
transmutaci odstrafiujici singularitu v po&4tku pro hodnotu parametrum =2 (r' = 4/(r)),
tedy index lomu pro r — 0 divergujici. Porovnanim obrdzki je ndzorné vidét, Ze po od-
stranéni divergujici singularity se paprsky uvnitf ¢ocky oddéli od pocatku. Ziroven na
rozhrani po transmutaci dochdzi k lomu pfi vstupu z vnéjSiho prostfedi. Paprsky se tak
uvnitf CoCky §ifi po jinych trajektoriich, ale v momenté opousténi cocky paprsek po dru-
hém lomu splyne s trajektorii paprsku pred transmutaci.
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Obrizek 4.6: Sifeni svétla v Codce s in- Obrazek 4.7: Siteni svétla v Cocce s od-
dexem lomu danym vztahem (2.61) a pa- stranénou divergujici singularitou v po-
rametry m = 2arg = 1. ¢atku a parametry m =2 arg = 1.
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Obrézek 4.8: Sifeni svétla v Codce s in- Obrézek 4.9: Siteni svétla v Cocce s od-
dexem lomu danym vztahem (2.61) a pa- stranénou nulovou singularitou v po-
rametrym = 1/2arp = 1. Catku a parametry m = 1/2 arg = 1.
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Druhym pfipadem je odstranéni nulové singularity. Proto zvolime hodnotu parametru
napiiklad jako m = 1/2. Takovy profil ma skute¢né index lomu v po¢dtku nulovy a navic
muZeme srovnat vysledky z geometrického piistupu na obrdzku 2.4 se stejnou hodnotou
parametru, zvolime v§ak jednotkovy polomér. ReSenim Hamiltonovych rovnic ziskdme
trajektorie paprskii na obrazku 4.8 a uZitim transmutace odstratiujici singularitu ' = r?
obdrzime obrazek 4.9. Tentokrat se trajektorie v cocce naopak k pocatku priblizily, oviem
transmutovany profil jiZ nemd v pocédtku ani jeho okoli nulovou ¢i prakticky pfili§ nizkou
hodnotu indexu lomu. Zarovei se samoziejmé zachovavaji trajektorie paprskt vné ocky,
jelikoZ jsme transmutovali pouze oblast Cocky.

4.3 Singularita v Eatonové cocce

Pro sestrojeni optického instrumentu je v praxi vhodné pracovat pouze v n¢jaké C4asti pro-
storu, naptiklad v prostoru ¢ocky. Pro tento priklad budeme pracovat s Eatonovou ¢ockou
s profilem n g (r) z rovnice (1.18), kterd mé v pocatku divergujici singularitu. Sice jsme jiZ
vidéli trajektorie paprski pro Eatonovu ¢ocku, ale ty byly zejména v blizkém okoli pocatku
dasledkem pfili§ vysokych hodnot indexu lomu. PouZijeme tedy vhodnou transmutaci na
odstranéni této singularity. Navic se namisto transmutace na celém prostoru omezime jen
na oblast CoCky a vnéjsi prostfedi nechdme netknuté. Po transmutaci tak ziskdme objekt
stejnych rozmért, jehoz paprsky se budou lisit od paprskii Eatonovy ¢ocky pouze na této
oblasti.

4.3.1 Anizotropni index lomu

Z pozadavku zachovédni rozméru ¢ocky po transmutaci plyne dodatecnd podminka na
funkci 7' (r), jelikoz je tieba zajistit bijekci na oblasti Cocky. Odtud nutné r’(1) = 1, neboli
obraz hranice ¢ocky se zobrazi sdm na sebe. V pocatku se zdroven transmutujici funkce

Yy 2

p PERVRUR RN S NI T
musi chovat umérné r~2, coZ ovéfime spoctenim limity

2

21
lim ~—— = limv2 —r =2 =C. (4.33)
r—>0 =3 r—0

Diky jednotkové zvolenému poloméru Eatonovy ¢ocky tak volba r’(r) = /r, plynouci
z (4.16), spliuje tuto dodateCnou podminku. Funkci indexu lomu ng(r) je tfeba prepsat
do nové proménné r’. Odtud mame vyraz pro ng(r(r’)) dén jako

[ 2
ng(r@’)) = T 1. 4.34)

Odtud jiz mizeme spocitat indexu lomu po transmutaci pro radidlni a ihlovy smér jako

2
=5 —1-2" =222, (4.35)
"

r 2 ———
n;s(r/):nE(r(r/))?: rTZ—l'r/: 2_}”/2. (436)

d
0l (') = np(r(r')) ‘d—
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Obrazek 4.10: Profil indexu lomu pro Obrazek 4.11: Profil indexu lomu Eato-
Eatonovu ¢ocku je zndzornén Cervené, novy Cocky Cervené, ny (r') any, (r') jsou
n;s(r/ ) an,(r') jsou funkce transmuto- funkce transmutovaného indexu lomu
vaného indexu lomu v radidlnim a thlo- v radidlnim a dhlovém sméru bez lomu
vém sméru s lomem na rozhrani. na rozhrani.

Grafickd reprezentace transmutace odstranujici singularitu v po¢atku Eatonovy ¢ocky
je na obrazku 4.10. Jak je ale z obrazku vidét, tak n/,(r") uZ nenavazuje spojité na vnéjsi
jednotkovy index lomu. Nespojitost indexu lomu transmutované ¢ocky tak bude mit na
rozhrani s vnéj$im prostfedim za disledek lom svétla, jak uvidime v dalsi kapitole, mii-
Zeme se ale spokojit s timto vysledkem, nebot’ singularita byla odstranéna. Lze ale predejit
vhodnou transmutaci nechténému lomu na rozhrani? Jesté jsme zcela nevyuzili volnosti
pfi volbé r'(r), budeme tak pozadovat dodateCnou podminku, kterd zajisti spojitost in-
dexu lomu na rozhrani i po transmutaci. JelikoZ profil pfed transmutaci byl na rozhran{
spojity s vnéjsim prostiedim, sta¢i takové chovani zachovat pfi transmutaci funkci »/(r)
podminkou

/
fim 70 _
r—1- d}”

(4.37)

Vyjdeme z pfedchozi volby r’(r) = /r a zobecnime do tvaru neporusujiciho pod-
minku pro odstranéni singularity pfiddnim ¢lenu s vyS$$i mocninou nez % a multiplika-
tivnich konstant A, B. Mocninu u druhého Clene je z nutnosti nezdpornosti r'(r) potieba
zvolit alesponi jedna a jelikoZ pro ¢len imérny » bychom neobdrZeli Zddné feSeni, zvolime
pfedpoklddany tvar jako

' (r) = AJr + Br2, (4.38)
kde konstanty A, B jsou jednoznac¢né urCeny okrajovymi podminkami na hranici ¢ocky
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dr’(1)
=1 (4.39)

F(1) =1. (4.40)

Podminka (4.39) tedy zajisti spojitost transmutovaného indexu lomu s vnéjs$im jednot-
kovym indexem lomu, nebude tak dochédzet k lomu a (4.40) je geometrickd podminka,
kdy hranice ¢otky po transmutaci ziistane nezménéna. ReSenim takové soustavy obdr-
Zime hodnoty konstant A = B = % a transmutujici funkce splilujici naSe pozadavky tak
ma tvar

r(r) = %(ﬁ +r2). (4.41)

S ucinénou volbou funkce r'(r) jiz mizeme vyjadfit transmutovany indexu lomu v sou-
fadnicovych smérech. Jelikoz ale pfechdzime k nové radidlni proménné r’, je potfeba znat
i funkci inverzni k (4.41), kterd ale v naSem piipadé nemd analytické vyjadieni. Proto
oznaéme inverzni funkci r (r’), pficemz funkce n/,(r') a n;s(r/ ) je uz nutné vypoditat nu-
mericky. Tyto funkce tedy maji tvar

=np(r () , (4.42)

—_

d
() = np () }d—

L7 43101

n;s(r/) = nE(r(r/))% =ng(r(") , (4.43)

L (irenr o1t
jejichz grafy jsou na obrazku 4.11. Transmutace tedy uspé$né odstranila singularitu z po-
Catku a na rozdil od transmutace na obrédzku 4.10 jsou navic n},(r') a nj;(r') na hranici
Cocky r’ = 1 jednotkové. Diky tomu, Ze index lomu je na hranici ¢ocky jednotkovy v ra-
didlnim i dhlovém sméru, nedojde zde ze spojitosti indexu lomu na tomto rozhrani k lomu
svétla, jak jsme poZzadovali.

Pro srovndni jsou grafy obou funkci 7' (r) transmutujicich Eatonovu ¢ocku, jedné zpu-
sobujici lom na rozhrani a nové nalezené funkce nechtény lom odstrafiujici, na obrazku
4.12. Obé funkce jsou zvoleny tak, Ze v pocatku odstrani singularitu, avSak jen chovani
cervené funkce v okoli r = 1 zajist'uje spojitost.

Volba r'(r) s témito vlastnostmi neni jednoznacnd. Pravé naopak, vlastnosti, které po-
Zadujeme, urcuji chovani této funkce pouze v né€jakém okoli pocitku a hranice Cocky.
Kdekoli jinde nejsou snad az na spojitost kladeny na r’(r) zadné pozadavky, proto nase
volby jsou vyjimecné snad jen svou zddnlivou jednoduchosti.
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Obrazek 4.12: Modré funkce prfi transformaci zptisobi lom na rozhrani s vnéj$im prostie-
dim. Cervend funkce se tomuto problému vyhne diky podmince poZadujici derivaci na
rozhrani rovnu jedné.
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4.3.2 Trajektorie paprsku

Zbyva vysetfit trajektorie paprski urené témito singularitu odstrafujicimi transmutuji-
cimi funkcemi. Prvni transmutujici funkci ddvajici za vznik anizotropnimu prostiedi byla
volba r’ = ./r na oblasti ¢ocky. Toto odstranéni singularity s pomoci feSeni Hamilto-
novych rovnic v poldrnich soufadnicich je zobrazeno na obrazku 4.13, kde je vidét, Ze
paprsky se drzi ddle od pocatku ve srovnéni s ptivodni Eatonovou ¢ockou.

90°

135° 45°

180° é 0°

225° 315°
270° 270°

Obrazek 4.13: Sifen{ svétla v Eatonové Obrazek 4.14: Sifeni svétla v Eato-
Coéce transmutované funkci r’' = /r. nové éoécg, transmutované funkci ' =
Vedlejsim efektem této transmutace je %(\/7 + r?2), kterd vedle odstranéni sin-
ale lom na hranici ¢ocky. Vné se paprsky gularity v pocatku predejde i lomu na
pohybuji ve vakuu a splyvaji s paprsky hranici ¢ocky. Paprsky vné ¢ocky zlsta-
na obrdzku 2.15. vaji nepozménény.

Druhou volbou transmutujici funkce odstrafiujici singularitu, ktera je zdroven bez lomu

v x 1

na rozhrani Cocky a vakua, byla volba r’ = §(ﬁ + r%). Paprsky po této transmutaci na
obrazku 4.14 se priliS nelisi od paprski v Eatonové ¢occe, dilezitym rozdilem je vSak
oblast pocdtku, ve které paprsky obchdzeji pocitek po méné sevieném oblouku, podobné
jako v jinych pripadech odstranéni divergujici singularity.
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Kapitola 5

Geodetické cocky

V celé této praci se zabyvame rotacné symetrickymi indexy lomu, pficemz tyto profily mo-
hou v realité¢ diky zavislosti na r popisovat dvourozmérnd i trojrozmérnd prostredi, jako
napiiklad Eatonovu ¢ocku jako retroreflektor nebo Luneburgovu ¢ocku jako fokusaéni pr-
vek. Problémem s témito ¢ockami v prostoru je obtiznost jejich sestrojeni kvili nehomo-
gennimu profilu indexu lomu. Navic vrstevnice indexu lomu jsou sféry, coz situaci jesté
vice komplikuje. ReSeni tohoto problému v roving poprvé objevil Rinehart [5]. Podafilo
se mu nahradit nehomogenni profil indexu lomu v oblasti ¢oc¢ky ekvivalentnim povrchem
s konstantnim indexem lomu. Takové prostfedi je samozifejmé mnohem snazsi sestrojit.
Trajektorie paprskil na takto nové vzniklém povrchu jsou geodetiky, odtud také plyne na-
zev geodetickd ¢ocka. Geodetické Cocky jsou v dnesni fyzice zivym tématem zejména
kvili jejich vyuziti v optickych Cipech.

5.1 Obecny radiialné symetricky index lomu

Nejdfive odvodime postup, ktery radidlné symetrickému indexu lomu v roviné pfiradi
ekvivalentni povrch v prostoru ve smyslu transmutace v oblasti ¢ocky. Pfimo této proble-
matice a jejim aplikacim na fadu zndmych profili indexd lomu se podrobné vénuje ¢lanek
Martina Sarborta a Tomése Tyce [6], postup v ném? je analogicky na$emu piistupu. Svétlu
vice jako vIng se s podobnymi myslenkami vénuje ¢lanek [9] autort Lin Xu, Xiangyang
Wang, TomasSe Tyce a dalSich. Oproti dosavadnim transmutacim, kdy jsme zobrazovali
rovinu nebo jeji otevienou podmnoZinu samu na sebe, povolime dal§i proménnou z, ktera
bude popisovat souradnici mimo prostor roviny. Vyjdeme tedy opét ze zachovani optic-
kych délek v bodé€ a jeho obrazu, coZ popisuje rovnice pro transmutaci (1.5). Prostor T
budeme popisovat poldrnimi soufadnicemi r a ¢, pro prostor f(7) pouzijeme valcové
soufadnice r’, ¢ a z. Z ortogonality valcovych soufadnic plyne diagonalita optického me-
trického tenzoru. Dosazenim do (1.5) tak mame

Grrdr® + G ypdd? = Grpdr’” + G ppdg? + G .22, (5.1)

Pro izotropni prostiedi tento vyraz pfechazi do tvaru

n(dr? + r2dg?) = n(dr'” + r?dg? + d2?), (5.2)
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kde n = n(r) an’ = n’(r’) jsou postupné indexy lomu v prostoru 7" a f (7). Nastava zde
ale odli$na situace feSeni této rovnice, nebot’ doposud jsme méli ddnu transmutujici funkci
f ahledali nezndmy transmutovany index lomu. V nasi situaci je ale zobrazeni f nezndmé,
avSak z naseho pozadavku na geodetickou ¢ocku mame konstantnost transmutovaného in-
dexu lomu. Zvolme jeho hodnotu n’(r") = 1, nebude tak dochdzet k lomu svétla z divodu
prechodu paprsku mezi prostfedimi s odliSnymi indexy lomu. Navic bude-li index lomu
na hranici transmutované oblasti jednotkovy, tato hranice se zobrazi sama na sebe a ta-
kovy prostor pak ziistane spojity i po transmutaci. NemiiZeme ale tvrdit, Ze na rozhrani
transmutované ¢ocky nenastane lom. Sice nasi volbou nenastane lom z dasledku skoku
indexu lomu, i tak se ale paprsky mohou geometricky zlomit v misté navazani geodetické
¢ocky na vakuum. V jazyce indexi lomu je kritériem ekvivalentnim této geometrické de-
formaci diferencovatelnost indexu lomu 7 (r) na tomto rozhrani.

Redme tedy rovnici (5.2). Cilem je parametrizovat geodetickou ¢ocku pomoci pro-
ménnych r a ¢. Nejdfive z identifikace uhlového parametru ¢ v poldrnich soufadnicich
s thlovym parametrem v soufadnicich vdlcovych mame pfimo vztah mezi r a r’ dany
rovnosti

n(ryr=r. (5.3)
Soufadnice r” a z chdpeme jako funkce proménné r. Odtud plyne druhd rovnost

n2dr? = dr'? + dz2. (5.4)

Vyjadieme z této rovnice parametr z postupné jako

)
n _(dr) + o) (5.5)

dr'\? d
n2 — (—r) . (5.6)
dr dr

pricemz derivaci pod odmocninou miZeme jednoduse vyjadrit z rovnice (5.3) vztahem

dr’ dn(r)
e n(r)+r o (5.7

Odtud parametr z jako funkce z(r) je dan po upravé integralem

2
z(r) = :I:/ \/—Zrn(r)dréir) — (rdzg)) dr. (5.8)

Obdrzeli jsme tak kyZené rovnice (5.3) a (5.8) pro parametrizaci geodetické Cocky. V dal-
$im pribéhu prace se budeme vénovat nékolika konkrétnim volbdm izotropniho radidlné
symetrického profilu indexu lomu.
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5.2 Geodeticka ¢ocka ekvivalentni Eatonové Cocce

Na Eatonovu ¢ocku nardzime jiz ponékolikdté a pokazdé jinak. Nyni vyuZijeme profilu
indexu lomu Eatonovy ¢ocky ze vztahu (1.18) pro nalezeni ekvivalentni geodetické Cocky.
Jeji index lomu navazuje spojité na vakuum, ov§em uZ bez spojité prvni derivace. Oceka-
vand geodetickd cocka tak na rozhrani nebude diferencovatelnd, zobrazeni samotné hra-
nice ale bude endomorfismus.

Reseni rovnic (5.3) a zejména (5.8) miZe byt komplikované, proto jsme pro Eatonovu
¢ocku zvolili numerické feSeni. V rovnici (5.8) mdme sice kladnou a zdpornou vétev, to
ale odpovid4 jen zrcadlové symetrii vysledné geodetické Cocky podle roviny kolmé na osu
Z, proto pro dalsi vypocty budeme pracovat jen s kladnou vétvi. Vysledkem vypoctu jsou
funkce r’(r) a z(r), které nasledné vykreslime ve valcovych soufadnicich. Tvar vzniklého

povrchu je na obrdazku 5.1.

-1.0
15 -15

Obrazek 5.1: Geodeticka ¢ocka ekvivalentni Eatonové CocCce.

Z ¥ ¥

Nyni ur¢ime trajektorie na povrchu této geodetické cocky. Jednim moZnym postupem
je primo fesit rovnici geodetiky, ov§em jiZ samotnd parametrizace povrchu je spoctena nu-
mericky, pocitani Christoffelovych symboli je tak nesmirné obtiZzné. My pouZijeme alter-
nativni metodu, kdy vyuZijeme jiZ nalezené trajektorie paprskt v Eatonové ¢occe popsané
v sekci 3.2 a tyto Casem parametrizované paprsky zobrazime na odpovidajici trajektorii
v prostoru. Na obrdzku 5.2 je jiz vysledek této metody. Samotné trajektorie se samoziejmé
zobrazily na povrch z obrdzku 5.1, zde je ale geodetickd cocka posunuta doltl ve sméru osy
7z tak, Ze spojité navazuje na vnéjsi vakuum v roviné z = 0. Oblast povrchu se zdpornymi
hodnotami soufadnice z totiZ odpovidé transmutovanému profilu indexu lomu Eatonovy
¢ocky bez omezeni na jednotkovy polomér. Geodeticka ¢ocka Eatonova profilu z definice
(1.18) je tak striktné vzato pouze ta ¢ast povrchu lezici v poloprostoru s kladnymi hodno-
tami z.
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Obrazek 5.2: Geodetickd cocka posunutd pro spojité navazani na vakuum v roviné z = 0.
Cervené kivky jsou geodetiky a odpovidaji trajektoriim rovnob&Zné vchazejicich paprska.
Paprsky opoustéjici geodetickou cocku jsou kolinedrni s paprsky vstupujicimi, je tedy sku-
teCné ekvivalentni Eatonové ¢occe v roviné.

5.3 Geodeticka ¢ocka ekvivalentni Luneburgové cocce

Pro nalezeni geodetické ¢o¢ky Luneburgova profilu definovaného rovnici (1.19) budeme
postupovat analogicky jako v pfipadé Eatonovy ¢ocky. Nejprve feSenim rovnic (5.3) a (5.8)
ziskame funkce r’(r) a z(r), poté z radidlni symetrie Luneburgova profilu staci tuto kiivku
rotovat okolo osy z a vysledkem je povrch odpovidajici geodetické ¢occe Luneburgovy
¢ocky na obrazku 5.3.

Pro vySetfeni paprskil vyjdeme z feSeni Hamiltonovych rovnic pro Luneburgovu ¢oc¢ku
ze sekce 3.3 a zobrazime paprsky parametrizované casem na odpovidajici prostorové sou-
fadnice po transmutaci. Na obrdzku 5.4 je jiZ geodeticka ¢ocka spolecné s Cervené vyzna-
¢enymi trajektoriemi paprski. Tyto geodetické kiivky odpovidajici rovnobéZné dopadaji-
cim paprskiim se stejn¢ jako v Luneburgové ¢occe skute¢né protnou v jednom bod¢ na jeji
hranici.
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Obrazek 5.3: Geodetickd cocka ekvivalentni Luneburgové ¢occe.

Obrazek 5.4: Geodeticka ¢ocka Luneburgova profilu indexu lomu s ¢ervenymi trajektori-
emi paprski. Stejné jako v Luneburgovée cocce se rovnoveézné paprsky po prichodu ¢ockou
protnou v jednom budé.
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5.4 Transmutovany jendnotkovy profil

Je ptihodné na zéavér této prace pracovat s tou coCkou, kterou to vSe zacalo. Proto se napo-
sledy vrat me k indexu lomu (1.16) vzniklému transmutaci jednotkového profilu mocnin-
nou funkci. ReSenim rovnic (5.3) a (5.8) pro konkrétni hodnotu parametru m = 2 ziskdme
parametrizaci prislusné geodetické Cocky, jejiz povrch je vykreslen na obrazku 5.4. Vi-
dime, Ze se jednd o kuzel, coz lze predpoveédét i ndsledujici ivahou. Zacnéme s rovinou
reprezentujici prostor s jednotkovym indexem lomu popsanou komplexni proménnou z.
Mocninnd transmutace, pro nds druhd mocnina, zobrazi kazdy bod tohoto prostoru na jeho
obraz z2, ale jelikoZ toto zobrazeni neni prosté, postadi nadile uvaZovat jen s obrazem
poloroviny nad osou x. V takovém piipadé€ se zobrazi kladna ¢4st osy x sama na sebe, ale
je zaroven obrazem nekladné ¢ésti osy. Samotny divod, pro¢ nds zajiméd obraz hranicni
piimky, je pfima spojitost s geodetickou cockou takto transmutovaného profilu. Vime, zZe
geodetickd ¢ocka ma jednotkovy index lomu, proto pfi transmutaci nedochdzi k zadné
zméné velikosti plosnych elementi. MiZeme si tak polorovinu ndzorné€ reprezentovat na-
priklad listem papiru, kde pocatek je v piili jeho okraje a transmutace je néjakd prostorova
operace s timto listem. JelikoZ ale kladnd a nekladna ¢4st osy x splynou, tak i dvé poloviny
okraje papiru splynou a neobdrZime nic jiného nez kuZzel z obrdzku 5.4.

| 0.5

" 0.0
0.5

-0.5

0.5 -0.5

Obrizek 5.5: Geodetickd ¢otka jednotkového profilu transmutovaného funkei f(z) = z2.

Pii vySetfovani chovani paprskd je tu ale drobnd obtiZ s grafickou reprezentaci, nebot’
transmutujeme-li oblast s jednotkovym polomérem, obraz jeji hranice s vnéj$im prostie-
dim je na geodetické CoCce kruznice s polovi¢nim polomérem, viz obrdzek 5.4. Nemi-
Zeme tak tuto geodetickou ¢ocku vlozit do ptivodniho prostoru a navdzat na jednotkovou
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hranici, jak jsme to udélali v pfipadé Eatonovy i Luneburgovy ¢ocky. Nabizi se ale jedno-
duchd operace, a to vyndsobeni profilu po transmutaci v oblasti cocky faktorem |m| = 2.
Provedenim této operace jednak obdrzime na hranici jednotkovy index lomu a zadruhé po-
lomér zdkladny kuZelu geodetické cocky bude jednotkovy. To ndm uz umozni navazat tuto
zdkladnu na jednotkovou hranici v plivodnim prostoru a mtizeme si vizualizovat paprsky
obrazkem 5.5.

Obrizek 5.6: Cervené kfivky reprezentuji geodetické kiivky na kuzelu, coZ odpovida tra-
jektoriim paprskl na geodetické ¢occe.
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Zaver

Préace byla koncipovana jako teoretickd, proto jsme se vénovali nejdiive zejména vybu-
dovani dostate¢ného teoretického apardtu v prvni Cdsti, ktery jsme ndsledné uvedli do
praxe v druhé poloviné této prace. Transmutace je ustfednim pojmem, prolinajicim se
skrze vSechny kapitoly, pfesto tento pojem neni ve zdrojich exaktné definovan. Véno-
vali jsme tak pozornost pochopeni tohoto pojmu a jeho korektni matematické formulaci.
Zavedli jsme pojem optického metrického tenzoru, s pomoci néjZ se vyrazné usnadiiuje
samotnd price s transmutaci a navic poskytuje moznost zobecnéni disperzni relace i pro
anizotropni prostiedi.

Odvodili jsme obecny aparat pro nalezeni trajektorii paprskii pomoci hamiltonovské
optiky. Konkrétné pro polarni soufadnice se ndm podafilo odvodit dva odli§né pfistupy,
jejichz vysledky jsou ve vzajemné shodé.

Znacnou pozornost jsme vénovali Eatonové a Luneburgové ¢occe jakoZto exemplaiim
z oblasti absolutnich optickych instrumentd. V pribéhu price jsme tyto ¢ocky zkoumali
z nejraznéjSich pohledl, at’ uz jejich profily indexu lomu, trajektorie paprski, ¢i jako
geodetické cocky.

Kapitolu jsme vénovali i teorii ohledné transmutace singularity. Uspé$né jsme pak
z vybranych ¢ocek singularitu odstranili, sice jsme zaplatili anizotropnosti nové vzniklych
profilii, ale dosdhli jsme na uroven sestrojitelnosti takovych optickych prostfedi. Zaroven
jsme ukdzali, Ze s pomoci transmutace muzeme tfeba i zcela odstranit lom na rozhrani
a nezménit pfitom trajektorie paprskii mimo c¢ocku.

Konecné v posledni kapitole jsme odvodili parametrizaci pro geodetické cocky odpo-
vidajici rotacné symetrickym indextim lomu a tyto plochy se ndm podafilo vizualizovat
i s geodetickymi trajektoriemi paprskil.

Pro ndzorné ilustrace jsme volili v pribéhu této prace rotaéné symetrické profily in-
dext lomu, jelikoZ do této tiidy patii nejzndméjsi exempldie a mohli jsme konkrétnéji
prozkoumat disledky obecné teorie. Samotné teoretické vysledky tykajici se transmutace
a hledani parametrizace Sifeni svétla v riznych optickych prostiedich jsou ovSem platné
obecné.

Touto praci jsme se pokusili obsahnout zndmé, pochopit stalé a prinést nové. Jak ovsem
obsdhnout znalosti nékolika generaci védcl, dosdhnout irovné pochopeni, se kterou kan-
tofi prednaseji, ¢i objevit néco zcela revolucniho? Zcela jisté ne na nékolika strankdch
bakalafské prace. Proto pro mé tato prace nepfedstavuje splnény cil, ale spiSe jeden maly
krok vpred, diky némuz se podatilo nahlédnout do bezedné studny znalosti, zorientovat se
v aktudlnim fyzikdlnim odvétvi a kvili nedostatku exaktni formulace snad i pfinést néco
malo nového.
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