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V ptirodé se velice casto setkdvame s prostfedimi, kdy index lomu nemad skokovity charakter, ale je
spojitou funkci soufadnic. Studium chovéani svétla v takovémto prostiedi vede k mnoha, pro studenta
seznameného se zaklady optiky Sokujicim, zjisténim a prekvapenim.

Nejzndméjsim a nejzakeinéjsim jevem (pro ziznivce na pousti) tykajicim se naseho tématu je fata
morgana, se kterou se v nasich zemépisnych sitkach muzeme setkat hlavné v 1été nad rozpalenymi silni-
cemi. Nézev pochazi z italské verze Legend o krali ArtuSovi, kde je jménem kouzelnika Morgana Le Faye.
Duvod tohoto oznaceni je prosty. Lidé diive povazovali tento jev Cisté za dilo mocnych kouzelnika a neni
se jim co divit. Spravné vysvétleni neni zrovna snadné. OvSem kromé fata morgany existuji i jevy, které
jsou spojeny s inverznim gradientem teploty vzduchu, tzv. arktické fata morgany, kdy naopak vidime véci
ve vétsi vysce nez ve skutec¢nosti jsou. V roce 1744 se napiiklad objevila ”armada duchi” nad jednou
horou ve Skotsku. 27 lidi odpfisdhlo to co vidéli. Na Aljasce v 16té roku 1897 vyprava horolezcu uvidéla
dokonce celé mésto a byla schopna rozeznat jednotlivé domy i ulice. Nedivil bych se, kdyby i néktera po-
zorovani UFO méla puvod v tomto jevu. Jak je vidét, pokud nechceme uvétit v existenci duchii, musime
si vSe vysvétlit fyzikou.

Pokusme se nejdiive nalézt rovnici podle které by se mohla drdha paprsku v prostiedi se spojitym
indexem lomu fidit. Vyjdéme z obr. 1, z kterého muzeme vycist, ze pfi ménicim se indexu lomu bude
dochazet ke zméndm uhlu dopadu 0. Kvantitativni vztah vyjadiujici tuto zménu tdhlu pfi malé zméné
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indexu lomu bude nejjednodussi ziskat diferenciaci Snellova zakona:
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Zaporné znaménko se objevuje, jelikoz pii klesajicim indexu lomu roste thel dopadu. Opét s vyuzitim
obr. 1 muzeme ziskat vztah mezi dx, dy, 0. Plati:

dy
t0 = -~ 2
co . (2)

A diferenciaci tohoto vztahu, bychom meéli ziskat vyraz pro df. V nagem piipadé bereme x jako proménnou
a 0 je také funkef z tedy plati 6(x).
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Obrazek 1: Draha paprsku v prostiedi s gradientem indexu lomu

Po diferenciaci (2) dostdvame:
L w_m
sin?@ do da?

Nyni musime jesté vyjadrit sinf. Z obr. 1 dostavame:




o dx
sinf = —(dx)2 ()? (4)

tedy pro df musi platit:

d’y
0 =——92" _dz (5)
I+ ()2
rovnici (1) na zékladé ziskanych vyrazii muzeme prepsat na tvar(podivejte se prosim do DODATKU,
jelikoz v tomto kroku je nékolik zdludnosti, které musi byt uvedeny na pravou miru):
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V=) dy (1+@1)%) (6)
kde jsem radéji zduraznil, Ze index lomu je spojitou funkci soutadnice y.Pro ngjakou konkrétni a
jednoduchou funkei indexu lomu(napf. linedrni v y) se tato docela atypickd diferencidln{ rovnice da fesit
substituc ¥’ = s;y” = s+ ¢ a ndsledné vyjadiit integrlem = = [ S‘Z;’) + K. Ovsem feseni je docela
zdlouhavé a navic v ném neni vidét neskutecné krasnd fyzika, ktera vyplyne z mnohem jednodusiho
nahledu na véc. Predtim nez se pustime do uprav se jesté podivejme jestli ndmi ziskana dif. rovnice dava

smysluplné feSeni pro konstatni index lomu. Dif. rovnice v tomto ptipadé piejde do tvaru:

y'=0=>y=Ax+B (7)

Vezmeme-li svétlo, které vstupuje do bodu [0, 1] rovnobézné s osou z(tedy y’' = 0) dostdvdme po
aplikaci poc¢atecnich podminek y = 1, coz je v souladu s nasi predstavou.
Abychom do nas{ dif. rovnice lépe vidéli vratme se zpatky ke Snellovu zdkonu. Zjistili jsme, ze plati:

1
’ (8)
Rovnici (6) tedy s vyuzitim tohoto vztahu a Snellova zdkona muzeme prepsat do tvaru:

"o 1 dn(y)n(y)2 "o 1 d(nQ(y))
Tay a2 VT dy ®)

Takto upravena dif. rovnice je naprosto Uzasné, jak si za chvili ukdzeme. Pfedtim nas vsak ¢eka jesté
jedno velké prekvapeni(aspon pro mne bylo a vice jak hodinu jsem hledal chybu v odvozeni této dif.
rovnice, jelikoz vysledek, ktery davala, byl pro mé uvahy obtézkané predsudky a $patnym pochopenim
lomu svétla na rozhrani naprosto nepiekonatelnym problémem). Vytesme nas{ dif. rovnici v aproximaci
indexu lomu n(y) = y 4+ 1. Nenf to sice nic pfesného, ale alespon v hrubych rysech to muzeme povazovat
za situaci nad silnici. Déle opét vezmeme paprsek, ktery za¢ind v bodé [0, 1] rovnobézné s osou z(tedy
y' =0). Pro n(y) = y + 1 pfejde rovnice (9) do tvaru:

sind = (1+ (v)?)

y+1
y" = oz (10)
Reseni této rovnice je:
y(x) = Ae®/C + Be™®/¢ — 1 (11)

Uvézenim pocatecnich podminek(a uvédoménim si, ze konstanta C je ddna Snellovym zdkonem)
dostavame:

y(z) = 2COShg -1 (12)

Graf vidime na obr. 2. a je pomérné Sokujici. Paprsek, ktery je pivodné rovnobézny s osou x se
zakiivuje v kladném sméru osy y!! Neptipadd Vam to zvlastni? Kde byste hledali duvod k tomuto po-
divnému chovani? Vzdyt na trovni, ve které se paprsek pohybuje je index lomu konstantni a méli bychom
dostdvat opét paprsek rovnobézny s osou z! Chyba je v tom, jak jsem zvykly uvazovat. Neni-li nékde
zména indexu lomu, jsme nauceni, Ze paprsek neméni smér. Ale pozor! Situace je tady trochu jina.
Piedtim, nez si fekneme odpovéd, si polozme jednu otdzku. Kdyz se paprsek pohybuje nad rozpalenou
silnici a dostane se do bodu, kde prestava klesat a zacind stoupat, aby se mohl dostat do tirovné nasich
o¢i, co zpusobi, ze zatne znovu stoupat? Musi preci existovat misto, kde se pohybuje rovnobézné s osou
 a v tomto misté najednou paprsek nemd zadny duvod zaéit stoupat vzhuru? Néjaky duvod ovSem mit
musi. Tahle ivaha ndm pfinejmensim potvrdila, ze Sokujici vysledek odvozeny z nasi dif. rovnice by mohl
byt spravny a smysluplny. Vzdy, kdyz pomoci abstraktnich ivah dojdeme k vysledku, ktery se neshoduje
z nasimi zazitymi predstavami a odolovd pevné nalezeni chyb, svita nadéje, ze objevime néco nového, co
jsme do této chvile netusili.
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Obrazek 2: Draha paprsku nad silnici je-li zpo¢atku rovnobézny s osou x

Nad silnici vznik4 teplotni gradient s nimz je spojen gradient indexu lomu(éim vyssi teplota vzduchu,
tim mens{ index lomu). Od svétla, které dopadd pod ur¢itym tihlem na rozhrani, kde oblast do které
vstupuje ma mensi index lomu, ¢ekame, ze se bude lamat smérem od kolmice k roviné dopadu. To je sice
pékné, ale praveé ve chvili, kdy je paprsek rovnobézny se silnici prestava nase uvazovani fungovat. Jak se s
tim tedy vypofadat? Predstavme si misto paprsku rovinnou vinu postupujici rovnobézné se silnici. Index
lomu je definovdn takto n = £. Z toho plyne, ze v misté, kde je index lomu mensf, tedy blize k silnici,
se svétlo pohybuje rychleji, kdezto dale od silnice pomaleji. Pfedstavme si ty¢ vertikdlné umisténou v
proudu feky, kde proud ma smér osy x. Situace je zde opacné, nez u silnice, jelikoz na dné feky je proudéni
nejpomalejsi. OvSem dejme tomu, Zze se voda u dna pohybuje nejrychleji a s klesajici hloubkou velikost
rychlosti linedrné klesa. Jak se bude ty¢ natacet? Urcité proti sméru otaceni hodinovych rucicek, ¢ili
vlnoplocha puvodné postupujici rovnobézné se smérem osy x se zacne natacet smérem k hladiné. Tato
analogie nam tedy davéa nazornou predstavu pro¢ by se mél rovnobézny paprsek zacit ohybat ve sméru
gradientu.

Zda se tedy, ze diferencidlni rovnice je skute¢né spravné. Ukazme si, jak dopadne dréaha paprsku pro
ktery zndme smér letu v bodé [0,2]. Dejme tomu, Ze paprsek dopadd do tohoto bodu pod dhlem 30
stupiit. Pak C' = 3/2 a z rovnice (8) muzeme snadno uréit y'. Jen si musime vybrat ze dvou feseni. Jedno
je pro svétlo dopadajici do bodu od silnice a druhé pro svétlo z nebe. Nas spiSe zajima druhd moznost.
Po snadnych vypoctech dostavame(obr.3):

y(z) = % exp (?) + % exp (-%“) 9 (13)
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Obrézek 3: Dréha paprsku nad silnici dopadé-li do bodu [0, 2] pod thlem 30 stupnu

Z tohoto obrazku je zfejmé proc¢ vidime na silnici nebe a pro¢ chudéci ziznivei v pousti bézi za modrym
nebem a ne za jezirky s vodou.

Vratme se nyni k rovnici (9). Sliboval jsem Vam, 7e je v ni ukryto cosi krasného. Pokud pieskupime
nékteré cleny dostaneme:
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Tuto rovnici kazdy zna od zdkladni Skoly. M4 stejny tvar jako druhy Newtonuv zédkon az na pismenka,
ale ty nejsou ve fyzice dulezitd. A protoze stejné rovnice musi mit stejnd reSeni, muzeme k feSeni dréahy
paprsku pouzit propracovanou Lagrangeovskou formulaci mechaniky! Konstanta C? je analog hmotnosti
m v mechanice. Misto derivace souradnice podle ¢asu, derivujeme podle z a na pravé strané rovnice (14)
mame silu, kterd je zdporné vzatym gradientem potencidlu. Cely problém je analogem ¢astice hmotnosti

C? pohybujici se v potencidlu V = —%2!! Napisme jak vypada Lagrangeova funkce:
1 dy 2 op2
L=T- L=-C*-> — 1
V= 20 ( dx) t3 (15)
Pohybové rovnice jsou pak dédny vyrazem:
d 0L OL
—— - = (16)
dx dy' 0Oy
Pro n(y) = y + 1 dostdvame opét rovnici:
y+1
y” = oz (17)

Podivejme se ted na odvozeni dif. rovnice svétla v prostiedi s proménnym indexem lomu trochu z
jiného konce a zkusme tuto rovnici odvodit z Fermatova principu.

Fermatuv princip, nékdy také nazyvany princip nejkratsitho ¢asu muzeme snadno odvodit, pokud
vyjdeme ze vztahu dx = vdt. Cas, ktery svétlo potfebuje k presunu z mista A do mista B, mizeme

vyjadfiit jako integral:
B
d
t= / & (18)

A v
A dostali jsme se k tloze z varia¢niho poétu. Vztah jesté muzeme piepsat do obvyklejsi formy, pokud
obé strany vynasobime rychlosti svétla. ct je vlastné akci. Proto ¢t ozna¢me S a dostavame:

S = /A " s (19)

coz je obvykla forma zapisu Fermatova principu. Drahu po které se paprsek bude pohybovat ziskame
variaci akce a provedme to rovnou ve tfech dimenzich, abychom zisklali obecnéjsi rovnici nez (9).

B
59 = / (Sndl + nddl) = 0 (20)
A

kde dl je element dréhy paprsku. Variace indexu lomu je v nésledujicim vztahu k variaci drahy paprsku
on = dr - grad n, coz je vlastné prumét gradientu do sméru variace. Variace elementu drahy paprsku je
trochu obtiznéjsi na predstavivost, ale formalné je to jednoduché:

ddl =d(l+1-6r) —dl =1-dér (21)
kde 1 je jednotkovy vektor ve sméru paprsku. Po dosazeni dostavame:
B B
05 = / or - gradndl + / nl - dér (22)
A A
Druhy integrél lze zapsat také takto(variace drahy paprsku v krajnich bodech je nuloval):
B B
/ nl - dor = [nlor]§ —/ d(nl)ér (23)
A A

Integral (22) tedy koneéné muzeme prepsat do tvaru:

08 = /AB <gradn - d(nl)) - drdl (24)

dl

Rovnice v zdvorce je rovnice popisujici pohyb svétla. Ovérme, Ze nase dif. rovnice (9) je specidlnim
pripadem této tfidimenzionalni rovnice popisujici pohyb svétla. Ukol to neni zrovna snadny, ale je pro-
veditelny.



Nejdifve rozepisme druhy ¢len rovnice(derivovani indexu lomu je slozens derivace! a plati & = 1):

dl
d(nl) dl
—— =1(1- — 2
¥ (1-gradn) + ne (25)
Po dosazeni nabude rovnice pro pohyb svétla tvaru:

da 1
Z —1(1-
=5 (gradn —1(1- grad n)) (26)

A ted si uz budeme jenom hrét:) V nagem dvoudimenzionalnim pifpadé plati:

r = xZ + yy; dr = dxz + dyy (27)

dz:m:dum(gf (28)
(i (2)) _(<_>) @

Tento vysledek nyni dosadime do pravé strany rovnice (26) a uvédomime si, Ze index lomu v nasem
piipadé je pouze soutradnici y. Odmocninu pro zjednoduseni ozna¢me A. Pro druhy ¢len na pravé strané

dostavame:
Lo dy . dy . on . On.
A —A A —Ay |- | =— —
( x+da: y) K aH—dx y) (8x$+6yy (30)
Po jednoduché tipravé druhého ¢lenu predchozi rovnice dostavame:
dy on
Az + —ZAg ) |2A—| =0 31
<x+dac y){ ax} (31)
Nyni zbyva spocitat nésledujici:
dl  dr
i 2
dl  di? (32)
Plati:
d*r = d*zi + d*yy (33)

di* = da* (1 + (%)2) (34)

V rovnici (33) nés zajima pouze pouze ¢len g, protoze kolega & na pravé strané rovnice je identicky
nulovy a tudiz musi byt nulovy ¢len i na levé strané rovnice. Dame-li vS8echno dohromady dostavame
konecné:

1 dn(y)

" N2
y'=— L+ (y) (35)

n(y) dy ( )
coz je rovnice (6) pozdéji upravend na (9). Zévér celého naseho snazeni je "sladky”. Tim, ze jsme
pomoci Fermatova principu dospéli po slozitych upravach zpatky k nasi puvodni dif. rovnici jsme si
nejenom potvrdili spravnost naseho feSeni, ale navic mame rovnici pro pohyb svétla v prostiedi se spojité

proménnym indexem lomu ve tfech dimenzich. Napisme ji jesté jednou:

d dr
g (ndl> =gradn (36)

Tato rovnice se da odvodit také z eikondly, coz je Hamiltonova-Jacobiho rovnice pro pohyb svétla.
hnutelné, protoze Lagrangeovskd formulace celého problému vede ke slozitym diferencidalnim rovnicim.
Celd teorie kolem pohybu svétla je neuvéritelné krasnd a urcité stoji za dalsi studium. P¥i psani tohoto
¢lanku a odvozovani rovnic jsem se pobavil a poucil jako snad nikdy predtim. Doufam, ze Vy pii Cteni
také.



Analogie optika-mechanika

Podivejme se pro zajimavost na moznosti vyuzit{ analogie mezi mechanikou a optikou. Rovnice (36),
kterd je rovnici pohybu paprsku ve tfech dimenzich, méa také tvar druhého Newtonova zakona. Muzeme
se o tom presvédé¢it vhodnou modifikaci Fermatova pricipu. Beze zmény ve vyznamu muzeme (19) psat:

§— / n(r)%dt (37)

parametr dt je jakousi obdobou ¢asového elementu v mechanice. Dale vime, ze dl je element dréhy
paprsku. Zjevné tedy dl/ds = v. Lagragidn pro optiku naprosto analogicky lagrangidnu mechanickému
ma tvar:

L =n(r)v (38)

Dokéazeme nyni urcit ”optickou hybnost” svétla? Vime-li jak to udélat v mechanice, muzeme to udélat
bez vétsich problémi i nyni. Plati:

oL
P=5 (39)
a pro p po nékolika standartnich tipravéch dostdvame(je to jenom derivovéni - staci si rozepsat drédhovy
element paprsku spolu s jeho derivaci podle ¢asového parametru):

dr
=n(r)— 40
p=n(r) (40)
Kdyz nyni optickou hybnost poderivujeme ¢asovym elementem dostaneme(plyne z Euler-Lagrangeovych
rovnic):
dp

coz je druhy Newtonuv zékon, pokud vezmeme L = —V. Kdyz se podivdte na rovnice (40),(41) a (36)
urcité si vSimnete jakési malé nesrovnalosti, coz muze vyvolat domnénku, ze (36) nenf dplné ekvivalentn{
(41). Kdyz si to ovSem rozepiSeme nésledovné:

dl d dr dl
- = =) = — 42
G (P05 ) = (V) 5 (12)
vidime, ze rovnice (36) je opravdu analogii Newtonova zdkona.

R4d bych se zminil o jedni zvl4sti zavislosti indexu lomu, kterd je popsana takovouto funkei:

n2(r) = C — ? (43)

kde K je kladnd konstanta (konstanty muzeme volit libovolné. Tato konkrétn{ volba je vybrana kvuli
ndzornosti pifkladu). Méme tedy vlastné Kepleruv potencidl a dd se piedpoklddat, ze drdhy paprsku
budou podobné jako drahy planet. Potenciél 1/r je vyjimecny. M4 vyssi nez pouze rotaéni symetrii - tzv.
dynamickou symetrii SO(4). (oznacuje Lieovu algebru na néjaké grupé - napf. rotaéni grupa, mezi jejiz
prvky patif ortogondlni matice, jejichz aplikaci zrotujeme néjaky systém je grupou SO(3). S znamend
specidlni, O ortogonalni a potfebujeme tii ¢isla specifikujici rotaci - dvé pro osu rotace a jedno pro thel
otoceni). To ze mé potencidl vyss{ symetrii se projevuje piitomnosti dodateéné konstanty pohybu. Kromeé
zachovéavajictho se momentu hybnosti se zachovava dalsi vektor - Runge-Lenzuv. V klasické mechanice
se znalost tohoto vektoru v podstaté rovnad okamzité znalosti trajektorie. Nebudu tady dokazovat jeho
existenci i pro opticky systém (diikaz mdm, ale je pili§ dlouhy), ale myslim, Ze intuitivné je jasné, ze
mus{ existovat.(mimochodem v dikazu jsou skryty dals{ krdsné analogie optiky s mechanikou - svétlo mé
napiiklad svij moment hybnosti, ktery je v keplerovském potencidlu také zachovavajici se veli¢inou). V
optice mi Runge-Lenzuv vektor vysel nasledovné:

R
A=pxL—k— (44)
T

m z klasického RL vektoru nezmizel, ovSem v celé optické analogii mechaniky je m = 1. Trajektorie
se pak ziskd naprosto stejné jako v mechanice - skalarnim vynasobenim RL vektoru polohovym vektorem
paprsku. Konstantu C jsem do indexu lomu nedal jen tak nazdaifbuh. Pro C' < 0 dostdvame uzaviené
trajektorie. Jednd se tedy o ekvivalent celkové energie paprsku(pro pochopeni je nutné si vie propocitat).
Za domaci kol si zkuste spocitat, jak se ohne svétlo pii pruchodu kolem Slunce, jez kolem sebe indukuje
index lomu(meéla by Vam vyjit hyperbola a svétlo se moc neohne):

4GM

c3r

n?(r) =1+
6

(45)



DODATEK

Pi{ odvozovani rovnice (6) se muzeme dospustit (a také jsem se dopustil) jedné zavazné chyby. Tésné
ptred posledni dpravou vypada rovnice takto:

dn d?y

— 1+ )?) =dy—5 46

—(1+)*) = dy— (46)
a svadi to k podéleni dy. To je oviem neekvivalentni tiprava a ztratime jedno feseni. Vratme se znovu

na uplny zacatek - ke Snellovu zakonu. Pokud si vyjadiime sinf z obr.l potom okamzité dostavame

ndsledujici diferencidlni rovnici( index lomu v misté dopadu je konstantni):

n2
W=y (47)

Ostatné tohle je daleko snadnéji odvozena rovnice pohybu paprsku, nez ta pomoci diferenciace, ale
pfi prvnim FeSeni jsem mél pocit, ze je nutno zohlednit zménu 1hlu pfi zméné indexu lomu a to se
odrazilo ve zvoleném postupu. Je zajimavé, ze tato dif. rovnice nema jedno, ale dvé feseni! Kdyz se na
dif. rovnici podivame hned si v§imneme, Ze jednim feSenim je y = const. protoze sinf = 1 a kvadraty
indext lomu se podéli na jednicku. Druhé fesen{ je identické s tim, které bychom ziskali z rovnice (6). Co
s tim prvnim feSenim? Jak jsme si ukédzali na piikladu paprsku nad silnici, konstatni feseni v prostiedi s
gradientem indexu lomu nenfi fyzikélni a varia¢ni princip nds utvrzuje v tom, ze toto feSeni neni spravné,
ackoli vyhovuje Snellovu zdkonu. Snelliiv zdkon dava jedno Feseni navic a toto feSeni nevyhovuje principu
nejkratstho ¢asu. Je to zajimavé, protoze Snelliv zdkon se odvozuje z varia¢niho principu, takze bych
cekal stejné vysledky. Jenze variacni princip je obecnéjsi a Snelluv zékon vétsinou pouzivame pro paprsky,
coz je spise takovd matematicka abstrakce k lepsimu poc¢itani, nez skutecny popis fyzikalni reality a kdyz
to vezmeme do dusledku, paprsek je infinitezimalné tenky a tudiz je i v prostiedi s gradientem indexu
lomu v podstaté porad v oblasti konstantniho indexu lomu, pokud se pohybuje kolmo na gradient, a tudiz
nemd duvod se ldmat. VInoplocha svétla k tomu diuvod mé. Podivejme se jak prejit od rovnice (38) k
rovnici (6).

Derivovénim rovnice (46) dostdvdme(s konstantou C? = n?(y) (1 + (v/ )2)71

):
1 dn(y)

w) dy @)Y =y (48)
’ 1 dn(y) VAN /A T
y(@ dy (1+ )% y>—0 (49)

Z rovnice (48) je vidét, ze pokud vylouéime konstantni feSeni dostaneme praveé rovnici (6). Takovd
podminka se da udélat i u feSeni diferenciaci ze Snellova zdkona, coz neni prekvapujici. To co jsme praveé
udélali, byly totiz pouze oto¢ené kroky u puvodniho postupu.



