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Fraktaly a chaos

1 Fraktaly - zakladni pojmy

1.1 Uvod

Za otce fraktalni geometrie je dnes povazovan Benoit Mandelbrot. Pti zkoumani chyb pfti
prenosu signalu zjistil, ze pti zvétseni prislusnych grafu se objevuje jista pravidelnost a podob-
nost s nezvétsenym grafem, objevovaly se velmi podobné vzory. Dale analyzoval napt. vyvoj
cen akcii na burzach a dospél k velmi podobnym vysledkim. Tato podobnost ho podnitila k
dalsim uvaham a vyzkumu.

1.2 Geometricky hladké utvary

Pro geometricky hladké tutvary existuje konecny pocet parametru, kterymi muzeme popsat
jejich tvar. Pro zakladni geometrické ttvary existuji vzorce pro vypocet ruznych charakteristik
(délka, plocha, objem...). Bez ohledu na to, v jakych poé¢itame jednotkach, vyjde nakonec vzdy
stejnd hodnota. Danému utvaru muzeme priradit jisté celé ¢islo, které nazyvame pocet rozmeéru
nebo také dimenze daného utvaru.

1.3 Nekonecné clenité utvary

Pti méteni délky ostrova Korsiky se zjistilo, ze délka obvodu ostrova zavisi na délce pouzitého
meéfidla (tyce). Ostrov o konecné plose tak muze mit nekonecéné velky obvod. Zcela empiricky

tak byl odvozen vztah
K =N()-£?, (1)

kde K je celkovy obvod ostrova, N(e) pocet tsecek nutnych k aproximaci, € délka tusecky a D
¢islo, jehoz vyznam nedokazal nikdo nijak zduvodnit. Bylo nalezeno mnoho podobnych analogii
(délka teky, povrch planety, povrch houby, povrch lidskych plic ¢i mozku...)

1.4 Topologicka dimenze

Udava pocet parametri nezbytné nutnych k charakterizovani daného hladkého geometrického
objektu v Eukleidovské geometrii. Tato dimenze je vzdy celoc¢iselna. Topologicka imenze bodu
je 0, ptimky 1, plochy 2, koule 3.

1.5 Hausdorffova (fraktilni) dimenze

Tato dimenze nemusi byt celoc¢iselna, udava miru clenitosti objektu. Méfenim délky geomet-
ricky hladké krivky, kterda ma topologickou dimenzi rovnu jedné, dostaneme pii pohledu v
ruznych méfitkdch vzdy stejné koneéné ¢islo. Méfenim délky biehu ostrova (coz je opét kiivka s
topologickou dimenzi rovnou jedné) se pii zmensovani méfidla dostavame k nekoneéné velkému
obvodu. Pobftezi tedy v roviné zabira vice mista nez hladka kiivka. Nezabira vsak vSechno misto
(presnéji Feceno, nevypliuje celou rovinu). Jeho skuteénd dimenze je tedy vétsi nez topolog-
ickd dimenze kiivky (ta je rovna jedné) a soucasné je mensi nez topologickd dimenze roviny
(ta je rovna dvéma). Z toho vyplyva, ze dimenze takového utvaru neni celociselnd. Hodnota
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Hausdorffovy dimenze udéava, s jakou rychlosti délka téchto tvaru (¢i odpovidajici veli¢ina pii
vétsim poctu rozméru, tj. povrch v Euklidovském prostoru Es ¢i objem v prostoru Ej3) roste do
nekonecna. Jestlize se bude Hausdorffova dimenze a topologicka dimenze lisit velmi mélo, bude
takovy objekt malo clenity. Bude-li Hausdorffova dimenze o hodné vétsi nez dimenze topo-
logicka, bude objekt velmi ¢lenity. Mezni hodnotou je ptripad, kdy je Hausdorffova dimenze o
jednicku veétsi nez dimenze topologicka - tuto vlastnost ma napiiklad hranice Mandelbrotovy
mnoziny. Ciselné odpovidd Hausdorffova dimenze veli¢iné D v rovnici (?7?).

1.6 Fraktal

Jednoznacna a presna definice tohoto pojmu stale neexistuje. Rozdilu v topologické a Haus-
dorffové dimenzi lze k definici fraktalu vyuzit nasledovné. Fraktal je mnozina ¢i geometricky
utvar, jejiz Hausdorffova dimenze je ostte vétsi nez dimenze topologicka.

1.7 Sobépodobnost

Dalsim dulezitym pojmem, ktery se velmi ¢asto pfi popisovani abstraktnich matematickych
fraktalu i prirodnich utvaru s fraktalni strukturou pouziva, je sobépodobnost. V matemat-
ice se setkame spiSe s presnéjsim a korektnéjsim pojmem invariance vuci zméné meéiitka.
Sobépodobnost je takova vlastnost objektu, jez zpusobuje, ze objekt ¢i jeho ¢ast vypada
podobné (ne vsak nutné stejné!) pii pohledu v ruzném zvétseni. Sobépodobnost je jednim z
hlavnich znaku fraktalnich utvaru, v nékterych publikacich jsou dokonce fraktaly definované
jako sobépodobné mnoziny. To vSak neni zcela korektni, protoze tato definice vylucuje nékteré
ndhodné (stochastické) fraktaly.

Sobépodobnou mnozinu lze matematicky definovat nasledujicim zptusobem. Sobépodobnéa mno-
zina A z n-dimenziondlniho Euklidovského prostoru dale oznacovaného FE,, je takova mnozina,
pro kterou existuje konetné mnoho kontrahujicich zobrazeni ¢1, ¢o, ..., (jednd se o takové
zobrazeni z E, do E,, které zmensuje vzdalenost mezi dvéma body lezicimi v prostoru E,)
takovych, ze A vznikne jako

A= U bi(A). 2)

Pro E5 a E5 mohou byt zobrazeni ¢; v predchozim vztahu transformacemi posunuti, zkoseni
nebo otaceni a kazda transformace je navic i zménou métitka s koeficientem S,, v intervalu
(0,1). V tomto piipadé mluvime o takzvanych linedrnich transformacich. Je mozné pouzit i
transformace nelinearni, vzdy vSak musi byt kontrahujici.

Princip opakovani podobnych tvaru ve zmensené podobé je vidét prakticky u jakékoliv kom-
plexni, slozité struktury, kterd je vytvarena i pomoci velmi jednoduchych pravidel. Zpusob,
jakym probiha vétveni stromu ¢i cév a zil v télech zivocichti nebo hromadéni baktérii a fas v
koloniich, se d4 matematicky uspokojivé popsat pouze fraktdlni geometrii, pokusy o popis po-
moci klasické Euklidovské geometrie ztroskotaly (tj. byly bud netimérné komplikované, a/nebo
neodpovidaly realité). Fraktédly vsak slouzi i k modelovéani a pochopeni slozitych déju, které se
odehravaji v ¢ase, jednd se tedy o jevy dynamické.



2 Meéreni Hausdorffovy dimenze

2.1 Useéka

Vytvoiime usecku, kterda ma jednotkovou délku. Nyni tuto tsecku rozdélime na N dilu. To
odpovida tomu, jako bychom se na usecku podivali s N-ndsobnym zvétsenim. Méritko s nové
usecky se tedy vypocita jako

s=1/N. (3)

Pro Hausdorffovu dimenzi musi platit nasledujici podminka
NsP =1. (4)

7 toho vyplyva, ze Hausdorffova dimenze se pro dané déleni N a dané méritko s vypocita
pomoci postupu

Ns? =1

logNs? = logl
logN +logs? = 0
log N+ Dlogs = 0

Dlogs = —logN
D - _ log N
log s

D - log ]I]

log %

()
Po dosazeni vyse uvedeného vztahu s = 1/N do posledniho vzorce ziskdme pro tusecku vysledek

_logN _ logN

D — — -
log % log N

1. (6)

Hausdorffova dimenze se rovna dimenzi topologické. Z vysSe uvedené definice fraktdlu tedy
vyplyva, ze tsecka neni fraktal.

2.2 Ctverec

Zkonstruujeme ctverec, jehoz hrany budou mit jednotkovou délku. Tento ¢tverec ma plochu
taktéz jednotkovou. Po dvojnasobném zjemnéni ctverec vypada tak, jako by mél ¢tyinasobnou
plochu. Méritko se tedy musi zménit podle tohoto vztahu
1

Nz

(7)

S

Hausdorffova dimenze ¢tverce se vypocita dle vzorce

logN  logN
D=-21_ 81 _9 8)
log: log N2

Topologickd dimenze ¢tverce je rovna dvéma. Hausdorffova dimenze ¢tverce je taktéz rovna
dvéma, proto Ctverec opét neni fraktalem.



2.3 Krychle

Analogickymi tvahami bychom dospéli k tomu, ze topoloickd a Hausdorffova dimenze jed-
notkové krychle jsou si rovny, jejich hodnota je 3. Krychle tedy neni ve smyslu vyse uvedené
definice fraktalem.

2.4 Krivka Kochové

Nyni zkusme vypocitat Hausdorffovu dimenzi utvaru, jehoz zjemnéni o jeden krok spociva
v tom, ze se kazda usecka predchoziho utvaru nahradi dvéma tseckami se tietinovou délkou
a rovnostrannym trojuhelnikem sestrojenym uprostied mezi dvéma novymi tiseckami. Tento
objekt se nazyva podle své objevitelky vlocka ¢i kiivka Kochové. Pii trojnasobném zjemnéni
se délka kiivky zvétsi ctytikrat, proto Hausdorffova dimenze neni celé ¢islo. Pro N = 4 se tedy
méritko musi zmensit na tretinu, tedy s = % Hausdorffova dimenze této krivky se vypocita
jako
log N log4

= = —— =1,2618595. 9
logt  log3 )

Topologicka dimenze této kiivky je rovna jedné, Hausdorffova dimenze je vsak vétsi nez jedna.
Z toho vyplyva, ze tato krivka je fraktalem. Kfivka Kochové ma i dalsi zajimavé matem-
atické a geometrické vlastnosti. V celém svém rozsahu je spojitd, ale v zadném bodé nema
derivaci. Kazdy bod na kfivce je totiz po nekonetné mnoha transformacich prunikem dvou
nekonecné malych tsecek, které tvori strany trojihelnika, ktery je taktéz nekonecné maly.
Tato kiivka je také nekonecné dlouhd, i kdyz zabira koneény (z obou stran omezeny) prostor.

Obrazek 1: Kiivka Kochové



3 Cantorovo diskontinuum

3.1 Uvod

Tato mnozina byla jedna z prvnich takzvanych matematickych monster, jejichz vlastnosti
matematici dlouho nechtéli akceptovat. Tato mnozina je totiz nulova a zaroven m&a mohut-
nost kontinua. Dukaz tohoto tvrzeni poprvé podal némecky matematik Georg Cantor, po némz
je tato mnozina také pojmenovana.

3.2 Konstrukce mnoziny

Ozna¢me Ky = (0,1). Z tohoto intervalu vyjmeme prostiedni tfetinu, tedy interval (%, %)

Dostavame tak dva intervaly o délce %

1). (10)

Z téchto intervali opét vyjmeme prostredni tfetiny. Vzniknou tak ctyfi intervaly o délce é = 3%

1 21 27 8

Koy=(0,-)U(=, ) U(=,-)U(=,1). 11
V n-tém kroku pak dostavame sjednoceni 2" uzavienych intervalu, kazdy o délce 3%
1 2 1
K,=0,—=)U{(—, —)U.... 12
0,5:) U o 5p) (12)
Cantorova mnozina K je pak definovana
K={)Kn. (13)
n=1

Obréazek 2: Cantorova mnozina

3.3 Nulovost mnoziny

Doplnék mnoziny K na intervalu (0, 1), tedy mnozina M = (0, 1)— K, je sjednocenim spocetného
disjunktniho systému ”vynechavanych” intervalu. Je to tedy oteviena mnozina. Soucet délek
vSech téchto intervalu je

1 2 on—1

d= i 2 42 2]
L

~1, (14)

coz je rovno délce puvodniho intervalu (0, 1). Cantorova mnozina je tedy nulova. Vime, ze K,

je sjednocenim 2" uzavienych intervali o délce 3% a pritom K, pokryva Cantorovu mnozinu.

Tvrzeni o nulovosti pak plyne také ze vztahu lim, . (%)n =0.
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3.4 Mohutnost mnoziny

Dalsi otazkou k feSeni je mohutnost Cantorovy mnoziny. V K jsou samoziejmé vSechny délici
body, jichz je jen spocetnd mnozina. V mnoziné K vsak jsou i jiné body. Na jejich vyjadreni
pouzijeme trojkové soustavy. Napft. zapis
1 0 2 1 1 0

Pouzitim tohoto zapisu muzeme mnozinu K; vyjadiit jako mnozinu vsech ¢isel z (0, 1), kterd
lze zapsat bez pouziti cifry 1 na prvnim misté trojkového rozvoje. Ky je pak mnozina vSech
¢isel z (0, 1), ktera lze vyjadrit bez pouziti cifry 1 na prvnich dvou mistech trojkového rozvoje.
Obecné K,, je mnozina vsech ¢isel z (0, 1), kterd lze vyjadiit bez pouziti cifry 1 na n prvnich
mistech trojkového rozvoje. Samotnd mnozina K je pak mnozina vsech ¢isel z (0, 1), ktera se
daji vyjadrit bez pouziti cifry 1 v trojkovém rozvoji. V zapisu téchto ¢isel v trojkové soustaveé
tedy pouzijeme pouze cifer 0 nebo 2. Napi. do mnoziny K patii ¢islo y = 0,20220222022.. . .3.
Nyni definujeme bijektivni zobrazeni, které kazdému trojkovému rozvoji bez jednicek pritadi
posloupnost nul a jednicek, pricemz 2 se zobrazi na 1 a 0 se zobrazi na 0. Napt. vyse uvedenému
y odpovida posloupnost 1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,... Vznikne tak mnozina vSech posloupnosti 0 a
1. Pomoci téchto posloupnosti muzeme vyjadrit redlnd ¢isla z intervalu (0, 1) v bindrni soustave,
nebot napi. z = 0,10110111011 . . .. MnoZina téchto posloupnosti vak ma mohutnost kontinua,
proto i Cantorova mnozina ma mohutnost kontinua.

3.5 Vypocet Hausdorffovy dimenze

Vytvoreni Cantorova diskontinua je popsédno vyse. Pfi trojndsobném zvétseni dostavame délku
jen dvakrat vétsi, tedy N =2, s = % Proto Hausdorffova dimenze vychazi

D_ log N log2

= = = 0,6309298 . 16
log:  log3 , 6309298 (16)

Hausdorffova dimenze je vétsi nez dimenze topologicka (ta je rovna nule), Cantorovo diskonti-
nuum tedy je fraktdlem.



4 Chaos - zakladni pojmy

4.1 Chaos

Terminem chaos je oznacena takova vlastnost dynamického a soucasné deterministického systému,
pii jejiz platnosti je nemozné vypocitat budouci stav systému. Chaos nastava zejména u téch
dynamickych systému, které vykazuji velkou citlivost na pocateéni podminky. V takovych
systémech se pri volbé minimélné dvou nekonecéné blizkych pocateénich bodu (reprezentujicich
pocéateéni podminky systému) tyto dva body posléze exponencidlné vzdaluji, takze budouci stav
systému neni mozné zadnym zpusobem predpovédét. Typickym predstavitelem chaotického
systému je napf. systém slozeny z kuzele a kulicky postavené na vrcholu tohoto kuzele. V
zavislosti na nekonecné malych zménach pocatecnich podminek kulicka spadne do libovolného
sméru, a muze tak dramaticky ovlivnit dalsi chovani systému.

4.2 Atraktor

Atraktor dynamického systému je mnozina stavi, do kterych systém sméfuje. Jinymi slovy
se jedna o mnozinu hodnot, kterych muze nabyvat stavovy vektor dynamického systému po
dostateéné dlouhém ¢asovém tuseku od pocatku. Existuje nékolik zdkladnich typu atraktoru.

Mmnozina pevnych boda Systém se v nekoneéném case ustdlil v néjakém stabilnim stavu,
ktery je mozné dopiedu vypocitat. Jde o nejjednodussi piipad.

Mmnozina periodickych nebo kvaziperiodickych bodi Systém se po urcité dobé ustali
tak, Ze osciluje mezi nékolika stavy, ty mohou byt bud spoécitatelné nebo nespocitatelné.

Chaoticky Vysledny stav systému nelze v podstaté nijak doptedu predpovédét. Muze to byt
zpusobeno mimo jiné tim, ze je systém velmi citlivy na zmény pocatecnich podminek.
Chaoti¢nost v tomto piipadé neznamend nahodnost (stochasticky systém), protoze se
stale bavime o systémech deterministickych.

Podivny Systém je popsdn minimalné tfemi navzajem souvisejicimi diferencidlnimi rovnicemi.
Tento atraktor bude vykazovat vlastnosti pravidelného, ale soucasné i chaotického atrak-
toru. Samotny termin podivny atraktor neni jesté presné matematicky definovan, ale
povazujeme za néj takovy atraktor, ktery vykazuje vlastnosti do jisté miry shodné s témi,
jaké maji fraktaly. Dale plati, Zze vSechny chaotické atraktory jsou soucasné podivnymi
atraktory, opacnda implikace neplati.



5 Logisticka rovnice

5.1 Uvod
Standardni tvar logistické rovnice je
Tpr1 = re,(1 —zy,), (17)

kde r je volitelny parametr a z je z intervalu (0,1). Z toho muzeme urcit interval hodnot
parametru r. Maximalni hodnotu x,,; zjistime z rovnice

dxn—i—l

dn r(l—2z,)=0. (18)

Z toho dostavame, ze x,,1 nabyva nejvétsi hodnoty pro z, = % Tedy max(z,41) = . Z toho
plyne, ze se r musi nachazet v intervalu (0, 4). Velmi ndzorné je grafické feseni (tzv. pavucinovy
diagram, viz obrézek), pokud logistickou rovnici resime jako dvojici rovnic

Tpi1 = rag (1 —xy,) Tyl = Tp . (19)

Golwebbing in the discrete logistic mep

(] o1 02 03 04 05 08 07 08 09

Obrazek 3: Logisticka rovnice

5.2 Stabilni feSeni

Zvolme libovolny bod z,,. K nému pak vezméme bod, jenz se od néj lisi o dz,. Hodnotu po
jedné iteraci muzeme vyjadrit jako

Tpi1 + drpg = flo, +da,] ~ flo,] + de, « f'lx,] . (20)
Tedy pro rozdil v polohach novych bodu je uréen vztahem
drpy1 = da, x f'x,] = da, xr(1 — 2x,) (21)

Bod, do kterého postupnou iteraci dokonvergujeme, sa nazyva stabilni feSeni. Zaroven pro tento

bod musi platit

danrl
dz,,

protoze kdyby tato podminka neplatila, po sobé nasledujici body by se od sebe zase vzdalovaly.
Pruseciky obou kiivek jsou feseni rovnice z = f(z). Hledejme tedy tato feseni. Pro jednoduchost
vynechame koeficienty.

= |r(1 - 2z,)| < 1, (22)

re(l—x)=x
z[l—r(1—2)]=0
refr —(1—r"1] =0
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Body feseni tedy jsou () = 0, 2 = 1 —r~1. Nynf je tfeba ur¢it intervaly hodnot r, na kterém
jsou tato feseni stabilni, neboli spliuji podminku (??). Pro x; = 0 vychézi podminka stability
0 <r <1 Proxs=1-—7r""nélez r do intervalu (1,3). Pro bod x = 1 se ned4 feseni oznacit
ani za stabilni ani za nestabilni, je zde neutralni. Abychom zjistili, jaka budou feSeni pro r z
intervalu (3,4), je tteba prozkoumat pripad, kdy x, s = x,. Dostavame rovnici

Trpor = 1T (1=2py1) = 7[rz,(1—2,)|[1—rz,(1—2,)] = 722, (1—2,)(1—rz,+rz?) = z, (24)
Pokud vynechame indexy, muzeme dale upravovat.

rr(l—2)(1—rz+ra®) =z
or?[l — (1 +7) + 2re? —r2®] =1 =0
o[—r32® +2r°2% —r*(1+ 1)z 4+ (r* = 1)] =0
—rgfr — (1 —r Dz - A +r e +r 14+ =0 (25)

V posledni rovnici jsou obsazeny i koteny, které jsme nasli pro z,,1; = x,. Je to proto, ze dva
cykly s periodou 1 davaji jeden cyklus o periodé 2. Pro pripad x,.2 = x, osciluje systém mezi
dvémi hodnotami feseni. Ty jsou dané kofeny rovnice (77).

L _ ;{(1 Y (= 3)(r + 1)]%}

1
2@ = 5 {4+ ) =r (= 3)(r + 1)]2} (26)
7 ptredchozich vzorcu je hned vidét, ze kofeny budou realné jediné pro r > 3. Druhou moznosti,
jak nalézt koteny cyklu s periodou 2, je pouziti vztahu
2 _
fla)-z_ o (27)
flx) =
Vylouéime tak rovnou kotfeny pro rovnici f(z) = x a piimo dostdvame zbyvajici koreny pro
rovnici f%(z) = z.
Cyklus s periodou 3, eliminovanim cyklu s periodou 1 nejjednoduseji najdeme pomoci vztahu
3 _
Flo-e_ (28)
flz) =

Vysledkem podilu je polynom Sestého fadu, jehoz kofeny jsou redlné jen pro r > 1 + /8.
Cyklus s periodou 3 tedy vznikd pro r = 1 + /8 = 3,8284 . ... Zcela analogicky bychom mohli
postupovat déle a dostavat cykly s periodou 5, 6, 7. ..

5.3 Bifurkac¢ni diagram

Vysledny stav logistické funkce (bez ohledu na pocateéni podminky) se po nekoneéné mnoha
iteracich ustali pro r € (0,1) na hodnote 0, pro r € (1,3) na hodnoté 1 — 1. Pro 7 = 3 dochézi k
rozdvojeni a stav systému dale osciluje mezi dvéma hodnotami. Rozdvojeni periody se nazyva
bifurkace. Zéavislost hodnot(y) koneéného stavu na hodnoté parametru r se nazyva bifurkacni
diagram.

Pii r = 1 4+ /6 = 3.449489 . .. dochézi k d'alsimu zdvojeni periody. Vznikaji cykly s periodou
4. Zvysovanim r zdvojovani period pokracuje dale, vznikaji bifurkace s periodou 2% | k =
3,4,5... na stale kratsich intervalech, az do hodnoty r = 3, 5699457 . .. coz je tzv. ”akumulacéni
bod”, kde za¢ina chaoticky rezim - cyklus s nekonecnou periodou. Chaoticky rezim je vsak
v nékterych mistech prerusen uzkymi okny cyklu s koneénou periodou. Napf. pro r = 1 +
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V8 = 3,8284 ... se objevuje cyklus s periodou 3. Dalsi rist parametru r po tomto cyklu je
nasledovany bifurkacemi s periodou 6, 12.... Logistickd rovnice tak ma tfi rezimy chovani:
ustaleny, periodicky a chaoticky.

1

0.9
08
0.7
06

= 0.5
0.4
0.3
02

0.1

¥

i

1

30

akumulacny

3.5440890
hod

Obrézek 4: Bifurka¢ni diagram

Bifuka¢ni diagram vykazuje fraktalovy charakter - kvazisobépodobnost na ruznych tdrovnich.
Zvétseny vysek diagramu je velmi podobny originalu, ze kterého samotny vysek pochazi. Jeho
pribliznou fraktalni dimenzi bychom mohli urcit experimentalnim zpusobem. Velmi zvlastnim
jevem je, ze pomér mezi sousedicimi intervaly zdvojovani period je staly, jeho velikost udava
Feigenbaumova konstanta, kterd mé hodnotu 4,66920160. . . Velikost této konstanty zatim neni
teoreticky vysvétlena.

n cyklus 27 r

1 2 3,00

2 4 3,449490

3 8 3,544090

4 16 3,564407

5 32 3,568750

6 64 3,56969

7 128 3,56989

8 256 3,569934

9 512 3,569943
10 1024 3,5699451
11 2048 3,569945557
oo | akumulacni bod | 3,569945672
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5.4 Ljapunoviv exponent

Chaoticky rezim logistické rovnice vykazuje vysokou citlivost na pocatecni podminky, coz je
charakteristickd vlastnost nelinedrnich systému. Podle rovnice (??) je rozdil v urceni dvou
blizkych bodu po probéhnuti jedné iterace roven

dx, 1 = dx, * f'lx,] = de, xr(1 — 2x,) . (29)

Obecné po n iteracich bude platit

n—1 n—1
|dx,| = |dxo| * H |f'[xi]| = dxo * H r(1—2z;), (30)

i=0 =0

kde |dxg| je rozdil mezi body na pocatku. Pokud mé tento rozdil pro chaotické systémy expo-
nencidlné rychle rust, musi byt rovnice (??) ekvivalentni vyjadient

|da,| = |dxo| * 22, (31)

kde A je definovan jako Ljapunovuv koeficient. Plati pro néj tedy rovnice

n—1 n—1

1 1
A= lim — Z log, | f'[x;]] = lim — Z log, |7(1 — 2x;)], (32)
i=0 [ L,

n—00 1), “

Rozlisujeme tii moznosti vysledku:

A < 0 Atraktor systému je bud jeden stabilni bod nebo periodickd posloupnost bodu. Zaporny
Ljapunovuv exponent je charakteristicky pro disipativni nebo nekonzervativni systémy
(tlumeny harmonicky oscildtor). Cim je absolutni hodnota zdporného exponentu vétsi,
tim vic je systém stabilni. Pro A = —oo se dostavame do tzv. superstabilniho bodu.

A =0 Systém se nachézi v jistém stabilnim stavu, ktery je zaroven jeho atraktorem. Nulovy
koeficient odpovida konzervativnim systémum (napf. netlumeny harmonicky oscilator).

A > 0 Systém je nestabilni a chova se chaoticky. Dva na pocatku velmi blizké body se expo-
nencialné rychle vzdaluji. Prikladem je Brownuv pohyb. Ackoli je tento systém determin-
isticky, nemuzeme nijak urcit vysledny stav.

Diagram hodnoty Ljapunovova exponentu v zavislosti na parametru r pro logistickou rovnici
velmi uzce souvisi s jejim bifurkaénim diagramem. A protoze bifurka¢ni diagram jevi urcitou
fraktalni strukturu, musi mit tuto strukturu i diagram pro Ljapunovuv exponent. Grafy pro
Ljapunovuv exponent v zavislosti na hodnoté r jsou uvedeny nize.
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