Rotace tuhého télesa

Eulerovy uhly

K popisu rotace tuhého télesa se hodi zavést systém souradnic zi, x2, x3 spojeny s télesem,
ktery miizeme umistit do poc¢atku pevného souradného systému X, Y, Z. K popisu polohy télesa
v uréitém Case ndm poslouzi t¥i tzv. Fulerovy uhly.

Obrézek 1: Definice pouzitych soufadnic

Pohybujici se rovina 129 protind pevnou rovinu XY v uzlové primce. Jeji kladny smér je dan
vektorovym soucinem z X xg, coZ jsou jednotkové vektory ve sméru stejnojmennych os. Definujeme
thel € mezi osami Z a x3, ¢ mezi osou X a pfimkou ON a ¢ mezi 1 a ON. Nyni si vyjadiime
vektor thlové rychlosti €2 v soutadnicich 1, x2, 3 pomoci Eulerovych thli a jejich derivaci.
Nejdrive si vyjadrime thlové rychlosti 9 QS 1/) 6 mifi ve sméru ON a m4 slozky 6; = 0 cos Y,

0y = —0sin, 93 = 0. Rychlost ¢ ve sméru osy Z mé slozku ¢g = gbcos f a prumét do roviny zixs
Hsinb. Slozka ¢1 = ¢sinfsine a ¢ = ¢sin b cosp. Uhlova rychlost ¢ lezi v ose z3. Pro vyslednou
thlovou rychlost €2 tedy dostaneme

0y = ¢sinbsiny + 6 cos

Qy = $psinf costp — Osinp (1)

Q3 = ¢cosb + 1)
Kinetickd energie rotace je ddna vztahem (pokud jsou osy z1, x2 a x3 zvoleny tak, Ze moment
setrvacnosti méa diagonélni tvar)

1
Tror = 5(sz + 1,02 + 13092) (2)

Pro symetrické téleso (I; = Iy # I3) ji mizeme piepsat do podoby

Trot = §(Il¢2 sin? 0 4 6%) + §Ig(¢c089+¢)2 (3)



Vzhledem k symetrii mazeme osy x1, x2 zvolit libovolné, vyhodné je smérovat z; podél ON
(» = 0). Rovnice (1) se zjednodussi

Q=6
Qs = dsinb (4)
Q3 = ¢pcosb + 1)

Jednoduché aplikace predchozich poc¢tl je uréeni volného rotace symetrického télesa. Osu Z zvo-
lime ve sméru konstantniho momentu hybnosti M télesa. Osu z; vedme ve sméru uzlové primky
a x3 af obsahuje osu symetrie t&lesa. Slozky momentu hybnosti jsou pak M; = I, = [0,
My =1Qy = Lipsinf a Mz = I3Q5 = I3(¢cos @ +v)). Vzhledem k tomu, ze z; L Z, tak My = 0,
My = M sinf, M3 = M cos 6. Porovnanim téchto vyrazt dostaneme

=0, L =M, Is(¢cosf + ) = M cosf (5)
Z prvni rovnice plyne, ze 6 (¢ili tthel mezi osou symetrie télesa a smérem M) je konstantni. Dalsi
dévé velikost thlové rychlosti precese ¢ = M/I; a posledni ur¢uje rychlost rotace télesa kolem
vlastni osy Q3 = (M/I3) cos 6.

Eulerovy rovnice

Pro pohyb v pevné soustavé soufadnic mame rovnice

dP
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Abychom nasli vztah mezi celkovym momentem hybnosti télesa M a rychlosti €2, musime nejdfiv
rovnice (6), (7) transformovat do rotujici soustavy z1, za, z3. Obecné, pokud méme vektor A,
ktery se v rotujici soustavé nemeéni, tak miizeme jeho ¢asovou zménu v pevné soustaveé napsat jako
dA/dt = Q x A. Pokud pfiddme i ¢asovy vyvoj vektoru A v rotujici soustavé, ktery ozna¢ime
d’ A/dt, dostaneme

dA dA
—=—4+0xA
ar ~ ar 0 ®)
Rovnice (6), (7) mizeme pomoci (8) pfepsat do tvaru
dP
QxP=F

;X 9)

/

M
ddt +QxM=K (10)

Nyni derivujeme podle ¢asu v rotujici soustaveé, takze mtzeme piedchozi dvé rovnice rozepsat do
slozek ve smérech x1, zo, x3. Celkovou hybnost P nahradime souéinem 'V

d V;
% <1 + Q2 V3 —93V2> =F

dt
dV;
4 <dt2+93V1 QlVS) = Iy (11)
dV:
p <3 + Vs — 92V1> = Py
dt
Druhou rovnici prepiseme do nasledujiciho tvaru za pouziti relace M; = I, atd.
dQ
Ilditl + (I3 — I)Q:03 = K,
dQ
IthZ + (I — I3)2301 = K> (12)
dQ
Iy + (I = 1) = K



Rovnice (12) se nazyvajl Eulerovy rovnice. V piipadé, Ze rotujici téleso neni umisténé v zaddném
vnéjsim poli, pak K = 0 a rovnice pfejdou na

dQ

o T s~ 2)2Qa/1 =0

dQ

de + (I — L) /1 =0 (13)

dQ

(= 1)/ =0
Vratme se opét k symetrickému rotujicimu télesu (I; = I2). Plati Q5 = 0, tedy Q3 = konst. Prvni
dvé rovnice prepiSeme jako 2y = —w s, Qs = Wy, kde

wzﬂg(lg—ll)/ll (14)

Po vynésobeni druhé rovnice i a pfi¢teni k prvni dostaneme d (21 +i€22)/dt = iw(Qy +iQs), takze
Qy +1iQy = Ae™?, konstanta A je pfi vhodné volbé pocateéniho ¢asu redlna.

0y = Acoswt Oy = Asinwt (15)

Vysledkem je, ze slozka thlové rychlosti kolma na osu symetrie télesa rotuje rychlosti w a jeji
velikost je konstantni A = \/Q2 + Q3. A vzhledem k tomu, Ze slozka Q3 je rovnéz konstantni, lze
usoudit, ze €2 rotuje okolo osy télesa a ma konstantni velikost. Pokud vezmeme v potaz relace
M, = Qs atd. mezi slozkami © a M, vykonava vektor momentu hybnosti M vzhledem k ose
télesa stejny pohyb.

Nyni miZeme vzit rovnice (5) a dostaneme z nich

1

. 1
—ngcosﬁchosﬁ(Ig—Il>7 (16)

. M cos @
Y= A

coZ je ve shodé s (14) .
=Dl — N)/1s (17)



