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Transmutace potenciali, Luneburgova a Eatonova cocka

Ekvivalence geometrické optiky a klasické mechaniky

Maupertuistv princip v klasické mechanice

5/0 V2m[E — V(P)]dl = 0. (1)

Fermativ princip v optice

5 /C ndl = 0. (2)

U obou znaci C' trajektorii a dl element trajektorie.

7 analogie Maupertuisova principu a Fermatova principu plyne, Ze sifeni paprsku a optickém
prostiedi s indexem lomu n(r) bude probihat po stejnych trajektoriich jako pohyb ¢astice s energii
E v potencidlu V(7), jestlize

n(r) = \/2[E — V(7)) neboli V(7)) =F — %ﬁ‘)? (3)

pricemz hmotnost ¢astice jsme polozili rovnu jedné.

Luneburgova cocka

Uvazujme pohyb 2D harmonického oscilatoru s potencialni energii

r

Vi =1, (1
kde r = /22 + y2. Jde o tzv. Hookuv potencial. Ztotoznéme rovinu zy s Gaussovou rovinou kom-
plexnich ¢isel z = x + iy. Newtonovy pohybové rovnice & = —x, §j = —y pak lze zapsat jako

d?z

— =, 5

a obecné feseni této rovnice je linedrni kombinaci funkei ', e~. Napisme feSeni jako
z(t) = e“(acost + ibsint) (6)

Ctvrta integra¢ni konstanta spoc¢iva ve volbé pocatecniho okamziku odeétu ¢asu, coz by v predchozi

rovnici odpovidalo nahrazeni veli¢iny ¢ veli¢inou ¢ — ¢y3. Soubor konstant «, a, b, ty pak zcela urcuje

feSeni pohybovych rovnic. Konstantu ¢, ale déle polozime rovnu nule. Je-li @ = 0, pak z(t) =

acost +ibsint, coZ je rovnice elipsy s poloosami a, b a stiedem v poc¢atku. Faktor e lze pak chépat

jako otoceni elipsy kolem pocatku o thel a.. Takové jsou tedy trajektorie v Hookové potencialu.
Jak souvisi integracni konstanty o, a, b s energii castice? Plati

%) 2 1 ’ b2
E = L—zﬂﬂ = 5(\ —asint +ibcost|> + acost + ibsint|?) = : —g (M)



Bez Gjmy na obecnosti miizeme energii polozit rovnu jedné, F/ = 1, protoze potencial je homogenni
funkci soufadnic! a zména energie je proto ekvivalentni nagkilovani souradnic. Pro poloosy elips pak
bude platit a® + b? = 2 a index lomu v ekvivalentnim optickém problému dostaneme z rovnic (3) a

(4) jako
n(r)=v2—r2. (8)
Spocitejme nyni, pro jaka ¢t dojde k protnuti trajektorie s jednotkovou kruznici. Z rovnice (6)
dostavame

2> = |acost +iV2 — a?sint|* = a*(cos®t — sin®t) + 2sin*t = 1+ (a* — 1) cos 2t (9)

a tedy z = 1 pro takova t, pro néz cos 2t = 0, tedy

1
tm = (m - 5) g (10)
pro celociselné m.

Oznac¢ime-li fazi komplexniho &sla a + bi jako v, tj. a + bi = /2, pak je velmi snadné z (6)
ukazat, ze plati
2(t) = £(ty) = &Y (11)

Uvazujme soubor paprski protinajicich jednotkovou kruznici ve stejném sméru, tj. 2(¢yp) = ¢, kde
lc| = 1. Vskutku, rychlost ¢astice na jednotkové kruznici musi byt jednotkova diky tomu, Ze energie
je rovna jedné. Pak vidime, ze z(t;) = ¢, tedy vSechny paprsky se protnou v bodé z = ¢ opét na
jednotkové kruznici.

Pokud bychom index lomu polozili roven jedné vné jednotkové kruznice, pak uvedeny index lomu
soustfeduje rovnobézné paprsky do jediného bodu. Odpovidajici zafizeni se nazyva Luneburgova
cocka:

Transmutace potenciali

Méjme v roviné centralni potenciadl U(p) a jemu odpovidajici rotacné symetrické rozlozeni indexu
lomu N (p). Rovinu p nazveme virtudlni prostor.

Nyni provedeme transmutaci indexu lomu. Ztotoznime virtualni prostor, tj. rovinu p, s komplexni
rovinou w a konformné ji zobrazime na jinou komplexni rovinu z pomoci analytické funkce

z = f(w) (12)

1Je-li funkce f homogenni funkci soutadnic k-tého fadu, plati f(c) = c* f(7) pro kazdé ¢ > 0.




Pak nazveme rovinu z fyzikdlnim prostorem r. Paprsky virtualniho prostoru se zobrazi na paprsky
fyzikalniho prostoru funkci f a index lomu N(p) a potencidl U(p) se transformuji do nového indexu
n(r) a potencidlu V(7).

Index lomu transformujeme snadno. Chceme-li, aby optickd délka libovolné krivky ve virtualnim
prostoru byla stejné jako opticka délka jejiho obrazu ve fyzikalnim prostoru, musi platit

n(z)dz| = N(w)|dw], (13)
odkud 4
w
=N — . 14
n(z) = N(w) | (14)
Méame stésti: protoze je derivace ‘é—i’ nezavislad na sméru (fazi) dz, je index lomu také na ni nezavisly

a tedy izotropni. Je to pfimy dusledek toho, ze zobrazeni w — z = f(w) je konformni.
Pro pfepocet potencidli pouZijeme (3) a dostaneme

2

do e = U(w)]. (15)

V(z)=F — P

Zde € a E znad¢i po fadé energie ¢astice ve virtualnim a fyzikalnim prostoru.

Dilezity je pripad, kdy jsou oba potencidly U,V centralni, coz odpovida rotacné symetrickému
rozlozeni indexti lomu. Pfirozena funkce, kterad centralni potencial prevede opét na centralni, je
mocnina, protoZze pak |dw/dz| nezavisi na fazi w ani na fazi z:

z=wt, (16)
kde k € R. Tehdy w = z'/*, |dw/dz| = 2%/ |k| a

N(p(r)ri/-!

(r) = = (a7

r201=k)/k
V() =E - —5— (e — U(r*)) (18)

Hodnota E muze byt zvolena libovolné, pfi jeji zméné se zméni cely potencial V (r), takze kineticka
energie — jedina relevantni veli¢ina — zistane v kazdém bodé zstejna.

o Transmutace Hookova potencialu v Newtoniv

Transmutujme Hooktv potencidl U(p) = ap* pomoci (17) s k = 2. Z rovnice (18) pak dosta-

neme 0 e
V(ir)=E+ - — — 19
=B+ % (19)
Mize nastat nékolik pripadi:
(i) Pro @ > 0,¢ > 0 polozime F = —a/4 a dostaneme V(r) = —e/(4r), tedy pritazlivy

Newtontv potencial se zapornou energii. Tomu odpovida pohyb po elipse, viz obr. 1.

(ii) Necht o = 0, > 0. To odpovida konstantnimu potencidlu U(p) = 0, tedy volnému pohybu

ve virtualnim prostoru. Polozime F = 0 a dostaneme V' (r) = —¢/(4r), tedy opét ptitazlivy
Newtonuv potencial. Energie ve fyzikalnim prostoru je ale nyni nulova a pohyb parabolicky —
viz obr. 2.

(iii) Necht o < 0,e > 0. Ve virtudlnim prostoru mame nyni odpudivy harmonicky potencial.
Polozime F = |«|/4 a znovu dostaneme stejny pritazlivy Newtontv potencidl V (r) = —e/(4r),
tentokrat ale s kladnou energii, ¢emuz odpovida pohyb po hyperbole.



Obrazek 1: Transmutace Hookovych elips v Keplerovy elipsy

(iv) Necht a@ < 0,e < 0. Potencidl ve virtudlnim prostoru je stejny jak predtim. Polozime
E = |a|/4 a dostavame odpudivy Coulombtiv potencil V (r) = || /(4r). Ve fyzikdlnim prostoru
mame hyperbolicky pohyb, centrum potencialu je ale u opacné vétve hyperboly, nez po které
nastava pohyb.

(v) Necht a@ < 0,e = 0. Potencial ve virtudlnim prostoru je stejny jako predtim. Polozime
E = |a|/4 a dostaneme prekvapivé V(r) = 0 a trajektorie jsou pfimky.

Obrazek 2: Transmutace konstantniho potencialu v Keplertuv potencial s nulovou energii, kde trajek-
torie jsou paraboly.



