USTAV TEORETICKE FYZIKY A ASTROFYZIKY
PRIRODOVEDECKA FAKULTA MASARYKOVY UNIVERZITY

Teoreticka mechanika

poznamky k prednaskam

Tomas Tyc

Posledni aktualizace: 24. fijna 2023

Tyto pozndmky jsou urceny jako pomiucka pro porozumeéni prednaskam z predmetu Teoretickd mechanika
(F4120) a nemaji ani nemohou nahradit ucebnici teoretické mechaniky. Jsou k dispozici v elektronické
podobé na adrese www.physics.muni.cz/~tomtyc/tm.pdf



1 Lagrangeova formulace mechaniky
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1.1

Hamiltonav princip (princip stacionrni akce)
Fyzikalni zékony lze ¢asto zformulovat lokalné nebo globalné:

— lokalni formulace — zkoumame, co se déje v daném casovém okamziku ¢i v daném bodé;
v mechanice jsou lokalnimi zdkony Newtonovy zakony, v geometrické optice napt. zakon
odrazu a zakon lomu (Snelliv zikon)

— globalni formulace — zkoumame pohyb ¢i jiny jev jako celek pres dany casovy tsek; v me-
chanice Hamiltonav princip, v optice Fermattv princip staciondrniho (¢i nejmensiho) casu

Hamiltontv princip se tyka nasledujici otazky: Predpokldadejme, ze mame néjakou ¢astici, ktera se
nachézi se v danych vnéjsich podminkach (v daném silovém poli). Je zadand poc¢atecni a koncova
poloha ¢éstice (tj. polohy v danych casech t = ¢, a t = t3). Po jaké trajektorii se bude ¢éstice
pohybovat? (Na obréazku jsou nakresleny rtznymi barvami tii trajektorie.)

X
Xy

X2
tl‘ t2 ’t

Pro kazdou myslitelnou trajektorii (i zjevné nefyzikalni ¢i nesmyslnou) definujeme tzv. akei S,
jejiz hodnota zavisi na trajektorii jako celku

Hamiltontv princip iké, Zze skutecny (fyzikalni) pohyb nastava po takové trajektorii, pro kterou
nabyva akce staciondrni hodnoty (¢asto je to zaroven hodnota nejmensi, ale ne vzdy)

Stacionarnosti akce myslime to, ze pri malé zméné trajektorie se s prvnim fadu akce nezméni;
vice viz nize
Akci pro danou trajektorii popsanou polohovym vektorem 7(t) 1ze vypocitat jako integral z tzv.
Lagrangeovy funkce (lagrangidnu):
to .
s= [ Li.fo. )
t1

Lagrangeova funkce zavisi na soutadnicich, jejich prvnich derivacich a pripadné na case; vétsinou
je rozdilem kinetické energie T" a potencidlni energie V'

Priklad — hmotny bod v 3D prostoru v potencidlu V (z,y, 2, t):

L(z,y,2,0,9,5) =T —V = %(:i:Q P42 — Ve y, 2, 1), (2)

Priklad — hmotny bod v roviné, popis pomoci polarnich souradnic:
m
L(’]”, ®, 7"7 90) =T-V= 5(712 + 7”2@2) - V(T7 90)7 (3>
Priklad — nabita ¢astice (s ndbojem ¢) v elektromagnetickém poli. Lagrangidn je

1 -
LzémUZ—l—qUA—ng,

kde A a ¢ je vektorovy a skalarni potencial, se kterymi souvisi elektrické a magnetické pole jako
B=rotA, E = —grad ¢ — %—’?.
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Odvozeni charakteru pohybu primo z principu stacionarni akce

Jak si ukdzeme, z principu stacionarni akce lze odvodit (lokalni) pohybové zikony. Lze ale na
zékladé principu stacionarni akce néjak vystihnout charakter pohybu primo? Ano, lze. My si to
ukazeme na nékolika prikladech. Pritom budeme uvazovat, ze akce je nejen stacionarni, ale zaroven
i nejmensi

Uvazujme volnou ¢astici (potencidlni energie je vSude nulova, na ¢astici neptisobi zadné sily).
Predpokladejme, ze pocatecni a koncovy bod splyvaji. Jakému pohybu odpovida nejmensi
akce?

— Akce nemize byt v tomto pripadé zaporna, protoze pii V =0 je S = ttf %vadt. Nulova

akce, a tedy i nejmensi mozna, pak odpovida tomu, ze castice celou dobu stoji na misteé.
Uvazujme opét volnou éastici, tentokrat ale pocatecni a koncovy bod nesplyvaji.

— Pokud by se ¢astice pohybovala mezi obéma body po zakfivené draze, musela by urazit vétsi
vzdalenost, nez pokud se bude pohybovat pifimo. Diky tomu by musela mit v primeru vetsi
rychlost, coz by zvétsilo akci. Proto je nejvyhodnéjsi primocary pohyb.

— Oznac¢me a vzdalenost pocatecniho a koncového bodu a srovnejme akci pro rovnomérny
pohyb, Sy = Z(£)*T = ’g—;‘? a pro takovy pohyb, kdy by ¢éstice po dobu T'/2 byla v klidu
a pak probéhla drahu a za zbyly ¢as T'/2, coz je Sy = m(2?“)2T/2 = m2® Meng{ akce tedy

2 T
odpovida rovnomérnému pohybu.

— Podobné by se ukézalo, ze akce by byla vétsi nez pro rovnomérny pohyb i tehdy, kdyby rych-
losti ¢éstice v intervalech [0,7/2] a (T'/2, T jakkoli lisily. Akce je tedy mensi pro rovnomérny
pohyb nez pro pohyb nerovnhomérny.

— Tuto uvahu lze aplikovat na libovolné maly tusek drahy, takze je vidét, ze nejmensi akce
odpovida rovnomérnému pohybu

Celkové tedy pro volnou castici ziskavame vysledek, ze bude setrvavat v klidu nebo se bude
pohybovat rovnomérné primocare. To je pfesné 1. Newtonuv zakon, zdkon setrvacnosti, ktery
jsme takto odvodili primo z principu nejmensi akce.

Uvazujme ¢astici v homogennim gravita¢nim poli, pro jednoduchost v 1D (na svislé piim-
ce), pocatecni a koncova poloha necht opét splyvaji (y; = y» = 0) a odpovidaji nulové hladiné
potencialni energie, pocatec¢ni a koncovy cas jsou po radé 0 a 7.

— Otazka: bude akce minimélni tak jako u volné ¢astice pro takovy pohyb, kdy castice stoji na
misté? Nyni uz ne, protoze v akci kromé kinetické hraje roli i gravitacni potencialni energie
V =mgy.

— Pro snizeni akce bude vyhodnéjsi, aby se ¢astice néjakou dobu nachazela v mistech s kladnou
potencialni energii

— Idedlni proto bude, aby ¢astice vyletéla nahoru a pak zase spadla dolt. Ne ale prilis vysoko,
protoze pak by zase prilis narostla kineticka energie a tim i akce

— Navic je vyhodné, aby castice déle prodlévala ve vétsi vysce, aby se v akci vice uplatnil vliv
potencidlni energie. Proto je vyhodny nerovnomérny pohyb — ve vétsi vysce mala rychlost,
v mensi vysce veétsi rychlost. Idealni tedy bude zrychleny pohyb se zrychlenim smétujicim
dolu.

— Presné takovy pohyb bychom v gravita¢nim poli ¢ekali na zdkladé 2. Newtonova zakona.
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1.2 Eulerovy-Lagrangeovy rovnice

e Uvazujme pro jednoduchost jednorozmérny pohyb c¢astice v potencidlu V', v poc¢atecnim case t;
je jeji poloha x; a v koncovém case 5 je jeji poloha zo

o Zakladni myslenka: pokud najdeme trajektorii x(t), které odpovida stacionarni akce, pak pro
trajektorii k ni blizkou 2'(t) se bude akce lisit jen velmi mélo — nikoli v prvnim, ale az druhém
radu zmeény trajektorie

 Je to podobné jako u bézné funkce y(z). V okoli bodu = = ¢ ji mizeme rozvinout do Taylorovy

rady
!
x
P11 velmi malé zméné z se zméni také y, a to obvykle linedrné se zménou z (konstantou imérnosti
je zde y'). Pokud mé ale funkce y(z) v bodé zy staciondrni bod (napf. minimum), je derivace
dy/dz nulova a zména y proto bude mnohem mensi — az druhého fadu ve zméné z, viz tieti ¢len
v rovnici (4) a nasledujici obrazek:

y(x) = y(z0) + ¥ (zo)(x — o) +

zména x Xo
« Rozdil obou trajektorii oznac¢me dz(t), tedy a'(t) = x(t) + dx(t). Funkce 0z(t) je nulova pro t = t;
a t = ty, protoze obé trajektorie splnuji okrajové podminky x(t1) = x1 a z(t3) = a:

X} Xr

o~
~
[\®]
-

» Vyjadireme akci pro zménénou trajektorii:

S = / ; Lix(t) + 6x(t), & (t) + di(t), f)dt (5)

t1
» Rozvineme L[z(t) + dz(t),2(t) + 0&(t),t] do Taylorovy fady, pri¢emz explicitné piseme jen ¢leny
prvniho radu:
. . . oL oL . .
Lix(t) + dx(t), &(t) + 02(t), t] = L{z(t), z(¢), t] + I dx(t) + % 0 (t) + [¢vi]. (6)
Zde [¢vi] znaci souhrn vsech clent fadu vyssiho nez prvntho v dx a di. Nyni dosadime (6) do (5):

S = / tzL[:zc(t),jc(t),t]dtJr / tzg—iax@)dw / th—iéfc(t)dtﬂévﬂ (7)

t1 t1 t1

4
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Posledni integral prevedeme metodou per partes, tj. vyuzijeme vztahu

d (0L oL oL d oL oL
T <% 5:16(75)) T (8 ) dx + 5 dt&c( ) = T (8 ) dx + %(537( ), (8)
ktery do integralu dosadime, a dostaneme
2oL oL b d (0L
[ S5 sitayar = {Eii‘&”()}% —»ja < (Ei%) 53 (¢)dt ()
Protoze dx(t1) = dx(t2) = 0, vynuluje se hranata zavorka a pro akci S’ nakonec dostdvame
2T9L d oL
= Evi 1
S S+/t1 {8:1: TR } dz(t)dt 4 [Evi] (10)

o Integral v rovnici (10) vyjadiuje tzv. prund variaci akce, tedy linedarni ¢ast zmény akce odpovidajici
zméné trajektorie dx(t); znacime ji 65

o Jestlize se akce v prvnim fadu nelisi, mél by byt integral v rovnici (10) nulovy pro kazdou odchylku
0x(t) obou trajektorii. To je mozné jediné tehdy, jestlize je v kazdém case nulova hranatd zavorka,

tedy jestlize
doL 0oL

— == 11

dt 0z Ox’ (11)
coz je vysledek celého odvozeni — tzv. Eulerova-Lagrangeova rovnice, kterda popisuje pohyb v kaz-
dém okamziku a je tedy pohybovou rovnici.

o Ma-li soustava vice stupnu volnosti, plati podobna rovnice pro kazdy z nich:

d oL oL

— = =1,... 12
o Priklad: pro lagrangian (2) rovnice (12) daji
mi = —(Z—Z, mij = _%’ mz:—%—z neboli mr'=—-VV = F, (13)

coz je druhy Newtontv zakon, protoze sila je zdporné vzaty gradient z potencialni energie.
» Priiklad: pro lagrangian (3) rovnice (12) daji:

mi = mro* — %—V, i(7717"2@) = —— (14)
r

Prvni rovnici lze piepsat jako m(i'—r@?) = %V, coz Je prumét 2. Newtonova zakona do radialniho

sméru, protoze zrychleni v radidlnim sméru je #* — r¢? a sila je —9V /Or. Druhou rovnici miizeme
prepsat jako L = M, kde L, M jsou po fadé moment hybnosti ¢astice a moment sily ptisobici na
Castici, oba vztaZené k pocatku soustavy souradnic.

o Priklad: jednoduchy kladkostroj.

Mame jeden stupen volnosti, zobecnénou soutadnici ¢ oznac¢ime podle obrazku.
Velikosti rychlosti obou téles jsou ¢, jejich potencialni energie jsou po radé —m,gq
a magq, lagrangidn je tedy L = §(mq+ms)¢*+ (m1 —ms)gq. Lagrangeova rovnice

C e my—ma
(12) pak d& ¢ = 2 g.
IProtoze uvedenou derivaci miiZzeme piepsat jako —g—v = —rlimagy—o % = rF, = M (F, je thlova slozka sily

pusobici na ¢astici).
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1.3 Vlastnosti Lagrangeovy funkce

V ptedchozim jsme si Tekli, ze Lagrangeova funkce je rozdilem kinetické a potencialni energie. Lze
tuto skutec¢nost odvodit z néjakych obecnéjsich ivah a principa? Odpovéd je kladnd; o takové
odvozeni se budeme nyni snazit. Budeme proto uvazovat, ze o tvaru Lagrangeovy funkce L zatim
nic nevime — vime jen to, ze L existuje a ze plati Hamiltontiv princip.

1.3.1 Otazka jednoznacnosti Lagrangeovy funkce

Muze se stét, ze dvé ruzné Lagrangeovy funkce daji stejné pohybové rovnice (a jsou tedy ekviva-
lentni{)?

Ano. Napriklad vynésobeni lagrangianu konstantou nebo pri¢tenim konstanty rovnice nezméni
(dokazte si sami).

Rovnice se nezméni ani tehdy, kdyz k lagrangianu pricteme uplnou casovou derivaci libovolné
funkce souradnic a ¢asu (ale ne rychlosti). Tedy pokud

df((]1,~--7Qn>t)

L'=1
+ dt ’

(15)
lagrangiany L i L' davaji stejné pohybové rovnice

Piimy dikaz je ponékud zdlouhavy. Lepsi je vyuzit Hamiltontiv princip. Vypocitejme akci odpo-
vidajici L' pro libovolnou trajektorii:

t2 2 2 dq e Gyt

t1 t1 t1

Protoze jsou zobecnéné soutradnice v poc¢ateénim i koncovém case pevné zadané, je posledni ¢len
nezavisly na trajektorii. Proto obé akce S i S’ nabyvaji minima pro stejnou trajektorii a pohyby
popsané obéma lagrangiany jsou tedy shodné. Proto musi byt stejné i pohybové rovnice. Také je
vidét, ze kdyby f zaviselo i na rychlostech, které v okrajovych bodech trajektorie zadané nejsou,
pohyb a tedy i rovnice by uz stejné nebyly.

Priklad: necht f(q,t) = ¢3sinat. Ovéfme pHmym vypoctem, Ze lagrangiany L a L' = L+ f daj
stejné pohybové rovnice. Plati L' = L + 3¢*¢sinat + aq® cosat a

dor’ doL d d oL
Loe — dtoa + Ei%q2 sinat = TR + 6qqsin at + 3aq® cos at (17)
q q q
oL’ oL
= oo + 6¢q sin at + 3aq® cos at (18)
q q
Na obou stranach pohybové rovnice %%—Lq./ = %—Z se tedy objevi stejné ¢leny, které po odecteni daji
rovnici %g—{; = g—g. Tim je ekvivalence obou rovnic pro tento priklad primym vypoctem ovérena.

Aditivnost: necht je systém slozen ze dvou podsystémii A, B, z nichz prvni je popsan zobecnénymi
souradnicemi ¢, ..., ¢, a druhy ¢mn.1,...,q,. Pfedpokladejme nyni, Ze lagrangian systému je
souctem lagrangiani obou podsystému:

L=Ls+Lg mneboli L=1Las(q1, - sqm:sG1s--->Gm;t)+Le(G@ms1s---sqn,Gmits---,Gn,t). (19)

Jak se lze snadno presvédcit, pohybové rovnice pro stupné volnosti podsystému A (tj. 1,2,...,m)
nyni neobsahuji proménné ¢,,,11, . . ., ¢, podsystému B a naopak. To znamend, oba podsystémy se
nijak neovlivnuji. A plati to i naopak: pokud dva podsystémy néjakého systému spolu neinteraguji,
pak celkovy lagrangian je souctem lagrangiani obou podsystémai.

6
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o Fyzikalné muze byt tato situace realizovana napt. tak, ze oba podsystémy jsou si velmi vzdalené.
Jiny priklad — u lagrangianu v homogennim gravita¢nim poli rovnobézném s nékterou kartézskou

-2

mx

soufadnicovou osou (napf. z) jsou pohyby ve tfech smérech x,y, z nezavislé, protoze L = (™5~) +

(mTyz) + (mTZQ — mgz) se pravé uvedenym zpiisobem separuje.

1.3.2 Tvar Lagrangeovy funkce

o Mechanickou soustavu vzdy sledujeme vzhledem k néjaké soustavé, vici niz mérime napt. polohy
a rychlosti ¢astic v zavislosti na case. Takové soustavé rikime vztazna soustava.

« Uvazujme ¢astici velmi vzdélenou od vSech jinych téles, takze ji nic neovliviiuje (neptisobi na ni
zadné sily). Takové castici fikdme volna.

o Pri zkoumani pohybu castice velmi zalezi na tom, jakou pouzijeme vztaznou soustavu; v nékteré
mtZze pohyb vypadat velmi sloZité, v jiné jednoduse?. Dokonce mohou byt neekvivalentni riizné
¢asové okamziky (kdyZ napf. budeme pozorovani provadét z kosmické lodi se zapnutym motorem,
ktery ji stale rychleji roztaci, bude pohyb c¢éastice v jednom case jiny nez v jiném case, tj. rizné
okamziky jsou neekvivalentni). Lze pak Fici, ze ¢as se jevi v této soustavé jako nehomogenni.
Podobné muze byt i prostor nehomogenni, ale i anizotropni. Napt. pri pohledu z rovnomérné
a primocare zrychlujici rakety by zminénd volna ¢astice nemohla nikdy setrvavat v klidu.

o Experiment vsak ukazuje, ze ve zminéném pripadé volné ¢astice lze vzdy najit takovou vztaznou
soustavu, ze Cas se jevi jako homogenni a prostor jako homogenni a izotropni. Takové soustavé
fikdme inercialni. Pokud je vici této soustaveé volna castice v klidu v néjakém okamziku, bude
v klidu stéle.

o Uvazujme o Lagrangeové funkci volné ¢astice vuci inercialni soustavé. Lagrangeova funkce nemuze
obsahovat polohu c¢astice ani ¢as z diivodu homogenity prostoru a casu, a z divodu izotropie
prostoru nemuze obsahovat ani smér rychlosti. Z veli¢in 7, v, t tak zbyva pouze velikost rychlosti,
na niz mize L zaviset. Lze to zapsat jako

L = L(v?) (20)
o Diky nezavislosti L na ¥ mame g—ﬁ = 0 a z Lagrangeovy rovnice pak plyne
d oL oL
—— =0 — = t. 21
dt oo ov " (21)

(Zde jsme zavedli derivovani skalaru podle vektoru. Je tim myslen vektor, jehoz slozky jsou deriva-
ce onoho skaldru podle jednotlivych slozek onoho vektoru, tedy 0L/0v = (OL/0vy, 0L /0ve, OL/0v3)).

e Ovsem % je funkci pouze rychlosti a proto musi platit

U = const. (22)

e Dospéli jsme k velmi dtlezitému vysledku — v inercidlni soustavé se ¢astice pohybuje konstantni
rychlosti (velikost i smér), tedy rovnomérné primocate. To je znamy zakon setrvacénosti.

o Jestlize nyni vybereme jinou vztaznou soustavu, kterd se viéi té prvni pohybuje rovnomérné
primocare, pak zjevné pohyb volné ¢éastice i vici ni bude rovnomérny primocary a je to tedy
rovnéz inercialni soustava.

2Napi. pii pozorovani ostatnich planet ze Zemé je jejich pohyb pomérné slozity a vypada to, jakoby kolem Zemé
obihaly.
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» Existuje tedy nikoli jen jedna, ale nekoneéné mnoho inercidlnich soustav, které se vzajemné po-
hybuji rovnomérné a primocare, a v nich vSech jsou zadkony mechaniky stejné. Toto je Galileiho
princip relativity — jeden z nejvyznamnéjsich principtt mechaniky

o V dusledku toho neexistuje néjaka jedind vztazna soustava ,lepsi“ nez ostatni nebo absolutni
pohyb — tloha se dvéma vejci®

o Rychlosti ¢astice vzhledem obéma soustavam spolu souvisi vztahem
T=7+4, (23)
kde # je rychlost soustavy S’ vhledem k S.

o Integraci tohoto vztahu podle ¢asu nalezneme prepocet souradnic:
F=7 +dt+7 (24)

o Tento prepocet souradnic spolu trividlnim prepoctem casu t = t’ vyjadiuje tzv. Galileiho trans-
formaci

« Vratme se ke tvaru Lagrangeovy funkce. Jaka je jeji zavislost na ¢7 Pokud je pohyb v inercidlnich
soustavach S a S’ ekvivalentni, musi se lagrangidny lisit ¢lenem d f (7, t) /dt. Uvazujme, Ze vzajemna
rychlost soustav je mala. Pro rychlosti méame transformaci ' = ' — @ a proto

OL(v?)
ov?

——

uv + [Cvi], (25)

L' = L(v?) = L(v* — 2uv +u*) = L(v*) — 2

kde [¢vT] znaci souhrn ¢lent druhého a vyssiho faddu v 4. Rozdil L' — L ma byt roven df (7, t)/dt,
proto v prvnim radu v @ mame

LOLW?) . df(rt) _of . of

902 @ o o

(26)

« Protoze 0f /0t muze byt funkei pouze 7 a t, musi vzhledem k této rovnici platit 9f /0t = 0 a tedy

OL(v*) _ 0
QL) 9f (27)
ov? or
Derivace na levé strané rovnice muze byt funkci nanejvys o, ale na pravé strané se v nemuze
objevit. Proto musi byt 0L/0v? rovno konstanté, kterou oznac¢ime m/2, a f = —mur. Veli¢ina m
se nazyva hmotnost castice.
e Pro jedinou volnou ¢astici v inercialni soustavé pak plati
m
L= 5212. (28)

 Pro soustavu neinteragujicich ¢astic pak vzhledem k rovnici (19) plati
m
L=Y —%?, 29
L 29)

kde a indexuje Castice.

3Uloha spoéiva v nasledujici otdzce: mdm dvé stejné vejce, prvni drzim v ruce na misté, druhym vejcem pak narazim
na prvni. Které vejce se rozbije? Odpovéd je, ze to nelze rozhodnout — na tom, které vejce se pohybuje, nezalezi. Pri
pohledu z jiné vztazné soustavy se pohybuje prvni vejce, zatimco druhé stoji na misté.
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Jestlize castice interaguji, bude v lagrangianu navic funkce popisujici interakei, ktera zavisi na
soutadnicich ¢astic. Oznacime ji —V. Pak

L= Z@zﬂ— V7L, ... 7). (30)

V' se nazyva potencialni energii soustavy.

Sila, ktera plisobi na a-tou ¢astici, je F, = =90V (r,...,7,)/0F, a je tedy urcena polohami ostat-
nich ¢astic ve stejném case. Interakce je tedy v popisu klasické mechaniky okamzitéa, neni zpozdé-
na. Ve skutecnosti ale interakce okamzita neni, $ifi se nanejvys rychlosti svétla. Tento nesoulad
teoretické mechaniky s experimentem lze odstranit prechodem k relativistické teorii.

1.4 Zakony zachovani

Mechanicka soustava se vétsinou néjak pohybuje. Jinymi slovy, obecné se méni veli¢iny, které
popisuji jeji stav — zobecnéné soutradnice g;, zobecnéné rychlosti ¢; a rizné dalsi veliciny, které
na nich zavisi (moment hybnosti, energie atd.). Casto ale existuji i veli¢iny, které ztstavaji stale
stejné — zachovavaji se. Takovym veli¢indm fikame integraly pohybu. Nejznaméjsimi z nich jsou
energie a hybnost, které se zachovavaji napr. u izolované mechanické soustavy.

Uvazujme soustavu, u niz lagrangidn nezdvisi na nékteré zobecnéné souradnici qp (na ¢ zaviset
muze). Takova souradnice se nazyva cyklicka. Pak se zachovava veli¢ina

Pk = S 31
g’ (31
protoze diky Lagrangeové rovnici plati pp = aqu = 0. Veli¢ina py definovana rovnici (31) se nazyva

zobecnéna hybnost prislusna souradnici g.

Priklad: pohyb v homogennim gravitacnim poli. Uvazujme castici v homogennim gravi-
tacnim poli. V kartézskych souradnicich, jejichz osa z mifi proti sméru pole, je

L—2(x + 9?4+ %) —mgz. (32)
Cyklickymi souradnicemi jsou x, y, proto se zachovavaji prislusné zobecnéné hybnosti p, = 0L/0% =
mz a p, = 0L/0y = my.

Priklad: pohyb v centrdlnim poli popsany ve sférickych souradnicich. Uvazujme ¢astici
v centralnim poli, tj. v potencidlu, ktery zavisi jen na vzdélenosti r od daného bodu. Umistime
pocatek sférickych souradnic do centra pole, Lagrangian pak bude

L= 5 (r + 1267 + r2sin0 $*) — V(r). (33)
Soufadnice ¢ je zjevné cyklicka, proto se zachovdva zobecnéna hybnost p, = g—fb = mr?sin®d .
Fyzikdlné méa p, vyznam primétu vektoru momentu hybnosti ¢astice do sméru osy z (od které
méfime thel ). ProtoZe smér osy si muzeme zvolit libovolné, zachovavd se vektor momentu
hybnosti vzhledem k centru pole.

Zakony zachovani v izolované soustavé castic

Uvazujme izolovanou soustavu ¢astic, tedy takovou, kterd je natolik vzdalena od jinych téles, ze
na ni nepusobi zadné vnéjsi sily. Castice uvniti soustavy ale spolu mohou interagovat.

Pti popisu nasi soustavy z pohledu inercialni vztazné soustavy vime, ze prostor je homogenni
a izotropni a ¢as je homogenni. Z téchto vlastnosti plyne nékolik velmi dtlezitych zakont zacho-
vani.
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1.4.1 Homogenita ¢asu — zachovani zobecnéné energie

Uvazujme soustavu, u niz lagrangidn nezavisi explicitné na case, tedy %—f = 0. To zahrnuje izolo-
vanou soustavu Castic, ale také libovolnou situaci, kdy vnéjsi podminky (silova pole, vazby atd.)
jsou neménné v case. Tehdy se zachovava tzv. zobecnéna energie definovana vztahem

&= (sz(Zz) —L (34)

Presvédéime se o tom vypoctem casové derivace:

dé .. . OL . 0L, oL
E—Z(Pi%‘f'piqi—a—%%—a—%%)—E—()? (35)

(2

kde se prvni ¢len v zavorce zrusil se tretim diky Lagrangeové rovnici.
Zobecnéna energie je casto rovna celkové energii soustavy, ale nékdy neni.

Priiklad: Uvazujme kulicku, ktera muze klouzat ve vodorovné trubce rotujici stalou ithlovou rych-
losti w kolem svislé osy. Mame jeden stupen volnosti, vzdalenost kulicky od osy rotace oznac¢ime
r, potencial chybi (V' = 0). Lagrangidn a zobecnéna hybnost jsou

oL
L=T= %(f2+w2r2), p= 7 =mi, (36)
zobecnéna energie a celkovda mechanicka energie pak jsou
E=pi—L=—(—wh?), E=T=—2(+uwh?). (37)

2 2

Protoze lagrangidan nezavisi explicitné na case, £ se zachovava. Celkova energie E se pritom ale
zachovavat nemuze, protoze pak by se musely zachovavat samostatné oba ¢leny v rovnicich (37),
coz neni mozné. Ze se celkové energie skutecné méni, je vidét z toho, Ze trubka kond nad kulickou
préaci (nebo ji spotfebovava).

Zachovani energie ¢asto umoznuje zjednodusit (a diky tomu i vyfesit) pohybové rovnice, viz dale
kapitola 1.5. Jindy nam dovoluje o daném problému néco zjistit, co bychom jinak zjistovali jen
velmi obtizné, napr. v tloze o tom, kdy se oddéli télisko klouzajici po kulovém povrchu.

1.4.2 Homogenita prostoru — zachovani celkové hybnosti

Je-li prostor homogenni, pak se lagrangian nezméni, jestlize soustavu jako celek premistime —
fikame, ze L je invariantni vici posunuti v prostoru

Budeme pracovat v kartézskych soutradnicich. Zobecnénymi souradnicemi tedy budou kartézské
slozky polohovych vektort jednotlivych castic. Posunuti muzeme matematicky vyjadrit jako v, —
To + R kde a indexuje castice a R je posunuti (stejné pro vSechny Castice!), viz obrazek, v némz
puvodni polohy ¢astic jsou vyznaceny modie a nové cervené:

10
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o Provedeme rozvoj lagrangianu posunuté soustavy do Taylorovy rady

L'(7,) = L(7, R - 38
() = L(7% + ) + Z = (38)
o Ma-li byt L' = L, musi byt nulovy kazdy Clen rozvoje, tedy i linearni, a proto
oL
=0 39
Z 37 (39)
Vyuzitim Lagrangeovych rovnic pro jednotlivé ¢astice pak dostaneme
doL d dP
g, = — | 40
Z dtor,  dt ;p ai (40)

kde P = Y uDa = Y, Maly, je celkova hybnost soustavy. Vidime tedy, ze u izolované soustavy
se zachovava celkova hybnost.

e Celkovou hybnost soustavy mizeme vyjadrit uzitenym zpusobem, jestlize zadefinujeme tzv.
hmotny stfed soustavy jako bod s polohovym vektorem

i = —ZZ Hale. (41)
a Mg

Pak zjevné plati
. (Z m> B MB (12)

o Vztah mezi hybnosti soustavy Pa rychlosti jejtho hmotného stredu je tedy analogicky vztahu,
ktery plati pro jedinou ¢éstici (tj. p, = m,7y), pricemz konstantou tmérnosti je M = > m,.
Soustava se tedy v tomto smyslu chova jako jediné téleso o hmotnosti dané souc¢tem hmotnosti
jednotlivych ¢astic — hmotnost je tedy aditivni veli¢ina.

o Navic vime, Ze se zachovava hybnost izolované soustavy, zachovava se tedy i rychlost hmotného
stfedu; hmotny stfed tudiz kona rovnomérny primocary pohyb bez ohledu na vzajemné
interakce uvnitt soustavy.

« Vratme se k rovnici (39) a dosadme do ni lagrangian (30). Dostaneme
Zara ;FQ:O. (43)

Vezmeme-li soustavu jen ze dvou Castic, vidime, ze F; = —Fy, coz je zikon akce a reakce.

1.4.3 Izotropie prostoru — zachovani celkového momentu hybnosti

« Uvazujme opét izolovanou soustavu ¢astic. Lagrangian se nezméni ani tehdy, kdyz celou soustavu
pootocime — prostor je izotropni, tedy ve vSech smérech stejny.

« Pr1i pootoceni o maly thel ¢ kolem pocatku prejde polohovy vektor 7, ve vektor 77, = 7, + g X 77,
a podobné se transformuji rychlosti v, — v, + @ X ;. Lagrangian se pak zméni na

oL
L= L(Fy + @ X Ty Uy + X T,) = L ra,va—l—Z(aﬁgoxra 87@x@)+[évf], (44)

11
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o Ma-li byt L' = L, musi byt nulova suma pfes a. S vyuZitim identity pro smiSeny soucin vektori*
A-(BxC)=B-(CxA)=C-(Ax B) a Lagrangeovych rovnic pro vsechny ¢astice dostaneme

. . 9L _ oL . L 4L

a a

kde L = > o Ta X Do je moment hybnosti soustavy.

« Protoze rovnice (45) plati pro pootoceni ¢ v libovolném sméru, musi platit % = 0. Moment
hybnosti izolované soustavy se tedy zachovava a je to disledek izotropie prostoru.

o Nékdy soustava neni izolovana, ale presto je L invariantni vic¢i alespon néjakému otoceni. Napr.
v homogennim gravita¢nim poli se lagrangian nezmeéni, oto¢ime-li soustavu kolem osy rovnobézné
s polem. Pak rovnice (45) plati jen pro ¢ ve sméru pole a zachovava se tedy jen slozka momentu
hybnosti v tomto sméru.

« Jinym piikladem je pohyb ¢éstice (nebo soustavy ¢astic) v centralnim poli. Zde sice opét soustava
neni izolovana, ale lagrangian je invariantni vzhledem k otoceni soustavy kolem libovolné osy
prochazejici centrem sily. Proto se zachovava moment hybnosti vzhledem k centru, ale nikoli uz
vzhledem k obecnému bodu.

Teorém Emmy Noetherové

To, ze vsechny uvedené priklady zakonu zachovani néjak souvisely se symetriemi, neni nahoda.
Existuje dulezity teorém, ktery roku 1915 zformulovala némecké fyzicka Emmy Noether a ktery
iika, s kazdou symetrii lagrangianu souvisi néjaky zédkon zachovani. Odvozovat jej zde nebudeme
a spokojime se s vyse uvedenymi priklady.

1.5 Integrace (feseni) pohybovych rovnic v jedné dimenzi

o Uvazujme soustavu s jednim stupném volnosti, tedy ¢astici vazanou na néjakou ktivku, v ¢asové
neproménném potencidlu V. Lagrangeova funkce pak je L = mq?®/2 — V(q) a pohybova rovnice je

dVv

e (46)

mg =

« Reseni této rovnice je pro nékteré potencialy snadné, ale miize byt i velmi obtizné. Rovnici nemi-
zeme v obecném pripadé primo integrovat, ale pri jejim feSeni ndm pomiize zachovani zobecnéné
energie, ktera se zachovava, protoze je potencial v ¢ase neproménny:

E=6=""4-1L="¢+1v(). (47)

Z této rovnice vidime, ze v mistech, kde V(q) = FE, se c¢astice zastavi (¢ = 0). Jsou to tzv.
body vratu, napr. u harmonického oscilatoru jsou to dva body odpovidajici maximalni vychylce
z rovnovazné polohy.

o Priklad: v potencidlu na obrazku jsou pro vyznacenou energii body vratu A, B, C:

4Identitu lze snadno odvodit z vyjadfeni vektorového soudinu pomoci determinantu

12
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SN

\A

B C

T~/ N\

>
q

o Jestlize je pri dané energii pohyb c¢éstice omezen jen na konecnou oblast prostoru, fikame, ze
pohyb je finitni. V opac¢ném pripadé je infinitni.

o Zachovani energie ndm velice usnadnuje feSeni nékterych tloh. Napr. pokud vypustime télisko
z klidu z bodu A a chceme znét jeho rychlost v bodé D, rovnice (47) ndm ji d4 okamzité. Bez jeji
znalosti bychom ale museli integrovat pohybovou rovnici od A do D, coz muze byt obtizné.

« Jak popsat cely pohyb, tedy jak zjistit zavislost ¢(t)? Vyuzijeme zakona zachovéni energie (47),
vyjadiime z néj q,

2
=+ —|E-V 48
q —l (q)] (48)
a provedeme separaci proménnych:

dg

m dg
t=44/— | ——. 49
5V 3| e )

dt = +

Posledni rovnice, po vypoctu integralu, dava zavislost t = ¢(q), tedy implicitné i ¢ = ¢(t), o kterou
nam jde. Tato metoda funguje vzdy, zatimco pfimo pohybovou rovnici (46) umime fesit jen pro
nékteré potencialy.

o Priklad: volny pdd. Potencidl je zde V(z) = mgzx, kde osa x smétuje vzhiru. Prislusnou
pohybovou rovnici m# = —mg bychom snadno uméli vyresit ptimo, pro ilustraci nasi metody ji
ale vyfeSme uvedenou separaci. Rovnice (49) da

m dx m 2
T Ly . N S t 50
2 /\/E—mgx + 2 mg mgT +to (50)

Odtud jiz dostdvame z = mﬁg — 1g(t — ty)*. Pfitom mﬁg je maximalni hodnota z, které Castice
dosdhne, a t je okamzik, kdy se tak stane.

o Priklad: harmonicky oscildtor. Potenciél je nyni V(q) = ’2“ ¢? a piislugnou pohybovou rovnici
m{ = —kq bychom opét snadno uméli vyfesit piimo. Separace pomoci rovnice (49) dé

o o i =2 i e

PTi vypoctu integralu jsme oznacili amplitudu kmitu g = /2E/k, zavedli substituci u = ¢/qo
a integracni konstantu oznacili ty. Invertovanim rovnice dostaneme znamou zavislost vychylky na
Case

q(t) = qosinjw(t — to)], (52)

kde thlova frekvence oscilaci w = \/% . Znaménko =+ lze absorbovat do integrac¢ni konstanty t,
jeji vhodnou volbou.

13
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1.6 Pohyb v centralnim poli

Uvazujme c¢astici o hmotnosti m pohybujici se v centralnim poli s centrem v pocatku O, tj. v bodé
7 = 0. Lagrangian je
L=—(#?-V(r). (53)

Lagrangian je invariantni vici otoceni systému kolem libovolné osy jdouci pocatkem, proto se
zachovava moment hybnosti L vhledem k O

Moment hybnosti je dan vektorovym soucinem L=7x p, vektory 77, Lj jsou tedy vzajemné kolmé.
Vektor 7 je stale kolmy na pevny vektor La proto stéle lezi v roviné o kolmé k La prochéazejici
pocatkem O

Pohyb ¢astice je tedy rovinny. Zvolme v roviné o polarni souradnice (r, @) a zapiSme L v nich:

L= % (72 + r2p2) — V(7). (54)
Pohybova rovnice pro ¢
d
=) =0 (55)

vede opét na zakon zachovani momentu hybnosti

L = mr?p = const. (56)
(Pozor! Nezaménit moment hybnosti s lagrangianem!)
Z této rovnice muzeme vyjadrit ¢:

dep L
= =— (57)

dt  mr
Tuto rovnici lze prepsat a formalné vyresit separaci proménnych, pricemz predpokladame, Ze cas
se méni od t; do ty a thel od ¢ do s:

Y2
dt = % r?de = to —t; = %/ r(p) dyp (58)

Abychom nasli fyzikalni vyznam integralu v posledni rovnici, uvazujme plochu, kterou v ¢asovém
useku od t; do ty opise polohovy vektor castice. Tato plocha je vyjadiena dvojnym integralem
z jakobidanu v polarnich souradnicich, tedy

e(ta)  pr(e) 1 [¥2
S :/ / rdrde = —/ () dp, (59)
elt) Jo 2 Jon

viz obrazek:
rp)

0,

7

Srovnanim rovnic (58) a (59) pak dostavame vztah S = (to —t1)L/2m. Plocha opsana polohovym
vektorem za urcity cas je tedy tomuto ¢asu primo imérna — to je druhy Keplertv zakon. Jde
o primy dusledek zachovani momentu hybnosti a na rozdil od ostatnich dvou Keplerovych zakont
plati pro pohyb v libovolném centralnim poli.
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Efektivni potencial

Pokusime se nyni vyuzit cykli¢nosti thlové proménné k tomu, abychom se ji néjak zbavili a ziskali
rovnici jen pro r. Za tim tcelem vyjadiime zachovavajici se energii ¢astice a v ni za ¢ dosadime
z rovnice (57):

2

E = const. = % (72 +r2p*) + V(r) = 2 + +V(r), (60)

2 2mr?
Je velmi dilezité, ze ¢ dosazujeme do zobecnéné energie a nikoli do lagrangidnu. Pokud bychom

¢ dosadili do lagrangianu a snazili bychom se ziskat pohybovou rovnici z néj, byla by takovato
pohybova rovnice nespravna!

Jestlize zavedeme tzv. efektivni potencial vztahem

L2
2mr?

Ver = +V(r), (61)

bude energie jednoduse £ = 2 72 4V(r), takze problém se redukuje na jiz feSenou tilohu o pohybu
castice v jedné dimenzi. Lze tak tici, ze radidlni pohyb ¢éastice v centralnim poli je ekvivalentni
pohybu virtualni ¢astice na poloprimce r > 0 v potencidlu Vg(r).

Diky tzv. odstfedivému clenu 2L—2 v rovnici (61) se v blizkosti r = 0 vytvori bariéra; pokud neni

mr?2
potencial velmi pritazlivy, je tato bariéra nekonecné vysokd a castice tedy nemiize spadnout na
pritazlivé centrum. Pokud je ale moment hybnosti roven nule, je ¢len nulovy, bariéra se nevytvori

a Castice mize na centrum spadnout.

Priklad: Pro linedrni potencial V(r) je na obrazku graf V(r) (modrd ¢arkovand), odstiedivého
¢lene (Cervend ¢erchovand) a Vie(r) (¢ernd plnd)

3.0
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[ |
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5 r ‘\
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[ \ e
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Casto je centralni sila pritazlivd a dalekodosahova; tehdy bude existovat bariéra i pro velka r
a budou existovat dva body vratu ri,7e jako na obrazku. Virtudlni ¢astice pak osciluje mezi
r1 a T, skuteéna castice pritom vykonava navic rotacni pohyb. Jeji trajektorie tak musi lezet
v mezikruzi daném nerovnici r; < r < ry. Nékolik prikladi, jak trajektorie muze vypadat, je na
obrazku:
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0Q

e Zméné soutadnice r od r; do ro odpovida uréitd zména uhlu ¢, kterou mizeme oznacit jako
Ap(L) (viz jeji vypocet nize, rovnice (64)). Pokud je Ap(L) pro dany moment hybnosti L rovno
racionalnimu nasobku 27, bude trajektorie ¢astice uzaviend — po urcitém poctu oscilaci v r se
castice vrati do svého vychoziho bodu a zacne opisovat znovu stejnou trajektorii. Obecné ale
budou trajektorie oteviené a husté vyplni celé mezikruzi.

 Existuji ovsem i potencidly V' (r), pro které je Ap(L) racionalni nasobek 27 pro libovolné kom-
binace L a E (presnéji feceno takové, pro které nastava v r finitni pohyb). Jsou to potencidly
Vx(r) = —a/r (Newtoniv) a Vi(r) = ar? (Hookiv). Trajektorie v Newtonové a Hookové poten-
cidlu je na tretim a ¢tvrtém obrazku.

o Pro jesté dalsi potencialy jsou trajektorie uzaviené pro libovolny moment hybnosti pfi pevné
energii. S vyuzitim souvislosti mechaniky a geometrické optiky pak tyto potencidly odpovidaji
tzv. dokonalym cockam neboli absolutnim optickym instrumenttiim a je jich nekone¢né mnoho.

« Pro vypocet ¢asové zavislosti r = r(t) provedeme opét separaci proménnych:

dr 2
i i\/E[E —V(r)] -

2

dr
t==+
m2r2 = /\/%[E—V(T)] Rz

m2r2

(62)

« Casto nas zajima rovnice trajektorie (tj. funkce r()) spiSe nez zavislost r(t). Pro jeji vipocet
nahradime ¢as thlem pomoci rovnice (57):

dr & mr? [ 2 L2 Ldr
—zg—tzi—\/—[E—V(r)]— — = gozj:/ (63)
dp £ L Vm mer r2\/2m[E — V (r)] — L2 /r?

Odtud jiz snadno vyjadiime zminénou zménu thlu mezi sousednimi body vratu:

"+ Ldr
AplL) = /r_ 7"2\/2m[E —V(r)] — L*/r? (64)

« Priklad: Keplerova tloha — pohyb v Newtonoveé potencialu V (r) = —a/r. Graf efektivniho
potencialu pro dané L a odpovidajici kuzelosecky jsou na obrazku:

Ver(r)| |
o
S5H)
I \
hyperbola N
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parabola T R oy
F 0.5 1.0 15 —5()
elipsa | //,”’—
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Bude nés zajimat tvar trajektorie, dosadime tedy za V(r) do rovnice (63) a vypocteme integral:

Ldr L _ma
p = j:/ = arccos ————= + o (65)
rQ\/Zm[E + 9] 1;?22 2mE + %
Jestlize integracni konstantu zvolime ¢y = 0 a oznacime
L? 2E1L?
p:—’ e = 1—|—_2, (66>
mo mo
dostaneme rovnici trajektorie ve tvaru

p
re=—— (67)
14+ ecosyp
coZ je parametrickd rovnice kuZelosecky s parametrem p a ¢iselnou vystfednosti (numerickou
excentricitou) e. Mohou nastat tyto ptipady oznacené i na obrazku (vodorovné ¢ary znadi energie
E):

— Pro F < 0jee<1ajde o elipsu (r je konetné pro vsechna ¢). Nejmensi mozna energie
(pro dané L) odpovidd e = 0 a tedy kruhové trajektorii (protoze pak r = p = const.).

— Pro £ =0je e=1a jde o parabolu (r je nekone¢né pro jedinou hodnotu ¢ rovnou 7).

— Pro E > 0jee > 1ajdeohyperbolu (r je nekonecéné pro dvé hodnoty ¢ z intervalu [0, 27]).

1.7 Rozptyl

» Co se stane s ¢astici, kterd se blizi k silovému centru (napf. kdyz E. Rutherford ostieloval jadra
zlata a-Casticemi)? Jak se zméni jeji smér?

e Odpovéd na to dava teorie rozptylu, navazuje na to, co jsme odvodili v predchozim oddile

trajektorie

e Ozna¢me podle obrazku b tzv. impaktni parametr (tj. vzdalenost, ve které by ¢astice proletéla
od centra O, kdyby pole nepisobilo), 7y vzdalenost ¢astice od centra pri nejvétsim priblizeni, vy,

rychlost ve velké vzdélenosti od centra (tam, kde je silové pole uz neptisobi) a y rozptylovy tihel
(tj. thel, o ktery se odchyli trajektorie ¢astice pri rozptylu).
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1 Lagrangeova formulace mechaniky

e Spocitejme rozptylovy thel:

> d
X:7r—2<,00:7r—2L/ L

(68)
o2y (B~ V(r) - 5]

2mr?2

o Jestlize dosadime L = mv b a E = %vﬁo a budeme uvazovat pro konkrétnost odpudivy Coulom-
buv potencidl (jako v pripadé Rutherfordova rozptylu), dostaneme pro ¢q

6]

o d muv
Yo = b/ L — = arccos b =, (69)
r _ 2_04 _ v
0 7“2\/1 moZr 72 1+ (#@)
odkud vyjadrime b jako
X
b= L cot 5 (70)

e Oznacme do plochu mezikruzi kolmého na dopadajici svazek Castic, kterou kdyz ¢astice projde,
rozptyli se do intervalu thlu (y, x +dx), coz odpovida intervalu impaktnich parametri (b, b+ db).
Ploska do se nazyva diferencialni i¢inny prifrez rozptylu a plati

a? x dy _(oz>2dQ

2 <4 X ?
2muZ, sin” 5

db
do = 27wbdb = 27b e dy =27 (71)
X

kde d€2 = 27 sin xdy = 47 sin § cos 3dx je odpovidajici element prostorového thlu.

1.8 Problém dvou téles (izolovand dvoucasticova soustava)

« Uvazujme izolovanou soustavu dvou ¢astic o hmotnostech my, mso, ktera na sebe mohou ptusobit.
Z homogenity prostoru plyne, Ze potencidlni energie V (77, 75) miZe zaviset jen na jejich relativni
poloze 75 — 7. 7 izotropie prostoru pak plyne, Zze nemuze zdlezet na sméru vektoru r, — 77, ale
jen na jeho velikosti. Lagrangian proto je

my

LITU%—i_

m - —
v = V(72 = 7)), (72)

« Pokud bychom nyni sestavili pohybové rovnice pro 7, 5, byly by provazané a resily by se nesnad-
no. Mnohem vyhodnéjsi je prejit k néjakym lepSim zobecnénym souradnicim. Jak je najit? Uz
vime, ze pohyb hmotného stfedu T izolované soustavy je velmi jednoduchy. Zvolme proto polohu
hmotného st¥edu R jako novou vektorovou soutradnici a jako druhou zvolme relativni polohu téles,
tedy B B

RN 1L R S (73)
mi1 + mo

@
.
” /
O R 5

viz obrazek:
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2 Hamiltonova formulace mechaniky

Pomoci R, 7 1ze vyjadrit puvodni souradnice jako

= m ~ m
f=R——2—7F,  H=Rt—7 (74)
my + Mo my + mo
a dosazenim do lagrangidnu dostaneme
my +me 3 :
L:—12 2R2+gFQ—V(F), (75)
kde p = nﬁﬂ:’% je tzv. redukovana hmotnost soustavy.

Vidime, Ze se nam lagrangian rozpadl na soucet dvou ¢asti (podobné jako v rovnici (19)), z nichz
jedna obsahuje jen R a jeho derivace a druha jen 7 a jeho derivace. Pohyb hmotného stredu
a relativni pohyb téles jsou proto nezavislé.

Reseni pro R je jednoduché, Lagrangeova rovnice je E=0a hmotny stred tedy kona rovnomérny
primocary pohyb — to uz jsme védéli.

Podivame-li se na ¢ast lagrangidanu pro r, vidime, Ze vypadd stejné jako lagrangian pro pohyb
¢astice o hmotnosti p v centralnim silovém poli s potencidlem V' (r). Tento pohyb jiz zname.

Poznamka k redukované hmotnosti — i v kvantové fyzice pfi popisu atomu se objevi redukovana
hmotnost. Protoze na ni zavisi i energie elektronu v atomu a tim i frekvence spektralnich car,
budou se nepatrné lisit frekvence ¢ar napt. atomu vodiku a deuteria, protoze se nepatrné lisi
i redukované hmotnosti.

2 Hamiltonova formulace mechaniky

2.1

Hamiltonovy rovnice

V Lagrangeovych rovnicich byly zakladnimi proménnymi zobecnéné souradnice ¢; a rychlosti ¢;.

Kromé toho jsme zavedli zobecnéné hybnosti p; = 2. ale s nimi jsme toho zatim mnoho nepro-

vadéli

Hamiltonova formulace mechaniky pracuje s ¢;, p; namisto ¢;, ¢;. Pfechod se provede nasledovné.
Zavedeme tzv. Hamiltonovu funkci obdobné jako predtim zobecnénou energii, ale jako funkci
novych proménnych g;, p;:

H(gi,pi,t) = Y _pidi — L (76)
Pritom rychlosti zde vystupujici musime vyjadrit pomoci g a pg, tedy jako ¢; = ¢;(qx, p,t)
s pomoci defini¢nich rovnic p; = g—é.

Priklad: Hamiltonian pro castici v rovine v poli centrdlni sily

Lagrangian:
Lirp,i9) = 5 (7 +17°¢%) = V(1) (77)
Zavedeme zobecnéné hybnosti, vyjadiime zobecnéné rychlosti pomoci hybnosti a soutradnic
0L - po P
Pr="5r = T m
oL 2 Dy
Pe = g5 = MY b= (78)
a vypocitame hamiltonian:
2 2
. . A
H(r,0,pr,Pp) =P +ppp — L= o=+ o+ V(r) (79)

2m  2mr?
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2 Hamiltonova formulace mechaniky

o Priklad: Hamiltonidn cdstice v elektromagnetickém poli
Lagrangian:

mu?

L(F,0) = =~ + e AT — (1), (80)

kde e, Aa @ je elektricky ndboj ¢astice a vektorovy a skaldrni potencial. Pro zobecnénou hybnost
a hamiltonian pak dostaneme

) - _(p—eA)?
p—%—mv—i-eA, H—T—l—go. (81)

o Zkusme spocitat parcialni derivace H podle souradnice a hybnosti pro systém s jednim stupném
volnosti (pro jednoduchost). Abychom to udélali spravné, musime explicitné vyjadiit H jako funkci
soutadnice a hybnosti:

H(q,p,t) = pi(q,p,t) — L(q,q(q,p, 1), 1) (82)
a pak provést derivace:
oH _ 94(g,p.t) 9L 0LO4(g,p.t) _ OL _ doL .
g P o 8¢ 04 o0q  oq dtog ?
oH dq(q,p,t) OLOG4(q,p,t) .
o = q(q,p.t) +p 9 2 op ! (83)

o Zapisme tyto rovnice naopak a obecné pro systém s vice stupni volnosti:

)
= Op;
) OH

To jsou Hamiltonovy (kanonické) rovnice. Jsou ekvivalentni Lagrangeovym rovnicim. Je jich dva-
krat vice, ale jsou pouze prvniho tadu, zatimco Lagrangeovy rovnice jsou radu druhého. Ha-
miltonovy rovnice lépe vystihuji urcitou symetrii mezi souradnicemi a hybnostmi, kterd mezi
soufadnicemi a rychlostmi chybi

« Hamiltonovy rovnice umoziuji z pocatecnich podminek, tedy ze souboru hodnot ¢;(to) = gio,
pi(to) = pio, ziskat cely casovy vyvoj systému, tedy zavislost ¢;(t),p;(t), a to jak to budoucnosti
(t > tp), tak do minulosti (¢ < t)

o Priklad: Pohyb castice v jedné dimenzi v homogennim gravitacnim poli
Zobecnénou soufadnici oznac¢ime z, orientujeme ji proti sméru pole (vzhuru). Z lagrangianu L =
tma? — mgx ziskdme hamiltonidn H = p?/(2m) + mgx a Hamiltonovy rovnice

OH p OH
T=—== )= ——— = —mg. 85
o ~m P o g (85)
Resit tuto soustavu diferencidlnich rovnic zaéneme od druhé rovnice, ktera dé p(t) = —mgt + C}.
Dosazenim do prvni rovnice a integraci dostaneme z(t) = —3gt*> + Cit/m + Cs. S vyuzitim

pocéatecénich podminek x(0) = xg, p(0) = py dostaneme C; = pg, Cy = z a konecné
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2 Hamiltonova formulace mechaniky

Zachovani Hamiltonovy funkce

Spocitejme jesté uplnou ¢asovou derivaci Hamiltonianu:

d_H—Z a_H_|_a_H +6_H—8_H
dt dq; e op; pi ot ot

(87)
Zde jsme vyuzili Hamiltonovych rovnic (84), diky nimz se vynulovala zévorka. Vidime, ze jestlize
hamiltoniin nezavisi explicitné na Case (tj. 0H /0t = 0), pak se zachovava (tj. dH /dt = 0).
To je podobné tomu, co jsme zjistili diive — jestlize Lagrangian nezavisi explicitné na case, pak se
zachovava zobecnéna energie.

2.2 Fazovy prostor

Stav mechanického systému s n stupni volnosti v daném okamziku ¢ je tplné popsan souborem
okamzitych hodnot zobecnénych soufadnic a rychlosti, tedy souborem hodnot ¢ (t),...,q.(t),

pi(t), ..., pa(t)

Fazovy prostor systému definujeme jako prostor jeho stavi. Pro systém s n stupni volnosti je
to tedy abstraktni prostor dimenze 2n, na jehoz souradnicové osy vynasime vSechny soutradnice
a hybnosti, tj. (¢1,-- -, qn, P1,- - -, Pn). Pro systém s jednim stupném volnosti je fdzovym prostorem
rovina (g, p).

Pohyb systému je pak popsan ¢asovym vyvojem g;(t), p;(t) a tomu ve fazovém prostoru odpovida
pohyb fazového bodu.

Priklad: Fazové trajektorie pro volnou cdstici

Uvazujme volnou ¢astici jen v jedné dimenzi (vykondva jednorozmérny pohyb po piimce ¢). Ha-
miltonian je pak H(q,p) = % a Hamiltonovy rovnice daji p = —0H /dq=0a ¢ = 0H/0p = p/m.
Jejich feseni je p(t) = po = konst. a q(t) = pot/m + qo, kde gy a py jsou hodnoty souradnice a hyb-
nosti v case t = 0. Fazové trajektorie proto budou primky rovnobézné s osou ¢, jen pro p = 0
budou trajektoriemi izolované body, protoze tehdy se neméni nejen p, ale ani ¢, viz obréazek:

Priklad: Fazové trajektorie pro cédstict v homogennim gravitacnim poli

Jak dopadnou fazové trajektorie pro ¢astici pohybujici se v jedné dimenzi (po svislé primce)
v homogennim gravitaénim poli? Pohybové rovnice i jejich feseni uz méme, viz rovnice (85)
a (86). Pro zvoleny bod (qo, po) fazového prostoru pak vyneseme parametricky vyjadiené kiivky
(q(t), p(t)), parametrem je Cas. Vysledek je takovyto:
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2 Hamiltonova formulace mechaniky

fo]

x

q

\7

———

Je zajimavé, Ze pro nalezeni samotného tvaru fazovych trajektorii (tj. bez ohledu na ¢asovou
parametrizaci) systému s jednim stupném volnosti neni nutné resit pohybové rovnice, coz je mozna
ponékud prekvapivé. To proto, ze Hamiltonova funkce se zachovava (protoze nezavisi explicitné
na Case) a rovnici H(q,p) = E = const. tedy mizeme pro danou hodnotu E chapat jako implicitni
rovnici fazové trajektorie. Trajektorie jsou proto v nasem pripadé dany rovnici % +mgq = F, coz,
jak se lze snadno presvédcit, popisuje presné stejny systém parabol jako vyse uvedené parametrické
vyjadreni.

Priklad: Fdzové trajektorie pro harmonicky oscildtor

2
Uvazujme harmonicky oscilator s hamiltonidnem H = 2- + %mw2q2. Pro nalezeni tvaru fazovych
trajektoril vyuzijeme opét rovnici H(q,p) = E = const., kterd da

2
p 1 2 2

— 4+ = =F
2m—|—2qu ,

coz jsou rovnice elips. Na obrazku jsou zobrazeny fazové trajektorie pro rovnomeérné narustajici
amplitudu kmita (a tedy kvadraticky nartstajici energii):

©

-

Priklad: Fdazové trajektorie pro matematické kyvadlo
Uvazujme c¢astici o hmotnosti m zavésenou na vlakné o délce a, které muize kyvat v roviné.
Lagrangian a Hamiltonian jsou

212
L = ma2 + mga cos ¢, (88)
l2
H = 53~ ga cos ¢, (89)

kde jsme zobecnénou hybnost oznacili [, protoze jde o moment hybnosti. Tvar fazovych trajektorii
pak opét plyne z rovnice H = E = const., kterd nam da

I = +/2ma?(E + mga cos ¢) (90)
a pro ruzné hodnoty E jsou vykresleny na obrazku:
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2 Hamiltonova formulace mechaniky

o
.

Vsimnéte si, ze nékteré trajektorie jsou uzaviené, jiné oteviené. Uzaviené odpovidaji niz$im ener-
gifm a kyvavému pohybu, kdy castice nedosahuje bodu ¢ = 7. Oteviené trajektorie pak odpovidaji
tomu, ze ¢astice obiha stale jednim smérem, moment hybnosti neméni znaménko a tihel ¢ neusta-
le nartusta. Trajektorie, ktera oddéluje oba typy pohybi, se nazyva separatrisa. To, ze se vétvi,
neni problém. Pokud se po ni totiz fazovy bod pohybuje, trva mu nekonecéné dlouho, nez do bodu
vétveni dojde, a nemusi tedy Tesit dilema, po které vétvi se dale vydat.

2.3 Liouvillova véta

Uvazujme mechanicky systém, jehoz souradnice a hybnosti se néjak méni s ¢asem. Ve fazovém
prostoru tomu odpovida pohyb fazového bodu reprezentujicitho stav systému. Pro jednoduchost
uvazujme systém s jednim stupném volnosti

Prestavme si nyni ne jeden, ale obrovské mnozstvi (ansdmbl) identickych systému, které ale maji
rizné pocatecni podminky. Mizeme si predstavit, ze poc¢atecni podminky jsou takové, ze prislusné
body vypliuji urcitou souvislou plosku S ve fazovém prostoru.

Nechme nyni systémy po velmi kratkou dobu At vyvijet v case a podivejme se, jak se béhem ni
zméni nase ploska; jeji novou velikost ozna¢me S’. Je-li ploska S ptivodné lokalizovana kolem bodu
(q,p), je ploska S’ lokalizovana kolem bodu (¢, p') = (¢+ ¢ At,p+pAt) = (¢+ %—I;At,p — %—ZI At),
viz obrazek:

P (q'.p)
(9.p)

q)

Pomeér velikosti obou plosek je dan jakobidnem transformace (q,p) — (¢/,p’):

S Za_cf;: Za% _ 1+%At+[évﬂ —(%:TgAt—f—[évf]
S 5 o 3—1,12{ At + [evi] 1— apg; At + [¢vi]
0?H 0°H 92H \ 2
- - Af) + [evi 91
+ [an Op2 (aqap> (At)* + [evi] (91)

Zde [¢vT] znaci ¢leny druhého a vyssiho fadu v At. Vsimnéte si, Ze ¢len linedrni v At se vyrusil diky
zameénnosti parcialnich derivaci. Toto je klicové. Pokud by linearni ¢len ztistal, velikost plosky by
se obecné ménila. Pokud ale provedeme limitu pro At — 0, jde zména plosky k nule rychleji nez
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2 Hamiltonova formulace mechaniky

samotné At a tedy v limité se neméni. Lze to ukazat rigorézné nasledovné. Vypocitejme pomeér
zmény plosky a zmény Casu za vyuziti rovnice (91):

AS S -8 .
NS A SA At + [¢vi]. (92)
Zde jsme symbolem A jsme oznadili hranatou zavorku v rovnici (91). V limité At — 0 pak leva

. v . . . ds . ds
strana rovnice (93) pfejde v derivaci ; a prava strana v nulu, proto G = 0.

Vidime tedy, ze béhem pohybu se sice mlize ménit tvar nami uvazované plosky, ale nemeéni se jeji
velikost. To plati i v pfipadé vice stupni volnosti soustavy, kdy mé fazovy prostor vice dimenzi —
opét se zachovava fazovy objem. To je obsahem Liouvillovy véty.

V uvedeném odvozeni jsme pocitali zménu velikosti plosky béhem velmi kratkého ¢asového inter-
valu. Vzhledem k poznatku, ze % = 0, to ale plati i pro libovolné dlouhé ¢asové tseky a velikost
plosky tak zachovava stéle.

Zachovani fdzového objemu pri pohybu castice v homogennim gravitacnim poli
Vezméme situaci z posledniho piikladu v podkapitole 2.1. Jakobidn pro prechod od (zq,po)
k (z(t),p(t)) vytvorime s pomoci rovnic (86):

oz(t)  9p(t)
=2 = 10
Oxo Ozxo . .
‘ ox(t)  Op(t) ‘ ot 1 =1 (93>
9po 9po m

a vidime, zZe je skutecné roven jedné.

Podobné se fazovy objem zachovava i pii kanonickych transformacich (o nichz bude fe¢ dale),
protoze, jak lze ukazat, jakobian libovolné kanonické transformace je roven jedné.

2.4 Kanonické transformace

Uvazujme mechanickou soustavu se zobecnénymi soutadnicemi ¢, ...,q,. Prislusné zobecnéné
hybnosti pak jsou p; = g—i a z lagrangidnu odvodime hamiltonidan H(g;, p;,t) podle rovnice (76).
Predstavme si nyni, ze misto souradnic ¢y, . .., g, zvolime jiné, které oznacime @1, . .., Q,. Ptislus-
né zobecnéné hybnosti pak jsou P; = g(i hamiltonidn bude H'(Q;, P;,t). Je tedy vidét, ze vybér
souradnic a hybnosti pro dany problém neni jednoznac¢ny, na druhou stranu jsou ale souradnice
a hybnosti provazany a nejsou nezavislé. Prechod od (g;, p;) k (Q;, P;) je specidlnim pripadem tzv.
kanonické transformace

V Hamiltonové formalismu vystupuji souradnice a hybnosti jako samostatné proménné, takze
si lze predstavit obecnéjsi transformaci

Mezi takovymito transformacemi nas budou zajimat ty, které zachovavaji tvar Hamiltonovych
rovnic. A pravé to jsou kanonické transformace.

Jak je najdeme? Napiseme akci vyjadrenou v ptivodnich i novych soutadnicich pomoci hamilto-
nianu takto:

S = /Ldtz/(pcj—H)dt:/(pdq—Hdt) (95)
/Ldt:/(PQ—H’) dt:/(PdQ—H’dt) (96)

(pro jednoduchost predpokldadame, ze systém ma jen jeden stupen volnosti).

SI
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2 Hamiltonova formulace mechaniky

o Budou-li se diferencialy obou akei lisit o uplny diferencial, budou se obé akce lisit o konstantu,
proto budou nabyvat minima pro tutéz trajektorii a pohyb popsany obéma sadami souradnic
a hybnosti bude stejny. Musi tedy platit

pdg— PdQ + (H' — H)dt = dF (97)

» Predpoklddejme nyni, ze F' je funkei ,staré“ a ,nové“ souradnice a casu, F' = F(q, @, t). Diferen-
covanim dF'(q, Q,t) = %—I; dg + g—g d@ + %—f dt a srovndnim s (97) dostaneme

_OF ,_ OF ., . OF

Funkce F' se nazyva vytvorujici funkce kanonické transformace

o Priklad: Vezméme vytvorujici funkci ve tvaru F' = ¢@Q. Pak z (98) dostaneme p = Q,P =
—q,H' = H. Vidime tedy, Ze nova souradnice je rovna staré hybnosti a nova hybnost je minus
stard souradnice. Tato kanonickd transformace je vlastné pootocenim fazového prostoru o /2,
pfi niz si vymeéni role souradnice a hybnost (viz obrazek):

>
q

o Misto vyjadreni vytvorujici funkce pomoci ¢, @), t muze byt vyhodné ji vyjadrit jako funkci napr.
q, P, t. To provedeme tak, Ze na obé strany rovnice (97) pridame diferencidl d(PQ) = P dQ+Q dP:

d(F+ PQ)=pd¢g+QdP+ (H' — H)dt, (99)

vyraz F'+ P(Q chapeme jako novou vytvorujici funkci ®(q, P, t) a stejnym postupem jako predtim
dostaneme 9% 9% 9%
= = — H =H+ —. 100
To, co jsme provedli, je Legendrova transformace — totéz, co délame napr. v termodynamice pri
prechodu od vnitini energie dF = T'dS — pdV k volné energii dF = —S dT — pdV nebo entalpii

dH =T dS + V dp atd.

o Priklad: Vezméme vytvorujici funkci ve tvaru ® = kqP, kde k je konstanta. Pak z (100) dosta-
neme p = kP,Q = kq, H' = H neboli Q = kq, P = . Vidime, Ze soufadnice se k-krat natdhla,
zatimco hybnost se k-krat zkratila. Jde o tzv. stlacovaci transformaci fazového prostoru. Vsim-
néme si, ze se pri ni neméni plocha ve fazovém prostoru, protoze stlaceni v jednom smeéru presné
vykompenzuje natazeni ve druhém sméru.

o Priiklad: tgansformaci z predchoziho ptikladu aplikujeme na harmonicky oscilator s hamiltonia-
nem H = -+ %mquz pro vhodné zvolené k tak, aby vysledny hamiltonian byl co nejjednodussi.
Zvolme k = y/mw. Dostévime pak H'(P,Q) = %(P*+ @?*), coz vede na jednoduché pohybové
rovnice () = wP a P = —w(@. Fazovymi trajektoriemi v roviné ), P jsou kruznice.

o Kanonické transformace lze skladat, invertovat atd., proto tvori grupu. Maji pozoruhodné vlast-
nosti, které jsou velmi uzitecné jak v klasické, tak kvantové mechanice.
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3 Uvod do Hamiltonovy-Jacobiho rovnice

e Specidlnim pripadem kanonické transformace je samotny pohyb, tedy prechod od pocatecnich
podminek (¢;(0) = gio, pi(0) = pio) k (¢:(t),pi(t)) nebo spise naopak. Vytvorujici funkei je
v tomto pripadé akce.

2.5 Poissonovy zavorky

o Pocitejme rychlost zmény néjaké veliciny A, ktera je funkci stavu systému, tedy funkei zobecné-
nych souradnic a hybnosti:

dA(Gpit) OA N[OA . A\ A N[O0AOH 9AOH\ 0A
Woepd) 2243 255

= il Sl GO B _ 4 A H
dt ot ot o) T o T o TAH}

dq; Op; Op; 0g

i=1
(101)
kde jsme zadefinovali tzv. Poissonovy zavorky veli¢in A, B vztahem

{A,B}:Z(%@E—%a—?) . (102)

i=

o Je-li A velicina explicitné nezavisla na case, pak se zachovava, pokud je jeji Poissonova zavorka
s hamiltonidnem rovna nule.

 Poissonovy zavorky maji fadu zajimavych vlastnosti, které lze dokézat z definice (102):

{A,B} = —{B,A} /antisymetrie)
{AJA} = 0
{A+B,C} = {AC}+{B,C} (distributivita)
(AB,C} = A{B,C}+ B{A,C}
{A{B,C}} +{B,{C,A}} + {C,{A,B}} = 0 (Jacobiho identita) (103)
{a,p} = 0 (104)

Zde 0;, znaci Kroneckerovo delta, které je rovno jedné pro ¢« = k a nule pro ¢ # k.

o Predpokldadejme, ze mame dvé veliciny A, B, které jsou integraly pohybu. Pak z Jacobiho identity
(103) pro C' = H plyne, ze i veli¢ina { A, B} je integralem pohybu.

« Poissonovy zavorky maji velky vyznam pii prechodu ke kvantové mechanice. Tam jim, az na faktor
ih, odpovida komutédtor veli¢in (presnéji jejich operatori)

» Lze ukazat, ze podminku pro to, aby transformace Q; = Q;(qx, Pk, t), P; = P;(qx, px,t) byla ka-
nonicka, 1ze formulovat i tak, ze Poissonovy zavorky novych veli¢in @);, P, musi splnovat relace
podobné (104), tedy {Q:, Pr} = dix.

3 Uvod do Hamiltonovy-Jacobiho rovnice

o Uvazujme systém, jehoz soufadnice na pocatku (¢ = t;) a na konci (¢t = t3) jsou pevné dany
hodnotami ¢; a gs. Systém bude konat pohyb odpovidajici miniméalni akci pro tyto dané okrajové
podminky (viz modré plné trajektorie I na obrazku). Nyni si predstavme, Ze ponékud zménime
koncovou soutadnici z hodnoty ¢ na hodnotu ¢ + dgo. Tim se zméni celd trajektorie (na ob-
razku zelend trajektorie II), protoze systém nyni musi v case to dospét nikoli do bodu ¢y, ale do
posunutého bodu ¢, + d¢qo. Jak se pritom zméni akce? Takto:

b2 2 /OL oL
- [dt = - 256 1
0S /tl oLdt /t1 ( q6q+ q_(Sq) dt (105)
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3 Uvod do Hamiltonovy-Jacobiho rovnice

S vyuzitim Lagrangeovy rovnice prepiSeme prvni ¢len a dostaneme

214 oL oL d t2 g oL )
35S /t1 [dt (8q’) 0q + 3 dt(SQ] dt /t pm (8(} 5q) dt = [pdq],? = p(t2)dqs, (106)

1

protoze zménu souradnice v case t; jsme nepredpokladali. Dostavame tedy dtlezitou rovnost

oS
— =p 107)
0q2 (
Nyni si predstavime, zZe neménime ¢s, ale naopak zménime okamzik t,, ve kterém méa soutradnice
do bodu ¢y dospét, na hodnotu ty + dt3. Tomu bude opét odpovidat zména celé trajektorie (na
obrazku ¢ervend trajektorie I1T). Odpovidajici zména akce bude g—iétg.

Nakonec si predstavme, ze zménime oboji: jak ¢ na ¢ + dqs, tak ty na to + dto, a to tak, aby se
v ¢asovém useku [t1, t5] trajektorie nezménila (na obrazku tomu odpovida celd modra trajektorie
slozena z plného tseku I a ¢arkovaného tseku IV). Velic¢iny dzy a dty proto museji byt svazany
vztahem dqo = ¢ 0ty, kde ¢y je rychlost v okamziku t,. Zménu akce nyni miizeme vyjadrit jako
soucet zmén odpovidajici obéma jednotlivym zménam popsanym vyse:

oS . 0S
0S5 = padga + - 0lag = paga Oty + —— Iy (108)
8t2 8t2
Vzhledem k tomu, zZe se obé drahy lisi jen o tsek IV, je zména akce soucasné rovna akci odpovidajici
jen tomuto tseku IV, tedy (pro malé dty) 05 = L(t9)dty ze samotné definice akce. Srovndnim obou
vyjadreni 65 dostaneme

oS .

Oty
Tato rovnost vyjadiuje, ze zména akce pri samotné zméné koncového casu (beze zmény koncové
soutadnice) je dana zaporné vzatou Hamiltonovou funkei.

Zanechéame-li nyni index 2, mizeme rovnici (109) prepsat jako rovnici

08 0S
Fono)

kde jsme dosadili hybnost z (107). Pro vice stupnu volnosti a s vypsanim vsech zavislosti by méla
tvar

aS(qlaaquvt)_ aS(Qh;th) aS(q177Qn7t)
ot =-H dis---,4n, aql () aqn 7t ) (111>
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4 Teorie pruznosti

Rovnice (111) je slavna Hamiltonova-Jacobiho rovnice. Je to parcidlni diferencidlni rovnice prv-
niho fadu a poskytuje nejobecnéjsi metodu reseni pohybovych rovnic. Jejim feSenim pro znamy
hamiltonian je akce jako funkce souradnic a ¢asu, ktera ovSem jesté zavisi na obecné funkci ¢i
na n + 1 konstantdch. K nalezeni samotného pohybu, tedy funkei ¢;(t), je ale jesté tieba urcité
procedury, kterou neni c¢as se v tomto kurzu zabyvat.

Hamiltonova-Jacobiho rovnice poskytuje nejobecnéjsi metodu feseni pohybovych rovnic a nejmoc-
néjsi nastroj popisu mechanickych systémii. Lze pomoci ni rovnéz prejit od klasické mechaniky
ke kvantové mechanice nebo vlnové optice.

4 Teorie pruznosti

4.1

Tenzor deformace

Tuhé téleso se vyznacuje tim, ze jednotlivé jeho ¢asti jsou viici sobé v pevnych vzdalenostech.
V télese, které takovouto vlastnost nema, se jeho jednotlivé body mohou k sobé priblizovat nebo
od sebe vzdalovat. Takovato télesa budeme nyni zkoumat.

Zméni-li se vzdalenosti bodi télesa, téleso se deformuje. Deformaci lze kvantitativné popsat
nasledujicim zptusobem. Uvazujme dva velmi (infinitezimalné) blizké body A, B v télese pred
deformaci (viz obrazek). Polohovy vektor bodu A ozna¢ime 7 a relativni polohu bodu B vzhledem
k A jako dr.

pred deformaci po deformaci
B u' B'
dr
A
u dr'
A'
O

Pri deformaci se body A a B posunou do novych poloh A’, B’ Oznac¢me prislusnd posunuti jako
u,u . Pak plati
dr' =dr+d' — 4 =dr +da (112)

To, co nas bude zajimat, je zména vzdalenosti obou bodu pri deformaci. Pro jeji vypocet rozvineme
vektor @' jako funkci polohy do Taylorovy fady a ponechame ¢leny do prvniho radu:

3 3
oi oil
P=i+Y cdoy = di=d—d=Y —dy, (113)

pricemz x;, jsou opét slozky polohového vektoru 7.

Kvadrat nové vzdalenosti je pak

8ul aul

3 3
dr”? = (dF + dii)” = dr® + 2d7dii + du® = dr” +2 ) _ da; S—Z dog+ Y

i,k=1 ik,l=1
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4 Teorie pruznosti

e V prostfednim ¢lenu nyni vyuzijeme toho, 7ze nezalezi na oznaceni indext, pres které séitame,
oy « y 3 . Ouy — 3 Ouy. ) ¢
v tomto pripadé tedy toho, ze > 7, dx; gt dzy = 35, dzy Gk dz;. Jednu sumu ve ¢lenu
s dvojkou takto nahradime, druhou ponechame a dostaneme

3
dr’? = dr? + 2 Z e da;daxy, , (115)

ik=1

10w  Ou <= Ou Oy
Eik:§< =4y = (116)

ox, Oz — 0x; Oxy,

kde

jsou slozky tenzoru deformace €.
« Tenzor deformace je symetricky, jak je ziejmé z rovnice (116). Jednd se o bezrozmeérnou veli¢inu.

o Tenzor deformace tplné popisuje zmény vzdalenosti blizkych bodt v télese. Je to tenzorové pole,
protoze deformace je funkci polohy v ramci télesa. Je-li € zndm pro cely objem télesa, je tim
deformace zcela urcena.

« Tenzor deformace nevystihuje translac¢ni premisténi télesa (polozime-li vektor posunuti roven kon-
stanté, vidime z rovnice (116), Ze € = 0), ani rotaéni premisténi (to je zfejmé méné a souvisi
to s krokem, ktery jsme ptred chvili provedli se zadménou séitacich indext, tedy se symetrizaci
tenzoru; bez tohoto kroku by byly slozky €;; nenulové i pfi pouhém pootoceni télesa jako celku).

o Je-li deformace mald, jsou malé parcialni derivace gg;

Tehdy lze zanedbat kvadraticky ¢len v (116) a napsat

1 /0u; Ouy
Eik R €, = B (Gmk + axi) ) (117)

(i kdyz samotnd posunuti mald byt nemus).

kde e;;, nazyvame tenzorem malych deformaci

o Jaky je vyznam jednotlivych slozek tenzoru deformace? Predpoklddejme nejprve, ze body A, B
jsou umistény tak, ze vektor di” méa smér sourfadnicové osy z;, tedy napf. pro j = 2 by bylo
dr = (0,dr,0). Pak ve dvojité sumé v rovnici (115) bude nenulovy jediny ¢len, a to s i = k = j
a dostavame

dr”? = dr? 4 2e;;,dr* = dr' = /1 +2¢j;dr = (14¢5;)dr, (118)

kde posledni rovnost plati pro €;; < 1, tedy pro malou deformaci. Slozka ¢;; je tedy vlastné
relativnim prodlouzenim elementu osy x; pri deformaci, protoze

dr’ —dr

dr = Sjj (119)

relativni prodlouzeni =

« Diagondlni slozky tenzoru deformace v daném bodé tedy vyjadiuji relativni prodlouzeni (jsou-
-li zaporné, jednd se o zkraceni) infinitezimalni ¢asti télesa ve smérech souradnicovych os. Co
vyjadiuji nediagonalni slozky?

« Abychom to zjistili, uvazujme malou deformaci takovou, pii niz jsou nenulové jen slozky €15 = €91
a zvolme vektor dr = (a, b,0) (viz obrazek):
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4 Teorie pruznosti

o Pak plati
dr/2 = dT‘2 + 4812(1[) = CL2 + b2 + 4612ab (12())

Vzhledem k nulovosti diagonalnich slozek tenzoru deformace se délka tsecky a ve sméru osy x;
a usecky b ve sméru osy xs nezménila. Oznacime-li ihel mezi témito tiseckami po deformaci jako
B, z kosinové véty dostaneme

dr'”? = a® 4 b? — 2abcos B (121)

a z rovnic (120) a (121) pak plyne 2e15 = —cos f = — cos(7/2+ a) = sin«, kde « je odklon nové
tsecky a’ od kolmice k tseéce 0’ (viz obrazek).

o Nediagonalni slozky tenzoru deformace tedy urcuji, jak se pri deformaci zméni thly mezi sourad-
nicovymi osami a popisuji tak smykovou deformaci.

o Jakd je zména objemu elementu télesa pri malé deformaci? Uvazujme infinitezimélni kvadiik
o hranach a, b, c. Pii deformaci se hrany kvadru prodlouzi nebo zkrati a zméni se tthly mezi nimi.
Protoze je kvadr maly, nemusime uvazovat ohyb jeho hran. Vznikne z néj tedy maly rovnobéz-
nostén, jehoz hrany budou mit délky o’ = a(l+¢e11),0 = b(1+€2), ¢’ = ¢(1 +€33). Jeho objem je
dan souc¢inem délek hran a siny hlt mezi hranami. Pro malé deformace jsou ale odchylky téchto
uhld od pravého thlu malé a siny se tedy lisi od jednicky az ve druhém rfadu deformace. Muzeme
je tedy polozit rovny jedné, protoze uvazujeme malou deformaci, a objem rovnobéznosténu pak je

V' d'td =abe(1+e11)(1+e22)(1 +e33) & abe(l 4+ e11 + 92 +e33) = V(1 +Tré).  (122)
Zde jsme opét zanedbali ¢leny fadu vyssiho nez prvniho a oznacili Tré = Z?:l €;; stopu tenzoru €.

o Vidime, Ze relativni zména objemu elementu télesa pii malé deformaci je rovna stopé tenzoru
,_ A
deformace, tedy % =Tré.

« Pro dalsi aplikace bude vhodné rozdélit tenzor deformace na dvé ¢asti. Jedna bude souviset pouze
se zménou objemu elementu télesa a druha pouze se zménou jeho tvaru. Uvazujme deformaci
popsanou v néjakém bodé tenzorem

€11 €12 €13
€21 E929 £&923 . (123)
€31 €32 €33

[QN
I

Relativni zména objemu by byla stejna, pokud tenzor deformace byl

l A
3Tra

Treé : (124)

W=

1 1 1
gy = diag (gTré,gTré,gTré) =

kde na prazdnych mistech jsou nuly.
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4 Teorie pruznosti

Zbyla deformace je ¢isté smykova, beze zmény objemu, zato se zménou tvaru:

€11 — %Tré €12 €13
~ ~ ~ 1 ~
Eg =& — &y = €921 E99 — 3 Tré £93 s (125)
1 A
€31 €32 €33 — 3 Trée

Takto jsme tenzor deformace rozlozili na ¢isté objemovou ¢ast £y a cisté smykovou ¢ast £g. Obje-
mova ¢ast popisuje pouze zménu objemu, pricemz tvar ziustava stejny (element télesa se izotropné
zvétsi nebo zmensi, ale zustane geometricky podobny svému puvodnimu tvaru). Smykova ¢ast
naopak souvisi pouze se zménou tvaru, objem se nemeéni.

4.2 Tenzor napéti

Nyni se budeme vénovat vnitinim silam, které ptisobi mezi jednotlivymi elementy télesa diky
tomu, ze jsou elementy spolu v primém kontaktu (dotykaji se). Takovym sildm fikdme plosné.
Budeme uvazovat malou plosku S uvniti télesa, umisténou mezi ¢asti télesa, kterou oznacime A,
a Casti B, viz obrazek ukazujici situaci v pripadé tyce:

—>

JF

N

S
B

’
]
]

]

]

]

|

[l

1
'
\

\

A

M~

A

Budeme zkoumat, jakou silou ptisobi ¢dst B na ¢dst A prostrednictvim plosky 5. Za tim tcelem
zadefinujeme vektor plosky S tak, Ze je na plosku kolmy a jeho velikost je rovna velikosti plosky,
tj. |S | = S; orientace vektoru S je takova, ze smétuje pry¢ (,ven*) od ¢asti A, o silu na niz se nyni
zajimame, je tedy orientovan ve sméru vnéjsi normaly.

Jakou silou ptisobi vnéjsi element na vnitini? Ukazuje se, ze tato sila je ddna linearnim vztahem

ﬁ . Fy 011 012 013 Sy
= (35 neboli maticoveé F2 = 091 0922 093 SQ y (126)
Fy 031 032 033 Sy

kde ¢ je tenzor napéti a o;; jsou jeho slozky

Toto je sila, kterou pusobi ¢ast B (,vnéjsi“) na ¢ast A (,vnitini“); silu, kterou naopak pusobi
A na B, bychom ziskali opét ze vztahu (126), ale plosku S bychom museli orientovat opacné; sila
by tak byla také opacna, coz presné odpovida principu akce a reakce. Tento princip je tak ve
vztahu (126) automaticky zabudovan.

Priklad: idedlni tekutina

Sice nejde o pruzné téleso, ale tenzor napéti lze dobte definovat i v tekutinach. Jak vime, v idedlni
tekutiné (nebo i ve viskézni, kterd je v klidu), je sila, kterou na sebe pres plosku S pusobl casti
tekutiny, rovna soucinu plosky a tlaku v tekutiné a ptisobi dovnitt plosky, tedy plati F=— S .
Odtud tenzor napéti o;, = —p i, tedy

-p 0 0
b= 0 —p 0 (v idedlni tekutiné) (127)
0O 0 —p
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4 Teorie pruznosti

o Vsimnéte si, ze podobné jako tomu bylo u vektori momentu hybnosti a thlové rychlosti, ani
vektory F a S nemusi byt rovnobézné. Pokud rovnobézné nejsou, svédci to o pritomnosti smy-
kovych napéti. Napr. pokud o5 # 0, pak pro plosku S = (0,.5,0) dostdvame nenulovou slozku
sily F} = Soy. Tedy ploskou v roviné xix3 se prenasi sila ve sméru osy x1, tj. vektor této sily lezi
v roviné plosky. Takové sile fikdme smykova.

« Naopak diagonalni slozky tenzoru napéti popisuji sily v télese, které jsou kolmé na plosku, pro-
stfednictvim niz pusobi. Takové sily maji tedy charakter tahu (pokud je prislusnd diagonalni
slozka kladné) nebo tlaku (pokud je zdporna).

X2

X

o Tenzor napéti je vzdy symetricky. Plyne to z nasledujici ivahy. Predstavme si krychlicku uvnitf
télesa tak malou, Ze v jejim objemu lze tenzor napéti povazovat za konstantni. Krychlicku orien-
tujeme podle soutadnicovych os (viz obrazek). Podivejme se na smykové sily v roviné xjzs, které
plisobi na stény kolmé na osu z;. Na obrazku jsou to sily vyznacené zelené. Sily jsou vzajemné
opaéné protoze protéjsi stény krychlicky maji opacné normalové vektory. Sila na pravou sténu
je 091a?, kde a je hrana krychlicky. Sily tedy ptisobi na krychlicku momentem, ktery se snai
ji roztocit. Kromé toho ptisobi v roviné zix, dalsi dvé sily, ty, které ptsobi na stény kolmé na
osu xy a jsou vyznaceny modie. Také tyto sily ptusobi na krychlicku momentem, ktery se ji snazi
roztoéit. Sila na horni sténu je o12a2. Jen tehdy, pokud je 012 = 091, momenty obou dvojic sil se
vyrusi a k roztaceni nedojde. Pokud by tomu tak nebylo, budou se takto roztacet vsechny pomy-
sIné krychlicky. Navic tihlové zrychleni bude tim vétsi, ¢im je krychlicka mensi, protoze moment
setrvacnosti krychli¢ek je imérny a® a moment sil a® a tedy tihlové zrychleni je itmérné a=2. V ta-
kovém pripadé by se téleso okamzité rozpadlo. Vnitini sily, které udrzuji téleso pohromadé, se ale
postaraji o to, ze jakmile se objevi néjaka nediagonalni slozka tenzoru napéti, okamzité se ji pfi-
zpusobi prislusna ,zrcadlova“ slozka. Tenzor tak stale zustava symetricky. To plati i pro kapaliny,
kde sice uplné nelze mluvit o soudrznosti, ale uvedené roztaceni by ani zde nebylo mozné.

o Podobné jako tenzor deformace, i tenzor napéti mizeme rozdélit na dvé ¢asti — objemovou cast
(i kdyz pfesnéjsi by bylo mluvit o tahové--tlakové ¢asti) oy = diag (% Tro, % Tro, %Tr [7) a smy-
kovou c¢ast 6g = 6 — dv.

« Dilezitou veli¢inou je celkova plosna sila ptisobici na néjaky objem V' télesa. Dostaneme ji integraci
elementarni plosné sily pres plochu ohranicujici tento objem:

ﬁ:/&dgz/div&dv, (128)
S \4

kde jsme vyuzili zobecnéné Greenovy véty pro prevod integralu pres uzavienou plochu na integral
pres objem touto plochu uzavieny. Divergence tenzoru napéti je definovana jako vektor o slozkach

(div&); 00 129
&L’
k
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4 Teorie pruznosti

Divergence tenzoru napéti tak udava hustotu plosnych sil.

Jak vime, pti prechodu od jedné kartézské soustavy souradnic k jiné (natocenim souradnicovych
os) se slozky vektoru transformuji prostfednictvim matice prechodu (ozna¢me ji T'). Lze tedy
ocekavat, ze se budou néjak transformovat i slozky tenzoru napéti. Je uzitecné zjistit, jak.

Nejprve zapiseme transformacni vztahy pro vektory Fas:
F=TF, §=T18, (130)

kde ¢arkované slozky se vztahuji k nové (pootocené) soustavé souradnic. Tyto rovnice zkombinu-
jeme se vztahem (126) a dostaneme

F'=TF =T68 =T6T7'5" . (131)

Odtud pak z pozadavku, aby v ¢arkované soustave platil vztah Fr =65 , plyne hledany trans-
formacni vztah pro tenzor napéti

6 =T6T ' =T6T7", (132)

kde v poslednim kroku jsme vyuzili ortogonalitu transformace T, diky niz jsme mohli nahradit
matici 7! matici T,

Je dobfe znamo, ze pomoci ortogonalni transformace lze libovolnou symetrickou matici prevést
na diagonalni tvar. Lze to proto provést i pro tenzor napéti, ktery pak ziska tvar

01 0 0
Odiag = 0 oy O . (133)
0 0 03

Souradnicové osy soustavy, v niz je o diagonalni, se nazyvaji hlavni osy tenzoru napéti a hodnoty
01,03, 03 jsou jeho hlavni hodnoty.

Priklad: krouceni mrkve
Budeme-li kroutit mrkev, vytvorime v jejich sténach smykové napéti. Tenzor napéti bude

Q»

I
oo
oo
oo o

Chceme-li jej vyjadiit v soustavé natoc¢ené o m/4 kolem osy x3, musime jej transformovat podle

1/vV2 1/v/2 0

vyse uvedeného vztahu, pricemz matice pf‘echodujef = -1/v2 1/v2 0 |. Vysledny tenzor
0 0 1
v pootocené soustaveé pak je
1/vV2 1/V/2 0 0 A0 1/vV2 —1/v/2 0 A 0 0
o= -1/vV/2 1/vV2 0 A0 0 1/v2 1/v/2 0 ]=[0 -4 0
0 0 1 0 0 O 0 0 1 0 0 0

Vidime, ze Cisté smykové napéti je v natocené soustavé vlastné tahem ve smeéru jedné souradnicové
osy a tlakem ve sméru druhé. Slabym nafiznutim mrkve ve smérech novych os a jejim kroucenim
se 0 tom snadno muzeme presvedc¢it — jeden Tez se pti krouceni rozevira a druhy naopak svira.
Pokud ale mrkev nenafizneme a pouze silné kroutime, zlomi se podél Sroubovice (viz obrazek).
To proto, ze jsme prekonali mez pevnosti v tahu v sikmém sméru. Smér lomu je prave 45 stupnt.
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o

X1

« Podobné jako tenzor napéti se pri pootoceni soustavy souradnic transformuje rovnéz tenzor de-
formace, tedy v analogii se vztahem (132) plati &’ = TeT™,

4.3 Hookuv zakon

o Napéti a deformace spolu tzce souvisi. Je-li deformace télesa dostateéné mala, je napéti pri-
mo umérné deformaci. To je obsahem Hookova zakona. Jak 1ze matematicky vyjadrit linearni
vztah mezi dvéma tenzory druhého fadu? Jak jsme vidéli, linedrni vztah mezi dvéma vektory byl
zprosttedkovan tenzorem druhého radu. Zde to bude tenzor ¢tvrtého radu, ktery oznacime C:

3
Oij = Z Oijklgkl' (134)

k=1

Tenzor Cj;i,; jetenzor elastickych koeficientti. Vzhledem k symetrii tenzorti napéti a deformace
je symetricky v indexech 4,5 i k,[l a ma i dalsi symetrie. To, kolik ma nezavislych slozek, zavisi
na vnitini symetrii télesa. Nejvice jich je pro krystaly trojklonné soustavy, a to 21. Nejméné
nezavislych slozek mé z krystali krychlova soustava, a to tii. Méné uz maji pouze izotropni télesa,
a to dvé. Mezi izotropni télesa patii i polykrystaly libovolné soustavy, protoze diky nahodné
orientaci mnoha mikroskopickych krystalkil se smérové vlastnosti zprimeéruji. Déle se budeme
zabyvat jen izotropnimi télesy.

o Pro izotropni téleso lze Hookuv zakon zformulovat velmi jednoduse s vyuzitim rozdéleni tenzoru
deformace a napéti na objemovou a smykovou c¢ast. Plati

oy = 3Kéy
(}S = 2,u,e’—fs, (135)

kde K je modul vSestranné stlacitelnosti a u je modul pruznosti ve smyku. Oba maji
rozmér tlaku a jednotku Pa (v praxi se spiSe pouzivd MPa, nékdy i GPa).

o Modul vsestranné stlacitelnosti udava, jak obtizné je zménit objem télesa, jestlize na né ptisobime
ze vsech stran tlakem p. V tomto pripadeé je totiz oy, = —pdy a proto € = —% 0;1- Relativni
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zména objemu pak je AV /V = —Tre = £, takze modul K vyjadiuje, jak obtizné je zménit
tlakem p objem télesa. Pokud napt. tlak dosahuje jedné setiny hodnoty modulu K, zmensi se jeho
vlivem objem o jedno procento.

o Podobné modul pruznosti ve smyku vyjadiuje, jak obtizné je provést cisté smykovou deformaci.

e Pro snadno deformovatelna télesa, napr. gumu, je hodnota u relativné mald, protoze je snadné
zménit jejich tvar. Naproti tomu zménit objem je i u téchto téles velmi obtizné. Vzdyt je to
obtizné i tfeba pro vodu, ktera je jen velmi malo stlacitelna, zatimco tvar méni zcela podle libosti.
U takovychto téles je proto K > pu.

o Priklad: natahovani tyce

| o=

Uvazujme ty¢ prurezu S, kterou natahujeme silou F' ptsobici ve sméru osy z; podél jeji osy
(viz obrazek). Vzhledem k tomu, Ze bo¢ni sily jsou nulové, bude v tenzoru napéti nenulova pouze
slozka 017 = % Tenzor napéti a jeho objemova a smykova cast pak bude

£00 = 0 0 220 0
=10 00 |, ov=1| 0 55 2 . b= —az oF , (136)
0 00 0 0 35 —35
a z Hookova zakona
. L 0 0 . 5 0 0
. ov F [ ok . og  F [ 3 1
gV:—:— O —_— 0 gS:—:— 0 — L 0 (137)
3K S 9K ’ 2u S Bu
0 0 4% 0 0 —&
a celkovy tenzor deformace pak bude
o=+ 0 0 L 09 0
) . ) F IK 3u L L r E
8=€v+€s=§ 0 o 1 0 1 =3 0 —% 0 , (138)
0 0 9% o 0 0 -3

kde £ = 3%1"# je modul pruznosti v tahu (Youngiv modul) a ¢ je Poissonuv pomér (koefici-
ent) o = %33};;2;. Youngiiv modul vyjadiuje, jak obtizné je téleso natdhnout silou, ktera ptisobi

v jednom smeéru, a Poissontiv pomér je pomér relativniho pricného zkraceni a relativniho podél-
ného prodlouzeni pri tomto procesu, o = —%. Vsimneéte si, ze pro meékka télesa plati E ~ 3u
aoc=1/2.
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4.4 Rovnice rovnovahy

Uvazujme téleso, které je v klidu. Sila plisobici na libovolny jeho element V' je pak rovna nule.
Tato sila je sou¢tem dvou casti: plosné sily, kterou na element V' piisobi prostirednictvim jeho
hranice okolni elementy, a objemové sily, ktera pusobi i na vnittek V' vlivem dalekodosahovych
interakei (gravitace, elektrickd ¢i magnetickd sila u nabitych téles, setrvacné sily v ptipadé popisu
v neinercialni Soustave) Oznac¢ime-li objemovou hustotu objemovych sil jako f (napr. pro gravi-
tacni silu mame f = pg), plati pro kazdy objem V uvniti télesa fv (dive + f ) dV =0 a tedy také
v kazdém bodé télesa

aazk o
j{: Sor T =0 (139)

Tenzor napéti nyni vyjadiime pomoci tenzoru napéti prosttednictvim Hookova zakona pro izot-
ropni téleso (135), ktery zapiseme explicitné jako

3 3
1 2
oir = Ko E en+2pu (&'k ~ 3 ik E 811) = ( ;) ik E e+ 2uE (140)
=1 =1

Uvazujme, ze deformace je mala, a vyjadreme tenzor malé deformace pomoci vektoru posunuti,
rovnice (117). S vyuzitim rovnice (140) pak dostaneme

3

B 8azk B 21 i 0%y 0%u; 0%y,
N 8xk N Z [(K ?) 5”‘3; 0x,07; th oxs + 0z;0xy, (141)

k=1
2
= [(K — EM) grad div @ + p (AU + grad div ﬁ)} : (142)
kde [...]; znad i-tou slozku vektoru v zavorce.

Je vyhodné jesté vyjadrit Laplacetv operator z vektoru pomoci identity Aw = grad div #i—rot rot .
Z rovnic (139) a (142) pak dostaneme

4 —
(K—i—?'u) graddivu — protrotu + f =0, (143)
coz lze nakonec s vyuzitim vztaht K = ﬁ a = ﬁ prepsat jako

—2 1 1—20) -
gfaddiVﬁ——arotrotﬁ:—( + o) o)

2(1—o0) E(1-o0) (144)

To je rovnice rovnovahy. V pripadé, ze je deformace vyvolana jen silami ptisobicimi na povrch
télesa, je f = 0 a prava strana rovnice (144) je nulova.

Priklad: deformace kulové skorepiny
Uvazujme kulovou skofepinu (téleso tvaru mezikouli), které se puvodné nachézi ve vakuu v nez-
deformovaném stavu. Deformace nastane pod vlivem tlaki p; a ps, které plisobi zevnitt a zvnéjs-

ku télesa, tedy v mistech r = R; a r = R,. Jakd bude deformace? Umistime pocatek sfé-
rickych souradnic do stfedu skorepiny. Ze symetrie problému je jasné, ze posunuti pri defor-
maci nastane pouze v radidlnim sméru, tedy ze @ = (u,,uy,up) = (u(r),0,0). Objemové si-

ly jsou nulové, f = 0. Z vyjadreni gradientu, divergence a rotace ve sférickych souradnicich,
viz napf. http://physics.muni.cz/~tomtyc/vzorce-mech.pdf, dostaneme pro nase vektorové
pole rot @ = 0 a z (144) pak

1 0r?u
r2 Or

graddivi =0 = divu = = A = const. (145)
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2

Vynasobenim rovnice r° a integraci dostaneme

2 Ar? A B
agru:/lrz = T2u:Tr+B = u(r):§7”+ﬁ. (146)

Zde A, B jsou integracni konstanty. Ty urcime z podminek pro tlak, ale k tomu potfebujeme tenzor
napeéti a proto i deformace. Slozky tenzoru deformace ve sférickych souradnicich jsou uvedeny opét
v http://physics.muni.cz/~tomtyc/vzorce-mech.pdf. V nasem pripadé mame

ou, A 2B u A B
oy 3 3 06 Epp , 3 + 3 ( )

8’I"T’

(psali jsme jen nenulové derivace). Tenzor deformace a jeho objemovéa a smykova ¢éast jsou pak

iE
SIBS

_2B
-3

. Eg = B . (148)

>
ol

A B A
3+ 3

%

Vv

oy = diag (KA, KA, KA), 65 = diag (—&‘—33, fo,Qf—gB). V r = Ry, resp. r = Ry musi radialni
diagondlni slozka tenzoru napéti odpovidat tlaku py, resp. ps, musi tedy platit o,,|,—r, = —p; pro

1 = 1,2. 7Z téchto dvou podminek dostaneme

K(R3 — R})’ dp R — R

Vidime, zZe pokud jsou oba tlaky stejné, nastane jen objemova deformace bez zmény tvaru. Pokud
plati p; R? < poR3, bude A < 0 a téleso zmens{ sviij objem, v opacném pifpadé jej zvetsi.
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Mechanika tekutin

5.1 Proudnice a trajektorie

Veli¢iny, kterymi budeme popisovat pohyb tekutiny, jsou jeji rychlost v kazdém bodé oblasti, kde
se tekutina nachazi, a nékteré dvé termodynamické veliciny napr. tlak a hustota. Tyto veli¢iny
jsou funkcemi polohy elementu tekutiny a casu.

Je-li rychlost jen funkci soufadnic, ale ne ¢asu, jedna se o proudéni ustalené (stacionérni).

Proudnice je ktivka, tecna k niz v libovolném jejim bodé urcuje smér rychlosti proudéni tekutiny
ve zvoleném okamziku

Odlisnost proudnic a trajektorii lze ilustrovat na tomto prikladu: uvazujme nadobu s kapalinou,
kterd vykonava casové proménny translacni pohyb tak, ze kazdy jeji bod se pohybuje po stejné
velké kruznici, viz obrazek nize — vlevo.

sle,

V daném okamziku jsou rychlosti vsech ¢astic v nddobé stejné, proudnice v tomto okamziku jsou
tedy vzajemné rovnobézné tsecky, viz obrazek uprostired; trajektorie ¢astic jsou ovsem zcela odlis-
né: jsou to shodné, vzajemné posunuté kruznice, viz obrazek vpravo (jsou vyobrazeny trajektorie
t¥ modfe vyznacenych elementt tekutiny)

Proudnice se shoduji s trajektoriemi elementti tekutiny, pouze kdyz je proudéni ustalené.

5.2 Rovnice kontinuity

Uvazujme néjaky objem V' zafixovany v prostoru a zkoumejme, jak se méni s ¢asem hmotnost
tekutiny v ném obsazené. Tato hmotnost je m = fv pdV ., jeji casova derivace je proto

dm dp
1
o dt pdV = / av . (150)

Hmotnost miize pribyvat nebo ubyvat jen tak, Ze se tekutina dostane dovniti nebo ven pres plochu
S, kterd objem V ohranicuje. Hustota toku hmotnosti tekutiny je rovna pv, proto rychlost zmény
hmotnosti tekutiny v objemu V' je

d o
an_ —j{pﬁds - —/ div(pv) dV . (151)
dt S \%4

Znaménko minus odpovida tomu, ze pokud je soucin pt/ ds kladny, tekutina elementem ds odtéka,
protoze vektor dS je orientovan ve sméru vnéjsi normadly. Integral pres povrch jsme v rovnici (151)
transformovali na objemovy integral pomoci Gaussovy véty. Odeétenim rovnic (150) a (151) do-
stavame

/ [gt + div (pv)} dv =0. (152)
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Diky tomu, Ze tato rovnice plati pro kazdy objem tekutiny, mizeme odstranit integral a vysledkem
je rovnice kontinuity:

Op | oo
N + div (pv) =0 (153)

Je-1i tekutina nestlacitelna, bude p = const., v rovnici kontinuity se anuluje prvni ¢len a ve druhém
muzeme vytknout p z divergence, takze v tomto ptipadé dostavame div v = 0.

Pro nestlacitelnou tekutinu mizeme formulovat rovnici kontinuity i v integralnim tvaru. Pred-
stavme si nestlacitelnou tekutinu proudici ve zuzujici se trubce, viz obrazek:

\S3
\%
V rovnici (151) pak mame ¥ = 0, odkud $ PU dS = 0. Jestlize objem V vezmeme jako prostor

mezi prurezy S; a S a plochu S jako plochu sestavajici z ploch S a Sy a z ¢asti vnitiniho povrchu
trubky S5 mezi plochami S; a S;, dostdvame

Vi Y

Y{pac@:/ pad§+/ p17d§+/ pidS = —Syvy 4 Savy = 0, (154)
S S1 Sa S3

coz dava znamou stredoskolskou verzi rovnice kontinuity Syv; = Sqve (plati jen pro nestlacitelnou
tekutinu!).

Rovnice kontinuity je vlastné vyjadrenim zakona zachovani hmoty: hmotnost obsazena v dané
oblasti prostoru se mtze ménit jediné tak, ze hmota proudi skrze stény této oblasti; hmotnost
nemtize pribyt nebo ubyt , jen tak®

5.3 FEulerova rovnice

Budeme nyni hledat pohybovou rovnici idedlni tekutiny, tj. tekutiny bez viskozity (vnitiniho
tient).

Uvazujme néjaky element objemu tekutiny o malém objemu V. Jeho hmotnost je pV'. Jaké je jeho
zrychleni? Pokud bychom se domnivali, Ze je to jen g—f , mylili bychom se. Pti pocitani zrychleni
elementu totiz nesmime provést derivaci z rychlosti podle casu pii pevné poloze v prostoru (to
bychom jen zjistili, jak se méni rychlost v pevném bodé, ale timto bodem prochézeji stale nové

elementy tekutiny), ale musime sledovat stéle stejny element. Zrychleni je

o A (), 25(t) 25(0),1) _ 05 |~ OUde; _ 00, § o _ov

+(@-V)T (155)

=1

Zde jsme formélné vynasobili skalarné operator nabla s vektorem rychlosti a vysledny operator
v-V = Zf’zl Ui£ jsme aplikovali na vektor rychlosti.

Zrychleni tedy mame, zbyva urcit silu ptisobici na element objemu. Hustota plosné sily od okolni
tekutiny jsou dany divergenci tenzoru napéti a ten je dan rovnici (127). Proto dive = —gradp
a po pridani objemovych sil je celkova objemova hustota sil rovna —gradp + f. Pro nas velmi
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maly objem V' proto dostdvame 2. Newtoniv zékon ve tvaru m[g—f +(7-V) 7] = V(—gradp + f),
po dosazeni m = pV vydéleni objemem V' dostavame
ov 1 1 -
— 4+ (U-V)u=——gradp+ — f, 156
5 T V) Seradp+ —f (156)

coz je Eulerova rovnice popisujici pohyb tekutiny. Vsimnéte si, Ze je nelinearni diky ¢élenu
(V- V) U, ktery je kvadraticky v rychlosti. Diky nelinearité Eulerovy rovnice neplati pro proudéni
tekutin princip superpozice a Tfeseni pohybovych rovnic je ve vétsiné pripadi extrémné obtizné.

Priklad — hydrostatika: Predpokladejme, Ze tekutina se viibec nepohybuje. Pak leva stra-
na rovnice (156) (zrychleni elementu) je nulovd a plati gradp = f, coz je obecnéa rovnice pro
hydrostaticky tlak. Pro tekutinu v homogennim gravita¢nim poli, v némz f = pg, dostavame
gradp = pg = (0,0, —pg) (predpoklddame, ze osa z miii vzhiru) a pro nestlacitelnou tekutinu
pak integraci zndmy vztah p = py — pgz.

Priklad — Tvar hladiny rotujici kapaliny

Predpokladejme, Ze nestlacitelna kapalina rotuje kolem svislé osy z thlovou rychlosti w. Zrych-
leni elementu tekutiny na levé strané Eulerovy rovnice je pak ve valcovych soufadnicich @ =
(—w?r,0,0) (dostiedivé zrychleni), objemova sila je f = (0,0, —pg) (tthova sila). Dosazenim do
rovnice (156) dostaneme

2 __L (% 9p op _
( wr,0,0)— p 8?"’830’02 +(0a07 g) (157)

Rozdélenim na slozky a Tesenim vzniklé soustavy diferencidlnich rovnic dostaneme p(r,z) =
% pw?r? — pgz+C. Vidime, Ze izobarami p = const jsou rotacni paraboloidy. Jeden z nich odpovida
hladiné kapaliny.

5.4 Bernoulliho rovnice

Uvazujme stlacitelnou tekutinu proudici ustalené, tedy 0v/0t = 0. Zrychleni elementu tekutiny
v Eulerové rovnici prepiseme pomoci vektorové identity

1
(U-V)u= §gradv2—17>< rot ¢/ (158)
Navic budeme predpokladat, ze pomér f /p se da vyjadiit jako —grad U, kde U je potenciél
objemovych sil. To je velmi rozumny predpoklad napr. pro gravitac¢ni silu, u niz je U pfimo
gravita¢ni potencidl, nebo pro setrva¢né sily. Tim rovnice (156) prejde na

%gradv2 — U Xrotv = —%gradp—gradU. (159)
Promitnéme nyni rovnici v .daném bodé do sméru rychlosti, tedy do sméru proudnice v tomto
bodé. Gradienty v rovnici (159) tim prejdou na derivace podle vzdalenosti mérené podél proudnice,
kterou budeme znacit . Abychom to dokazali, staci si uvédomit, ze jednotkovy vektor 7 ve sméru
proudnice lze zapsat jako derivaci polohového vektoru podle [: 77 = d7/dl. Potom pro libovolnou
veli¢inu a plati

_dadr Oady dadz da

Vai=aa Toyal Taral Al

(160)
Rovnice (159) tim prejde na
d(v?/2) N 1 dp N du

dl pdl Al

0, (161)
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Vyraz v X rot ¥ se neprojevil, protoze je diky vektorovému soucinu kolmy na rychlost a pfi pro-
mitnuti do sméru proudnice d& nulu. Rovnici (161) pak muzeme podél proudnice zintegrovat:

2 d
% + / L 4 U = const.? (162)
P

To je Bernoulliho rovnice. Je diilezité, ze uvedeny vyraz je konstantni jen podél dané proudnice.
Pro kazdou proudnici miize byt tedy konstanta na pravé strané Bernoulliho rovnice jina. Konstanta
je spolecna pro vsechny proudnice tehdy, kdyz je pole rychlosti nevirové, tedy rotace rychlosti je
vSude nulova, protoze pak v rovnici (161) ¢len s rotaci vymizi pro promitnuti do libovolného
smeéru.

« Pokud je tekutina nestlacitelna, je p konstantni, d& se vyjmout z integralu a dostaneme
2

% +L 4 U = const. (nestlacitelna tekutina) (163)
p

o Priklad — vypocet rychlosti vytékani vody z ndadoby:

A A

B —Cv

Potencial U je v tomto pripadé gravitacni, U = gz, kde z je vySka nad vytokovym otvorem.
Protoze pole rychlosti je pri takovémto bézném vytékani nevirové, je konstanta v rovnici (162)
spolecnd pro vsechny proudnice, proto pro veli¢iny v bodech A, B, C plati

U% B y4e;

2

v,
Pa + 2 40=2C4+2¢
p 2 p

2
Ua
—+—+4+gh=— 0 164
5 + P +g 5 + (164)
Navic vime, ze na hladiné i v bodé C je atmosféricky tlak p,, rychlost na hladiné je témér nulova
(predpokldaddme, ze plocha hladiny je mnohem mensi nez prurez vytokového otvoru a podle rovnice

kontinuity proto hladina klesdé mnohem mensi rychlosti nez v¢). Proto

Pa gp=bB_ U P (165)

p p 2 p
Odtud dostavame jednak ziejmy vztah pro hydrostaticky tlak, pg = pa + pgh, jednak znamy

vztah pro vytokovou rychlost v = 1/2gh = HM‘

o Priklad — opét hydrostatika: Predpoklddejme, ze tekutina je nestlacitelnd a vibec se nepo-
hybuje. Pak z rovnice (163) plyne p = —pU + const., coZ je obecnd rovnice pro hydrostaticky
tlak. Pro kapalinu v homogennim gravitacnim poli, v némz U = gz, dostavame znamy vztah
P = po — pgz, kde pg je tlak v misté z = 0.

o Jindg aplikace — tlak v trubce nekonstantniho prurezu s proudici idedlni tekutinou:

®¢len s integrdlem vznikl pii integraci takto: [ %i—f dl=[ d—f
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Uvazujme nestlacitelnou tekutinu ve zuzujici se trubce, viz obrazek (a). Podle rovnice kontinuity
bude rychlost proudéni v uzsi ¢asti vétsi nez v Sirsi, a podle Bernoulliho rovnice tedy bude v uzsi
casti mensi tlak. To ponékud odporuje nasi intuici. Prekvapivé by to ale byt nemélo z nasledujiciho
divodu. Céstice tekutiny se v levé ¢asti pohybuje pomalu, v pravé rychle. P¥i pohybu misty, kde
se trubka zuzuje, se tedy Castice musi zrychlovat smérem doprava, viz obrazek (b). To musi byt
zpusobeno néjakymi silami. Jediné sily, co na ¢astici pusobi, jsou tlakové sily od okolni tekutiny
(gravitaci neuvazujeme). Z toho je jasné, ze tlak v levé ¢asti trubky musi byt vétsi nez v pravé, aby
vyslednice tlakovych sil smétovala doprava, viz obrazek (c). A to je presné ve shodé s Bernoulliho
principem.

Bernoulliho rovnice pro adiabatické proudéni idealniho plynu: pii adiabatickém proudéni
plati pV* = const, kde V' je objem néjakého mnozstvi plynu a « je Poissonova konstanta. Proto

Cp = p'/* a f% = fC’pfl/"‘ dp = 1—(5/;{ ptl/r = ﬁ%. Tedy u adiabatického proudéni plynu

se podél proudnice neni konstantni % + p/p + U jako u nestlacitelné kapaliny, ale konstantni je
veli¢ina
v? K p . . .,
5 + > + U = const. (adiabatické proudéni plynu) (166)
k—=1p

5.5 Navier-Stokesovy rovnice

Je-li tekutina viskézni, objevuji se v tekutiné i smykové sily vlivem vnitiniho tieni. Ty se v tenzoru
napeéti projevi dodatecnym clenem, ktery mizeme oznacit 7;;. Tenzor napéti je tedy roven

Oik = _péik + Tik (167)

Tenzor 7 bude zaviset na derivacich rychlosti tekutiny podle soutadnic, protoze ty vyjadiuji vza-
jemny pohyb casti tekutiny. Naptiklad uvazujme nasledujici situaci na obrazku:

v

— >
Xo .

X1

Sily, kterymi desky ptisobi na tekutinu mezi nimi jsou oznacené sipkami. Prislusné smykové napéti
ziejmé bude primo tmérné spadu vodorovné slozky rychlosti podél svislé souradnice, tedy v nasem
ptipadé 019 = 091 = nv/h, kde h je vzdélenost desek a n je dynamicka viskozita tekutiny.

Pro nestlacitelnou tekutinu obecné plati

ov;  Ovuy
Tik = 1) <8xk + &Ei) ) (168)

. .. . , v, duy, s, ; v
Pokud tekutina rotuje jako celek, je vyraz 5ar T 5o roven nule a viskdzni sily se neuplatni (napft.
pti rotaci kolem osy z mame ¢ = (—wy, wz1,0) a nulovost vyrazu je o¢ividnd).
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5 Mechanika tekutin

Jak prispéje viskozni ¢len v tenzoru napéti k povrchovym silam? Hustota fyix viskéznich sil
pusobicich na element tekutiny je rovna divergenci viskdzni Casti tenzoru napéti:

3 )
ot 5 Uz odiv v
(foisk)i = 2 By i 2 nz 5 c%ck =1 (sz + 5 > (169)

€

Zde jsme predpokladali, ze viskozita je konstantni. Pro nestlacitelnou tekutinu je druhy clen
nulovy.

Pohybovou rovnici pro nestlacitelnou viskézni tekutinu dostaneme tak, ze na pravou stranu FEu-
lerovy rovnice (156) pridame viskézni ¢len:
ov

1 n 1 -
— 4+ (W-V)u=——gradp+ - Av+ — f, 170
CALEE Ui+ (170)

To je Navier-Stokesova rovnice®. Od Eulerovy rovnice se lisf pouze ¢lenem gAU.

Pokud by tekutina byla stlacitelna, byl by v pohybové rovnici navic dalsi ¢len, odpovidajici jinému
typu viskozity — odporu tekutiny proti zméné objemu.

Priklad: proudéni kapaliny ve valcové trubce

Budeme uvazovat situaci, kdy viskézni nestlacitelna kapalina proudi laminarné v trubce kruhového
prifezu poloméru R, jejiz osa je osou z, gravitaci ¢i jinou objemovou silu neuvazujeme. Rychlost
kazdého elementu kapaliny mé smér osy z a element se pohybuje rovnomérné primocare, proto je
zrychleni elementu, tedy celd leva strana rovnice (170), rovna nule. Dostéavame tak

gradp = nAv. (171)

Protoze rychlost ma nenulovou jen z-tovou slozku, v = (0,0, v), je tomu tak i s jejim laplacidnem
a podle rovnice (171) tedy i s gradientem tlaku. Proto tlak zavisi jen na souradnici z a plati
dp/dz = nAv. Z vyjadieni laplacidnu ve valcovych souradnicich (r, ¢, z) a vyuziti vdlcové symetrie
problému (nic nezavisi na ) dostaneme

1d dv 1 dp Ap
Av == — [,22 — P _ t. 172
T ar (Tdr) n dz nl - oo (172)

Zde jsme v posledni rovnosti vyuzili toho, Ze dp/dz musi byt konstanta, nebot Av zavisi jen na r
a tedy ne na z. Oznacili jsme Ap, [ po Tadé tlakovy rozdil na zacatku a konci trubky a jeji délku.
Integraci rovnice (172) dostaneme

A
o(r) = 477’; r2+ Alnr + B, (173)

kde A, B jsou integracni konstanty. Protoze rychlost proudéni na ose musi byt konecna, je A = 0,

a rychlost pro r = R je nulovd, proto B = ApR?/(4nl) a

v(z) = Ap

— (R*—1?). 174
(R r) (174)
To je znamy kvadraticky zdkon pro rychlost lamindrniho proudéni v trubce. Jesté lze spocitat
celkovy objemovy tok jako integral z rychlosti ptres prirez trubky:

TApR*
o = drdp = . 175
/s 4nl/ / Jrdrdp == (175)

Dostali jsme dalsi znamy vysledek — pritok je pfimo tmérny tlakovému spadu a ¢tvrté mocniné
poloméru trubky.

6V&tsinou se mluvi o Navier-Stokesovych rovnicich, protoze diive bylo zvykem psat rovnice po slozkach, takZze misto
jedné rovnice byly tii.
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5 Mechanika tekutin

5.6 Virové a nevirové proudéni

» Rotace vektorového pole rychlosti, O = rot U, vyjadfuje mnozstvi otac¢ivého pohybu tekutiny
v daném bodé.

o Jestlize rot v # 0, jde o tzv. virové proudéni. Nejjednodussim piikladem je rotace tekutiny jako
celku thlovou rychlosti w, kdy v = & x 7" a 0 = 2&. Vidime, Ze rotace rychlosti je v tomto pripadé
dvojnasobkem .

« Ukazuje se, ze mala kulicka unasena tekutinou se bude otacet tthlovou rychlosti rovnou poloviné
rotace rychlosti v misté, kde se kulicka nachazi.

« Priklad — nachazi-li se blizko bfehu reky lodka (viz obrazek (a) — pohled shora), za¢ne se diky
nestejné rychlosti proudu blize a dale od brehu otacet ve sméru Sipky. Skutecné, y-ova slozka
rychlosti roste se souradnici x, proto je (rot ¢), = dv,/0x — Jv, /Jy kladné a lodka se bude otacet
v kladném smyslu, jak je vyznaceno. Toho vyuzivaji vodéci pri najizdéni do proudu (a podobné
pii pristavani), kdy najizdéji Spickou proti proudu a proud sam lod otoc¢i diky nenulové rotaci
rychlosti, viz obrazek (b).

(a) (b)
f

SREE
= >
v
vl Il ]y

o Proudéni, u néjz v celém objemu tekutiny plati rot ¥ = 0, se nazyva nevirové.

N

« Uvazujme proudéni nestlacitelné idealni tekutiny, které nemusi byt ustalené. Budeme-li opét pred-
pokladat, Ze pro objemovou silu plati f/p = —grad U, a vyuzijeme-li identitu (158), piepiseme
Eulerovu rovnici (156) do tvaru

ov

1 1
a%—égradiﬂ—ﬁx rot v = _;gradp—gradU (176)

o Na tuto rovnici aplikujeme operaci rotace, pricemz vyuzijeme identitu rot grad a = 0, ktera plati
pro libovolné skalarni pole a. Tak dostaneme

% — 1ot (7 x Q). (177)

Tato rovnice ma dulezity dusledek. Je-li proudéni nevirové v néjakém okamziku, je prava strana
rovnice nulovéa a proto je proudéni nevirové i kdykoli pozd&ji’.

"V idedlni tekutiné ovéem miZe nastat situace, kdy vrstvy tekutiny po sobé jakoby klouzou; v takovém piipadé se na
rozhrani téchto vrstev rotace rychlosti stavd nekone¢nou, v redlné tekutiné ale viskozita ihned zpusobi turbulence. My
nebudeme tyto situace uvazovat a zaméfime se na nevirové proudéni.
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5 Mechanika tekutin

o Uvazujme nevirové proudéni tekutiny. Vzhledem k tomu, ze rot v = 0, lze pole rychlosti napsat
jako gradient néjaké skalarni funkce, kterou oznacime 1):

v =grad. (178)

Tato funkce je jednoznacné, probiha-li proudéni v jednoduse souvislé oblasti prostoru, tedy takové,
kde kazdou krivku lze spojitou transformaci deformovat do bodu. Pokud proudéni probiha ve
vicendsobné souvislé oblasti (napf. do tekutiny je vloZen tuhy prstenec nebo nekoneéné dlouhy
valec), bude funkce ¢ obecné mnohozna¢nou funkei souradnic.

o Priklady nevirového proudeni
Trivialni priklad je ten, kdy tekutina m& v celém prostoru stejnou rychlost, v = vy = const. Pak
1 = vpr. Jiny priklad je proudéni idealniho viru, kdy proudnice tvori kruznice kolmé na osu viru
(virovou ¢aru), kterou ztotoznime s osou z, jejichz stredy lezi na virové ¢are. Velikost rychlosti je
nepiimo tmeérnd vzdalenosti od osy, v = a/r, a pole rychlosti je pak ve valcovych soufadnicich

dano vztahem o' = (0, %, 0), popf. v kartézskych soufadnicich o' = (—%, %, 0). Neni tézké
se presvedcit, ze rotace rychlosti je nulova. Odpovidajici potencial proudéni je pak ¢ = ayp, kde
@ je polarni thel valcovych soutadnic. Je zajimavé, ze pole idedlniho viru je nevirové. V idedlnim
viru je totiz rotace rychlosti — virovost — zkoncentrovana na ose viru, kde ma rychlost singularitu.

o Proudi-li nestlacitelnd tekutina nevirové, plati v dusledku rovnice kontinuity a rovnice (178)
divgrady = Ay = 0, kde A je Laplaceiv operator. Problém nalezeni proudéni v dané situ-
aci se pak redukuje na problém feseni Laplaceovy rovnice splnujici dané pocatecni a okrajové
podminky.

5.7 Gravitacni viny

o Predstavme si idedlni nestlacitelnou kapalinu s klidnou vodorovnou hladinou v gravita¢nim po-
li Zemé. Jestlize ji vychylime z rovinného tvaru, gravitacni pole bude mit snahu hladinu opét
vyrovnat. To povede ke vzniku oscilaci a vin sificich se po hladiné.

o Budeme hledat rovnice, kterymi se viny ridi. Predevsim budeme predpokladat, ze rychlostni pole
kapaliny je nevirové a tedy existuje potencial rychlosti ¢. Kombinaci rovnic ¥ = V¢ a rovnice
kontinuity V - v = 0 dostaneme pro ¢ Laplaceovu rovnici

A¢=0. (179)

« ResSeni této rovnice budeme hledat ve tvaru viny, kterd zavisi na kartézskych souradnicich = a 2
(osa z mifi svisle vzhiru) takto:

¢(x,y,1) = cos(kx — wi) f(z), (180)
kde f(z) je dosud nezndm4 funkce. Dosazeni do rovnice (179) da

d2
d—zj; — K f=0 = f(2)=Ae"” + Be " (181)

pricemz clen s B smérem do hloubky kapaliny exponencialné roste a uplatni se jen u konecné
hluboké kapaliny; my budeme uvazovat nekonecné hlubokou kapalinu, pro kterou je tento ¢len
nefyzikalni, proto polozime B = 0. Potencial pak bude

o(z,2,t) = Ae™ cos(kx — wt) . (182)
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5 Mechanika tekutin

« Vidime tedy, Ze rovnice (179) skutecné umoznuje feseni ve tvaru postupné harmonické viny sitici
se podél hladiny, pricemz vlna zasahuje i do hloubky kapaliny, kde se exponencidlné tlumi.

« Abychom nalezli vztah mezi k a w v rovnici (182) (tj. disperzni relaci), vyjdeme z Eulerovy rovnice.
Budeme predpokladat, ze amplituda vln a je mald proti vinové délce A. V Eulerové rovnici pak
lze zanedbat clen (v - V)¢ protl ¢v. Skutecné, je-li T perioda kmitt, je rychlost fadu a/7 a JeJl
V}'frazné prostorové zmény nastavap na délce tadu A, takze (v- V) je tadu glg’ zatimco 22 5t Je

Y
fadu 21. Podminku (7- V)7 < % 1ze proto vyjadiit jako

2

a a
—<<— = a4\, (183)
A2
coz prave pozadujeme.
 FEulerova rovnice pak po zanedbéni ¢lene (- V) ¢ a vyjadreni objemovych sil ve tvaru f = —pVU,

kde U = gz, vede na nasledujici rovnici pro ¢:

grad ( ¢+p—|—gz> =0, (184)
ot
jejimz feSenim je
0
af+p+gz—f(t), (185)

kde f(t) je libovolna funkce casu. Tuto funkci lze ovsem polozit rovnu nule, protoze k potencialu
rychlosti lze pridat libovolnou funkei ¢asu (nikoli ale souradnic), aniz by se tim zménilo pole

rychlosti. Odtud pak
99
— g — 186
p==pgz=p, (186)

» Oznac¢ime nyni z-tovou souradnici hladiny jako ((z,y,t). V rovnovaze je ¢ = 0, proto ¢ udava od-
chylku hladiny od rovnovazné polohy. Na hladinu pisobi atmosféricky tlak pg, proto rovnice (186)
ziska tvar pg = —pg( — p%. Konstantu py miizeme opét odstranit vzhledem k nejednoznacnosti
potencialu®, takZe dostaneme

O¢

= 1
o) =" (187)

9¢ + &

» Protoze je amplituda vIn mald, je malé i stlaceni (. Proto lze z-tovou slozku rychlosti ¢astice kapa-
liny na hladiné aproximovat derivaci gﬁ 9. Soucasné je ale tato rychlost rovna derivaci potencidlu
podle z. Pro hladinu tak dostavame

o ¢ 10%

FEl i v (188)
coz lze prepsat jako
9 1 8% B

kde jsme jesté nahradili derivace pfimo na hladiné derivacemi vypoc¢tenymi v rovnovazné poloze
hladiny, coz je vzhledem k malym amplitudam prijatelné.

Pot

9Pfesny vyraz pro rychlost kapaliny na hladiné by byl v, = gg + 1 z + df/

8Prakticky by se to provedlo tak, Ze bychom provedli substituci ¢ ¢’ a preznacili pak ¢’ zpét na ¢.

Uy
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6 Mechanika tuhého télesa

Jestlize nyni dosadime vlnu (182) do rovnice (189), dostaneme hledanou disperzni zavislost

w= kg (190)

a z ni pak i fazovou rychlost v; a grupovou rychlost v, vIn:

w g gA dw 1 [g 1 [gA
=—=4/7T=1\/7 = — = /== /= 191
T \/; Vo 57 @ 2\/; 2V o (191)

Rozdéleni rychlosti v kapaliné dostaneme derivovanim potencidlu podle soutradnic:

0 0
Uy = a—i = — Ake" sin(kx — wt), v, = a—f = Ake" cos(kx — wt) . (192)
Vektor rychlosti se tedy pri danych soutadnicich z, 2 rovnomérné otaci ihlovou rychlosti w a jeho

velikost se neméni. Exponencialné vsak klesa s hloubkou pod hladinou.

Podobné lze ukazat, ze trajektorie ¢astic kapaliny jsou kruznice, jejichz polomér exponencialné
klesa s hloubkou. VIiny na vodé tedy nejsou ani ¢isté pricné, ani podélné, ale jsou jakousi kombinaci
obojiho.

6 Mechanika tuhého télesa

6.1

Uhlova rychlost

Zatim jsme se zabyvali hlavné (i kdyZ nejenom) soustavami ¢astic (hmotnych bodt). Nyni budeme
zkoumat pohyb tuhych téles, tedy takovych, u nichz se neméni vzajemné vzdalenosti jejich
jednotlivych ¢asti. Hmota v tuhém télese je nejcastéji rozlozena spojité, i kdyz tuhé téleso muize
byt tvoreno i diskrétnimi ¢asticemi spojenymi napt. tuhymi tyc¢emi, které fixuji vzajemnou polohu
castic.

Pohyb tuhého télesa lze chapat jako kombinaci dvou pohybu. Jednak pohybu libovolného, ale
pevného bodu télesa (fikejme mu referencni bod, v obrazku nize bod A), a jednak rotace kolem
tohoto bodu:

P1i tomto rozkladu lze rychlost libovolného bodu télesa vyjadrit jako
Ty =Va +@a X Fup s (193)

kde Vi je rychlost bodu A, &, je uhlova rychlost rotace télesa kolem bodu A a 7, o je polohovy
vektor a-tého elementu télesa vzhledem k bodu A.
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6 Mechanika tuhého télesa

o Provedme podobny rozklad, ale tentokrat s jinym referenénim bodem B, viz opét obrazek nahore.
Dostaneme analogicky U, = Vg + &g X 7, 5. Pokud navic vyuzijeme toho, Ze 7, o — o3 = Fap =
B — T, dostaneme porovnanim obou vyjadieni rychlosti ¢, rovnici

VA—FCUAXFAB+@AXFG7B:VB—|—QBXFG7B, (194)

ktera musi platit pro vSechny body télesa, tedy pro vsechna 7, 5. To je mozné jediné tehdy, pokud
Wp = Wa; vidime, ze tthlova rychlost nezavisi na volbé referenéniho bodu a je tedy charakteristickd
pro pohyb télesa jako celku.

6.2 Tenzor setrvacnosti

vvvvvv

téleso. Predpokladejme, Ze téleso je slozeno z diskrétnich hmotnych bod o hmotnostech m, v po-
lohach 7,. Spoéitejme nejprve moment hybnosti vzhledem k hmotnému stfedu télesa'®. Rychlost
a-té Castice bude v, = & X 7, protoze V je nyni rovno nule, a dostavame

L= mefy X Ty = Y mMaia X (X 7%) = Y ma[rid — (% - )], (195)

kde jsme vyuzili vektorovou identitu A x (B x A) = A2B — A(A- B).

« Napisme i-tou slozku vektorové rovnice (195), pricemz slozky polohového vektoru budeme znadit
z;, tedy 7= (71, 22, 73):

L= Zm ZMQOJ@ — X Zwkoﬂc] = Z [Zm <5ik Zx% - xlwk)] Wk = Z Jinwr, (196)
a l k k a l k

kde jsme zavedli slozky tenzoru setrvacnosti

Jin, = Z m (&k Z xi — xlxk> (197)
a l

a kvili prehlednosti prestali psat index a u hmotnosti ¢astic a jejich souradnic. Pro téleso se
spojité rozlozenou hmotnosti pak misto (197) mame

Jik = / p(z1, 22, 3) (6ik Z%Z — ZUzSUk) dVv (198)
4 l

» Jestlize zapiseme tenzor setrvacnosti jako matici,

R Za m(x% +$§) _Za mIrTs _Za mIxixs
J = =y mzaxy Yy m(at+ai) = mrars , (199)
—amasr =), masy o, m(af +a3)
pak lze moment hybnosti vyjadrit maticoveé jako
Ly Ju Jiz Jiz w1
Ly = Jo1 Jan Jo3 ) (200)
L J31 Iz Js3 ws
nebo jednoduse jako R
L=J& (201)

10Moment hybnosti je vzdy vztazen k néjakému bodu, protoze v jeho definici vystupuje polohovy vektor a ten zévisi
na volbé pocatku soustavy souradnic. Nyni tedy poc¢itdme moment hybnosti vzhledem k hmotnému stredu télesa a navic
v té vztazné soustavé, v niz je v.daném okamziku hmotny stred v klidu.
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6 Mechanika tuhého télesa

Tenzor setrvatnosti .J zprostiedkovava linearn{ vztah (201) mezi vektory o a L. Vsimnéte si, Ze
tento vztah pripomind znamy, i kdyz ponékud neptesny, vztah L = Jw mezi momentem hybnosti
a tthlovou rychlosti ze sttedni skoly. Vyznam je zde ale ponékud jiny, protoze J musime chapat jako
matici. Smér vektoru momentu hybnosti mize byt obecné jiny nez smér vektoru tthlové rychlosti.

Tenzor setrvacnosti je symetricky, tj. J;x = Ji;. Ma tedy jen 6 nezavislych slozek.

Vektor momentu hybnosti L bude rovnobézny s vektorem tihlové rychlosti pravé tehdy, bude-li &
vlastnim vektorem tenzoru setrvac¢nosti (199).

Priklad: rotace tenkého kruhového disku kolem osy sklonéné o whel 0 vici ose symetrie
Jestlize ztotoznime osu z v s osou disku a pocatek umistime do hmotného stredu disku, bude
tenzor setrvacnosti a vektor tthlové rychlosti a momentu hybnosti

) Tmr? sin 0 A - sin 0
J = Tmr? , W=uw 0 , L=Jd= 1 0 . (202)
L2 cos 6 2cosf

2

Vektory Lad tedy budou rovnobézné jen tehdy, kdyz ¢ = 0 nebo 6 = 7 /2. V obou ptipadech je
skutecné & vlastnim vektorem J.

Pri natoceni soustavy souradnic se slozky tenzoru setrvacnosti transformuji podobné jako slozky
tenzoru napéti, tady v analogii se vztahem vztahem (132):

J =TJT" (203)

Stejné jako tenzor napéti lze i tenzor setrvacnosti diagonalizovat prechodem do soustavy spojené
s jeho hlavnimi osami. V této soustave

Ji 0 0
J=0 J 0|, (204)
0 0 Js

kde na diagonale jsou opét hlavni hodnoty.

Doposud jsme pracovali s momentem setrvacnosti vyjadienym vzhledem k hmotnému stredu teé-
lesa. Jak to bude s momentem vyjadrenym vzhledem k obecnému bodu v prostoru, jestlize navic
hmotny stfed bude obecné konat translacni pohyb? Pro jeho vypocet provedeme rozklad (193)
rychlosti na translac¢ni a rotacni ¢ast, pricemz za referencni bod zvolime hmotny stfed télesa. Pro
moment hybnosti télesa pak dostavame

L= mafy x Ty =Y maia x (V+&xir) = MEXV+Y me(R+ ) x (& % 7or)

— — -

=MEX V4> mgfym x (& x Fur) = MExV + L. (205)

Pfitom jsme oznacili polohovy vektor a-té ¢astice vzhledem k hmotnému stredu jako 7, v(= 7, —
R), vyuzili rovnici (41), oznacili M = >, Ma celkovou hmotnost télesa a vyuzili skutecnost,
ze Y, mqTer = 0 (protoze polohovy vektor hmotného stfedu vzhledem k hmotnému stiedu je
samozrejmé nulovy). Rovnéz jsme nyni oznadili Lt moment hybnosti vztazeny ke hmotnému
sttedu, ktery jsme pocitali vyse.

Z rovnice (205) vidime, ze moment hybnosti vztazeny k obecnému bodu se lisi od momentu
vztazeného ke hmotnému stiedu o M R x ‘7, tedy o veli¢inu, kterou bychom mohli nazvat ,moment
hybnosti hmotného stfedu®. Dale vidime, Ze pokud je hmotny st¥ed v klidu (tj. V = 0), je moment
hybnosti stejny vzhledem ke vsem bodim prostoru.
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6 Mechanika tuhého télesa

Velice dilezitou veli¢inou je i kineticka energie rotacniho pohybu tuhého télesa. Ta je rovna
kinetické energii v soustave, v niz je v daném okamziku v klidu hmotny stfed télesa. Podobnym
vypoctem jako v rovnici (195) lze dojit k tomu, ze

1 . 3 Jii Jiz Jis w1
Trot = 07 J& Z Wi = (Wla wa,wy) | Jau Jaz Jag Wo (206)
J31 Jza Js3 w3

Celkovou kinetickou energii télesa, které rotuje a zaroven kona translacni pohyb, lze pak vyjadrit
jako
1

1 1 .
T=-MV?*+ T = 3 MV? + 5 GtJd, (207)

2

kde M je celkova hmotnost télesa, V' je rychlost jeho hmotného stiedu a J je tenzor setrvacnosti
vzhledem k hmotnému stredu.

6.3 Eulerovy rovnice

Uvazujme tuhé téleso, které se pohybuje pod vlivem vnéjsich sil nebo bez tohoto vlivu. Oznac¢me
M moment vnéjsich sil ptisobicich na téleso. Pak plati

dL -
=M 2
P (208)

Vyjadiime nyni moment hybnosti télesa v soustaveé spojené s hlavnimi osami télesa. Tim se nemys-
li, Ze bychom moment hybnosti pocitali vzhledem k této neinercidlni soustavé (takovy moment
hybnosti by byl samoziejmé roven nule), ale to, Ze moment hybnosti vzhledem k laboratorni
soustavé vyjadiujeme v okamzité bazi hlavnich os télesa.

Abychom to mohli provést, zjistime nerrve jak se v laboratorni soustavé méni vektor A konstantn{

vzhledem k rotujici soustaveé. Platl &4 = @ x A pokud by se navic vektor A ménil i vzhledem

k rotujici soustavé (tuto zménu oznacime 4 ) platilo by

D U S
=g tExA (209)

Bude-li nyni veli¢ina A momentem hybnosti télesa, dostaneme z rovnic (208) a (??)
/ fd

+w
dt

Vyuzijeme nyni toho, Ze v soustavé spojené s hlavnimi osami plati L; = J;w;, a rozepiseme prvni
slozku rovnice (210):

-

X L (210)

M =

d'L L= d' Jyw dw
My=—*+(@x L)y = == + (woLs — w3Lo)1 = Ji— + (J3 — J2) wows (211)
dt dt dt
a pridanim rovnic pro dalsi dvé slozky dostavame Eulerovy rovnice
dw
Jld_tl + (Jg :]2) Wowg = M1
dw
Jgd—; + (Jl Jg)wlw;g == Mg (212)
dw
J3d_t3 + (JQ Jl)wch)Q = M3

Pti absenci vnéjsich silovych momentt (napf. pfi vyhozeni rozto¢eného télesa do vzduchu) je
prava strana rovnic (212) rovna nule.
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6.4 Volna rotace nesymetrického télesa

« Resit Eulerovy rovnice pro nesymetrické téleso (takové, které méa vsechny tii hlavni momenty
setrvacnosti Ji, Ja, J3 rizné), neni diky jejich nelinearité snadné. O volné rotaci télesa si vSak
muzeme udélat dobrou predstavu i pomoci kvalitativniho rozboru. Za tim icelem vyjadiime pro
volné rotujici téleso (M = 0) rotacni kinetickou energii a kvadrat momentu hybnosti pomoci
slozek momentu hybnosti vztazenych vzhledem k hlavnim osdm tenzoru setrvacnosti:

Ly L3 L3

2= I I2 412, =iyt 15
Ech “=or "o, T

Zde jsme opét vyuzili toho, ze v souradnicové soustavé spojené s hlavnimi osami plati, ze L; = J;w;.

(213)

Obé tyto veliciny L? a T,y se zachovavaji. (V laboratorni soustavé se samoziejmé zachovavaji
i samotné slozky vektoru L, ale slozky v této soustavé nyni nepouzivame.) Prvni rovnice v (213)
je rovnici sféry (povrchu koule), druhd je rovnici povrchu elipsoidu. Koncovy bod vektoru L tedy
musi lezet soucasné na sfétre i elipsoidu, jejichz velikosti jsou dany pocateénimi podminkami (tj.
hodnotami L a Tyo). Na obrazku nize vidime elipsoid odpovidajici urcité rotacni energii télesa
a jeho pruniky se sférami ruznych velikosti (odpovidajicimi riznym hodnotam velikosti momentu
hybnosti), pficemz predpokladdme, ze J; < Jo < Js:

X

Je vidét, ze pokud roztoc¢ime téleso tak, ze vektor jeho momentu hybnosti lezi v blizkosti osy x;
nebo 3 (tj. osy s nejmensim nebo nejvétsim momentem setrvacnosti), vektor L se ani v pozd&jsim
case od prislusné osy prilis nevzdali a rotace kolem téchto os je tak stabilni. Pokud ale rozto¢ime
téleso tak, ze vektor jeho momentu hybnosti lezi v blizkosti osy x5 (tj. osy s prostfednim momentem
setrvacnosti), vektor L se pozdéji od prislusné osy velmi vzdali dostane se témér do opacného
sméru oproti své puvodni hodnoté (vse stale vztahujeme k hlavnim osdm télesa; v laboratorni
soustaveé je vektor L samoziejmé konstantni). Téleso se tak jakoby prevraci a rotace kolem osy xs
je nestabilni. To se da ovérit jednoduchym pokusem — pozorovanim rotace télesa ve tvaru kvadru
vyhozeného do vzduchu.
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