Geometrie vesmíru

9. března 2008

Plochý vs. zakřivený prostor

Vzdálenost

2D - rovina ds^2 = dx^2 + dy^2 = dr^2 + r^2dθ^2 2D povrch sféry ds^2 = R^2dθ^2 + R^2sin^2 θ dφ^2

Vzdálenost

2D - rovina ds^2 = dx^2 + dy^2 = dr^2 + r^2dθ^2 2D povrch sféry ds^2 = R^2dθ^2 + R^2sin^2 θ dφ^2

2-Sféra

2-Sféra

V 3D euklidovském prostoru lze 2-sféru popsat rovnicí x^2 + y^2 + z^2 = R^2 diferenciací rovnice, dostáváme vztah mezi jednotlivými diferenciály

dz = − xdx + ydy z = ± xdx + ydy √ R^2 − x^2 − y^2 . Vzdálenost je dána

ds^2 = dx^2 + dy^2 + dz^2 = dx^2 + dy^2 +

(xdx + ydy)^2 R^2 − x^2 − y^2

2-Sféra

V 3D euklidovském prostoru lze 2-sféru popsat rovnicí x^2 + y^2 + z^2 = R^2 diferenciací rovnice, dostáváme vztah mezi jednotlivými diferenciály

dz = − xdx + ydy z = ± xdx + ydy √ R^2 − x^2 − y^2 . Vzdálenost je dána

ds^2 = dx^2 + dy^2 + dz^2 = dx^2 + dy^2 +

(xdx + ydy)^2 R^2 − x^2 − y^2

2-Sféra

V 3D euklidovském prostoru lze 2-sféru popsat rovnicí x^2 + y^2 + z^2 = R^2 diferenciací rovnice, dostáváme vztah mezi jednotlivými diferenciály

dz = − xdx + ydy z = ± xdx + ydy √ R^2 − x^2 − y^2 . Vzdálenost je dána

ds^2 = dx^2 + dy^2 + dz^2 = dx^2 + dy^2 +

(xdx + ydy)^2 R^2 − x^2 − y^2

2-Sféra

Použijeme polárních souřadnic x = r cos φ, y = r sin φ, x^2 + y^2 = r^2 Pro diferenciály dostáváme xdx + ydy = rdr a pro součet kvadrátů vztah dx^2 + dy^2 = dr^2 + r^2dφ^2.

Vzdálenost na 2-sféře je tedy dána

ds^2 =^{dr 2}_{1−r 2/R2} + r^2dφ^2

2-Sféra

Použijeme polárních souřadnic x = r cos φ, y = r sin φ, x^2 + y^2 = r^2 Pro diferenciály dostáváme xdx + ydy = rdr a pro součet kvadrátů vztah dx^2 + dy^2 = dr^2 + r^2dφ^2.

Vzdálenost na 2-sféře je tedy dána

ds^2 =^{dr 2}_{1−r 2/R2} + r^2dφ^2

2-Sféra

Použijeme polárních souřadnic x = r cos φ, y = r sin φ, x^2 + y^2 = r^2 Pro diferenciály dostáváme xdx + ydy = rdr a pro součet kvadrátů vztah dx^2 + dy^2 = dr^2 + r^2dφ^2.

Vzdálenost na 2-sféře je tedy dána

ds^2 =^{dr 2}_{1−r 2/R2} + r^2dφ^2

2-Sféra

Použijeme polárních souřadnic x = r cos φ, y = r sin φ, x^2 + y^2 = r^2 Pro diferenciály dostáváme xdx + ydy = rdr a pro součet kvadrátů vztah dx^2 + dy^2 = dr^2 + r^2dφ^2.

Vzdálenost na 2-sféře je tedy dána

ds^2 =^{dr 2}_{1−r 2/R2} + r^2dφ^2

2-Sféra

Pro R^2 → ∞ popisuje vztah vzdálenost na rovině Pro R^2 < 0 : R → iR popisuje pseudosféru s zápornou křivostí Přeškálováním jednotek r = r √ |R^2|

dostáváme pro vzdálenost na 2-sféře vztah

ds^2 = |R^2| ( dr^2 1 − kr^2

+ r^2dφ^2 )

kde k je 0, ±1

2-Sféra

Pro R^2 → ∞ popisuje vztah vzdálenost na rovině Pro R^2 < 0 : R → iR popisuje pseudosféru s zápornou křivostí Přeškálováním jednotek r = r √ |R^2|

dostáváme pro vzdálenost na 2-sféře vztah

ds^2 = |R^2| ( dr^2 1 − kr^2

+ r^2dφ^2 )

kde k je 0, ±1

2-Sféra

Pro R^2 → ∞ popisuje vztah vzdálenost na rovině Pro R^2 < 0 : R → iR popisuje pseudosféru s zápornou křivostí Přeškálováním jednotek r = r √ |R^2|

dostáváme pro vzdálenost na 2-sféře vztah

ds^2 = |R^2| ( dr^2 1 − kr^2

+ r^2dφ^2 )

kde k je 0, ±1

2-Sféra

Pro R^2 → ∞ popisuje vztah vzdálenost na rovině Pro R^2 < 0 : R → iR popisuje pseudosféru s zápornou křivostí Přeškálováním jednotek r = r √ |R^2|

dostáváme pro vzdálenost na 2-sféře vztah

ds^2 = |R^2| ( dr^2 1 − kr^2

+ r^2dφ^2 )

kde k je 0, ±1

Vícerozměrné prostory

Analogickým postupem dostaneme vztah pro 3-sféru ds^2 = dr^2 1 − kr^2

+ r^2(dθ^2 + sin^2 θdφ^2) Obecně vztah ds^2 = ∑ μ,ν g_{νμ}dx^μdx^ν vyjadřující vzdálenost mezi dvěma blízkými body nazýváme metrikou a g_{νμ} metrickým koeficientem.

Vícerozměrné prostory

Analogickým postupem dostaneme vztah pro 3-sféru ds^2 = dr^2 1 − kr^2

+ r^2(dθ^2 + sin^2 θdφ^2) Obecně vztah ds^2 = ∑ μ,ν g_{νμ}dx^μdx^ν vyjadřující vzdálenost mezi dvěma blízkými body nazýváme metrikou a g_{νμ} metrickým koeficientem.

Prostoročas

Plochý prostoročas speciální teorie relativity (Minkovskiho) ds^2 = −c^2dt^2 + dx^2 + dy^2 + dz^2 Zobecnění na nejjednoduší neplochý homogenní a isotropní prostoročas

ds^2 = −c^2dt^2 +

[_{dr 2}

1−kr^2 + r

2(dθ^2 + sin^2 θdφ^2) ]

Prostoročas

Plochý prostoročas speciální teorie relativity (Minkovskiho) ds^2 = −c^2dt^2 + dx^2 + dy^2 + dz^2 Zobecnění na nejjednoduší neplochý homogenní a isotropní prostoročas

ds^2 = −c^2dt^2 +

[_{dr 2}

1−kr^2 + r

2(dθ^2 + sin^2 θdφ^2) ]

Robertsonova - Walkerova metrika

Nejjednoduší metrika pro rozpínající se homogenní a isotropní vesmír

ds^2 = −c^2dt^2 + a(t)

[_{dr 2}

1−kr^2 + r

2(dθ^2 + sin^2 θdφ^2) ] ,

kde a(t) je škálovací faktor

Robertsonova - Walkerova metrika

Nejjednoduší metrika pro rozpínající se homogenní a isotropní vesmír

ds^2 = −c^2dt^2 + a(t)

[_{dr 2}

1−kr^2 + r

2(dθ^2 + sin^2 θdφ^2) ] ,

kde a(t) je škálovací faktor

Geometrie vesmíru

Poměr celkové střední hustoty ke kritické hustotě Ω = ρ_b + ρ_m + ρ_ν ρ_k = ρ ρ_k

Ω_0 = 1 : Plochý prostor s nulovou křivostí Ω_0 > 1 : Zakřivený prostor s kladnou křivostí Ω_0 < 1 : Zakřivený prostor se zápornou křivostí

Geometrie vesmíru

Jaký je právě teď?

Kosmologický rudý posuv

Kosmologický rudý posuv

Definice rudého posuvu z = λ_{obs} − λ_{em} λ_{em} Pro malé hodnoty rychlostí lze použít klasický Dopplerův vztah pro relaci mezi rudým posuvem a rychlostí z = v c který po dosazení do definice pro rychlost v důsledku rozpínání v = ȧ(t) a(t) r(t) cz = ȧ(t) a(t) r(t)

Kosmologický rudý posuv

Definice rudého posuvu z = λ_{obs} − λ_{em} λ_{em} Pro malé hodnoty rychlostí lze použít klasický Dopplerův vztah pro relaci mezi rudým posuvem a rychlostí z = v c který po dosazení do definice pro rychlost v důsledku rozpínání v = ȧ(t) a(t) r(t) cz = ȧ(t) a(t) r(t)

Kosmologický rudý posuv

Definice rudého posuvu z = λ_{obs} − λ_{em} λ_{em} Pro malé hodnoty rychlostí lze použít klasický Dopplerův vztah pro relaci mezi rudým posuvem a rychlostí z = v c který po dosazení do definice pro rychlost v důsledku rozpínání v = ȧ(t) a(t) r(t) cz = ȧ(t) a(t) r(t)

Kosmologický rudý posuv

Rudý posuv lze zapsat pomocí škálovacího faktoru z = a(t_{obs}) − a(t_{em}) a(t_{em})

S použitím Robertsonovy - Walkerovy metriky pro nulový paprsek (geodetickou čáru) dostáváme c dt a = − dr (1 − kr^2)^{1/2}

Po integraci obdržíme c ∫_{t0}

t_e dt a = − ∫_{r0}

r_e dr (1 − kr^2)^{1/2}

Kosmologický rudý posuv

Rudý posuv lze zapsat pomocí škálovacího faktoru z = a(t_{obs}) − a(t_{em}) a(t_{em})

S použitím Robertsonovy - Walkerovy metriky pro nulový paprsek (geodetickou čáru) dostáváme c dt a = − dr (1 − kr^2)^{1/2}

Po integraci obdržíme c ∫_{t0}

t_e dt a = − ∫_{r0}

r_e dr (1 − kr^2)^{1/2}

Kosmologický rudý posuv

Rudý posuv lze zapsat pomocí škálovacího faktoru z = a(t_{obs}) − a(t_{em}) a(t_{em})

S použitím Robertsonovy - Walkerovy metriky pro nulový paprsek (geodetickou čáru) dostáváme c dt a = − dr (1 − kr^2)^{1/2}

Po integraci obdržíme c ∫_{t0}

t_e dt a = − ∫_{r0}

r_e dr (1 − kr^2)^{1/2}

Pro druhý "hřeben" elektromagnetické vlny můžeme psát obdobně c ∫_{t0+dt0}

t_e +dt_e dt a = − ∫_{r0}

r_e dr (1 − kr^2)^{1/2}

pravé strany obou rovnic popisující tyto dvě po sobě jdoucí události jsou stejné , takže platí

c ∫_{t0+dt0}

t_0 dt a = c ∫_{te +dte}

t_e dt a jelikož časové intervaly dt_e , dt_0 zanedbatelné v porovnání s časy t_e , t_0, lze psát

dt_e a(t_e ) = dt_0 a(t_0)

Kosmologický rudý posuv

Jelikož intervaly dt_e , dt_o vyjadřují periodu vlnění, můžeme psát

1 + z = λ_0 λ_e = ν_e ν_0 = a(t_{obs}) a(t_{em})

Což je výsledný vztah pro rudý posuv. Vývoj škálovacího faktoru v závislosti na čase obdržíme z kosmologického řešení.