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��	 ���� � � ���� ���
��� � 	���� 
�
�	� ���� � � ' ��� �� ���	 
��	� �� 
�� � ���� 
	����� �
�	���
�� 	 ��
�	�	� �	����� �
������	 �����

p = a2ρ,

� ���

�
�
a

��
�� �����	�� ����� 
 � ����

� �
������	 ����� ������ �
 ����	�� � 	
�� ���
��

a =

√

kBT

µmH
.


� �&�

kB = 1.3807 .10−16 ���� �
−1� � � �	���� 
��	�
 �	���
��
  

mH

� � �� 	��	�� 
�	��
�	
��� 


µm

� � ����
�� � 	�����	�� �� 	��	�� ����� � *����� ��� 	 ���
µ

� � � 	� ����
�	� ����	�
�� 
 ��� ��� �
 ������ ������ �	���
�� ����� ���� ������ ���� ���� � ����� �
' ��� �� �
���� � 	
��� ����
���	 ����� ��
� ����
� �� � � ���
� 	��

�� ����� �	���
�
�� � ' ����� �	���	�
��� ����� � 	�	� ����� � ��� 	 ���

µ

��	� �� 	�
� � �
�	 
�����

��	����
1

µ
= 2X +

3

4
Y +

1

2
Z,


� �'�
�
�

X, Y



Z
��
�� �� 	��	���� �
��	�� ��� �	 
���  ����
 
 ������� ����� �� ����
���

����� � *�	 ���
� 	���

�	� �	����� 
���

��� � � � �
�	����� �� 	��	���� �
��	�� ���
� ������ 
��	

X = 0.73 Y = 0.24 Z = 0.0254.
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� �� � �������� ��� � ��� ��

z

φ

θ

x

y

r


������ � �
 � ����	����� �	��� �$������ �	��

�� �	���
�� � 	����� � �
���� ��� 	 ����� �
)	����	�	� �	���	� �	��� �� � ��	���  �
� �	��

����

θ = π/2
�

���
��� �	����� 
� �
�  
� ��� � ���� 
��� ���
��� � � � 	�� ���� ���
� 	��

� �����
�������
�
�
����� ���	 �	����� ������ �� � ��� ���
�� ��
������� ��
�	 
��
� ������ ����
�����
� 

���� ����� ��� �� � *�	 
	�	�
�� �����
������	� �
�
���� ��
��

dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+

∂ρ

∂x

∂x

∂t
+

∂ρ

∂y

∂y

∂t
+

∂ρ

∂z

∂z

∂t
=

∂ρ

∂t
+ vx

∂ρ

∂x
+ vy

∂ρ

∂y
+ vz

∂ρ

∂z
=

=
∂ρ

∂t
+ � .∇ρ = 0,


� ���
�
� � �� � ����	� �����	��� ���� ���� �	�����
 � �	����
�� � �
�������� �	��

���
������� 
	 � �
�	������� ��	��� � (vx, vy, vz)

� ���	 �
������ ���� �� �� � ��	 ���
��
�	����� �	�������� 
� �
�  ����� �� ��
���� � �
 � �
�	 
���	� � 	
� ����

div � = 0,

� ���

�	� �� 	�� � �	����� 
� ��� ��	�� �����
�	� �	���
�� �	���� ��	 
	�	�
�� �����
������	�
�
�
���� �

� �� �������# ���$ �� ��� 
�	� ��# 
#% ��� ��' ������

	 ������ ��
�	
��
� ���� �	����� 
� �
�  
� ��� ���
� �� � � 	� 	 �� ����	�	���� �
�����

 ��	�����	 �	��

���	���	 ������� � *������ � �����	  ���
��� � ��
� �	����� 
� ���
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� �� � �������� ��� � ��� ��

� 	� 	�� ����	�	�� �
������

(�.∇)� =
1

2
grad( v2) + (rot �)× �,

��
�
∂ �
∂t

+
1

2
grad( v2) + (rot �)× � +

∇p

ρ
=

�
∗ +

�
rad.


� �
8�
��
� �	���� � � ���
�� �� ����	�	��� ��
��  � � ��
�� ��������� �
 �	�� � �	��

��� �
' 
���	$���������� 
����
���� ��
� � 
� �����	� �	�� �$������ ��� ����� � *�	�	 ��� �
��� �
���	 �	����� �� �$�������� �	��

������  �	������� 
	� �� � 
��	
� � 	
��
����	 �� �
�
�	
������ ��
�� � ��
�	�
� 
�	�
�� ����	����� ��	����  �� 
��� 
 ����� ����� � �	��
�

����� �

r, φ

 �	�� 	� �	����	�� �	���� ����
�

θ = π/2

��� 	������ 
� �
�� �

� ��� ���
� 	���
��� �  �� �����	�� � ��� �
���� �� �$�������� �	��

������ � � ��	���
(vr, vθ, vφ)

 � 	
	��� ����	� �
rad

� � ��	���
(grad, 0, 0)


 ����	� �
∗

��	���
(−g∗, 0, 0)

�

 ���� ���� ��
�� � �
�	������� 
�$������������ 	� ����	�� �� �$�������� �	��

������

! �&�  
! �'�  
! ��� �������� � 	� ���� ��
� �	���� 
� �
� 
 
� ��� � �
� � �� ���	 ���� ����

��	  ��
��� �� � �� �
�	
����� ��� � 	
�� �$������ ��� �����  �	� ��
� ���  �� �	�����
�������� �
 ����

θ

 � ��	 
����
���� 
 
���

θ
��	��� �����	��� 

 � �� � 
����
��� � 	�	�

� �� � �	��� ���� � 
 �������� �	�	�	 ���
� 	��

� 
 
	�
����� �	
�	��
θ

��	 �	����

	������ � ��	 � �
�	����� ���
��

1

2
grad v2 =

(

vr
∂vr

∂r
+ vφ

∂vφ

∂r
, 0,

vr

r

∂vr

∂φ
+

vφ

r

∂vφ

∂φ

)

,

rotr,θ,φ � =

(

0,
1

r

∂vr

∂φ
− vφ

r
− ∂vφ

∂r
, 0

)

,

rot � × � =

(
vφ

r

∂vr

∂φ
−

v2
φ

r
− vφ

∂vφ

∂r
, 0,−vr

r

∂vr

∂φ
+

vrvφ

r
+ vr

∂vφ

∂r

)

,

(�.∇)� =

(
vφ

r

∂vr

∂φ
+ vr

∂vr

∂r
− v2

φ

r
, 0,

vφ

r

∂vφ

∂φ
+ vr

∂vφ

∂r
+

vrvφ

r

)

.

%���� � �
� ���� ��	 �	����� �	��������

∂ρ

∂t
+

2ρvr

r
+ vr

∂ρ

∂r
+

ρ∂vr

∂r
+

vφ

r

∂ρ

∂φ
+

ρ

r

∂vφ

∂φ
= 0


� �

�


 ��	 �	����� ��	 ����	��

ρ
∂vr

∂t
+ ρvr

∂vr

∂r
+

ρvφ

r

∂vr

∂φ
−

ρv2
φ

r
+

∂p

∂r
= −ρg∗ + ρgrad,

ρ
∂vφ

∂t
+ ρvr

∂vφ

∂r
+

ρvφ

r

∂vφ

∂φ
+

ρvrvφ

r
+

1

r

∂p

∂φ
= 0.
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� �� � ����� � ��	�� �� �� ������ ��

)	����� 
� �

�  
� �
�� 
 
� �� � � 	����� � ����	�� ��� ������� 
�	�
�� ����	����� ����
��� � ����	 � 	��� ������� ���� �� �� � ��	 �������� 
�
���� ��
������ ����
���	 �����  
���� ��� ��	 ��
������ ��� ������ ��� 	 ��� �� 	� ���� � � 
��	
� ��� 	 ������� ���	��
� 	��� �
 �$������ ��� ������� � �
�	
�� ����	����� � 	 
�� � � �
�	� ��������	� ��	� ��	�
r

� ) 	����� �	�������� � � � �
�	��� ����

� ��
�

∂ρ

∂t
+

1

r2

∂(r2ρvr)

∂r
= 0,


� �
��

	� 
	��� �	����� ��	 ����	��

ρ
∂vr

∂t
+ ρvr

∂vr

∂r
+

∂p

∂r
+ ρ(g∗ − grad) = 0.


� �
� �

� �� ��
��� $�(�� 
�	 ����$�

*�	 ����

 ��
��	������	 ������ ��	����� ����� � �	����� 
� �
��  
� �
� � 
��� ���
���
���������� ����� 	��
��� ��� �
�	�� 
����
��

1

r2

∂(ρvr r2)

∂r
= 0,


� �
&�

1

r2

∂(ρv2
rr

2)

∂r
= −∂p

∂r
− ρg∗ + ρgrad.


� �
'�
*�	��
���� ����������� 
����
�� 
 � �� ��� �����
����� 
	������ � � ����� �	����� 
� �
&�

1

r2

[
ρ′vr r2 + ρv′

rr
2 + 2ρvr r

]
= 0,


� �
��

�
�
′

��
� � �
������ � 
����
�� � 	 
�� �

���� � �	��

���� � � 
���� �	����� 
� �
'� �
�
	� 
	��� 
	������ �

1

r2

[
2ρvrv

′
rr

2 + ρ′v2
rr

2 + 2ρv2
rr

]
= −p′ − ρg∗ + ρgrad.


� �
��

'����	� ���� �	����� 
� �
�� ��	� ��	�
vr


	��
��� �

1

r2

[
ρ′v2

rr
2 + ρv′

rvrr
2 + 2ρv2

rr
]

= 0.

� �
��

*	�	������ 	� 	� �	���� 
 � �� ��� ���
�	� 
	��
��� � � �
�	
���� ��
�

vrv
′
r = −p′

ρ
− g∗ + grad,


� ��8�
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� �� � �� 
��
� ������� ������ �� ��� ��

����� ��	 ��	���� ���� ��	 ���� ��� � ���� 
��� ���
� �� � �������� ��
�	�� �	����� 
� �� �

vrv
′
r = −a2ρρ′ − g∗ + grad.


� ��
�
�	�	 � � �	����� ��
� �	�����  � 	����� ��� ��
��	����� � �
�	��	��	�� ����
�� ���� � 	

����� � 	���
 ���

� �
�	 �	����� � �
�	
���  
�� �	����� � � ���
����� �	� ����	�
��

��� ����	� �	��� �����������	 � ����

vrv
′
r

� � ��� � � ����
 �� ���
	� ��  �� � �� � � ����
���� ���	�	�
�� ��
� ������ ����

grad

 ����� � � � 	� ����� ����

� ���� � �	� ����	�
���

� �� " #����#$�%  ��	 $�
��! � �#

	 ���
������ � �	� ������ 
� ��� ���� 
�� ����� � 
���	�	��� ��
�	 
��
� �����	 ������� �

� ���� �����	  ��	 

�� ��
�	
��
� ���� ��
� �
 ������� � 	
� ���� �
� � ��������
�� ����� � ��
���� �������� ������ � ! �� �� �
�
� �	�	 ������ �� � ����	
� ���
�
�� � � 	 ��
��
� � �	��� � ��	� �� ������� �
�	���	 ������  
�� ������ ���� ��� �
�� ��
���� � � �	 ��
�
� ���  �� � 
�� 	 
�����
 
� ����	
� ��
���	�
����� ���	 
��� � �����
��� �� �� ����
� �	��	���� �
��� �� ���	�
� � ' 	�
���� ����

�  ��
� � 	��
 � �	��	���� �
���
	
��� ��
 �
�����  � � ������ ����
���� � 
 ������ ��
������ �� ���	�
� � � � 
��� 
����
���	 ���
���
 � � 
�
���
 ��
������ 	� ���� ���� � ���	 ��� 
����� ���
  ��	�	 �� � ��� ��
�� �
�	
����� 	� ���� � �
 �������� 
�
���� ��
�������

��
���� � 
�	��	� � 	�����  ����� �� ��� � ��� ���� � ���� 
�  � �� �	
�	�� ��
�	�

��
� ������ ����� ��  �	������� ��
��  ����	�� 
 �����	���

p→ p + δp, ρ→ ρ + δρ, � → � + δ �, 
� ����
�
� ����	� � 	���� �����	���

δ � � � � �
��������� �	��

������ ��	���
(δvx, δvy, δvz)

�
	 ������ 
	�

�� � 
	 �	���� 
� ���  
� ��� � ������ 	�
�� ����� ��� 
� ���� �

∂(ρ + δρ)

∂t
+ �.∇(ρ + δρ) = 0,


� ���
�

(ρ + δρ)

(
∂(� + δ �)

∂t
+ (� + δ �).∇(� + δ �)

)

=−∇(p + δp)+

+ (ρ + δρ)
�
.


� ���� �

*��
� 	���
�� � ������� �	���� ��	 ��� ������ 	�
�� ����� ���� ' 

���� ��	�� � �
�	��
���� � ���� ��������� � 
 � 	������ � � 	����	�� ����� 
	 ������	 ��
� � 
� 
���� � �
�
�	���
�� �	���� � 	����� ��� ���	� � 	�����

∂δρ

∂t
+ div δ � = 0,


� ���
�

ρ
∂ �
∂t

+ ρ�.∇δ � + ρδ � .∇� = −∇(δp) + δρ
�
.


� ���� �
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� �� � �� 
��
� ������� ������ �� ��� � 

z

x

ρ2, p2

ρ1, p1

↓ �


������ � �� � ) 
������	�
��
��	�	�
 ����
�����
 � ����� 
����� ����	����� ��	� ����� 

� 	 ��������	 ��
�� ��
�	�
���	 ������� ��	 	 
�	���� 
��� ����� ���
��

*	� 	�� � ������ 	�
���� ������� �
�� �������� � 
�����
����� ���
� 
� ���
∂δρ

∂t
+ �.∇δρ + δ �.∇ρ = 0,


� ��&�
��
��� � 	��� ��	 
	�	�
�� �����
� �����	� �
�
����  ����� � 	���� �� � � ���	 �	�����
�	��������� )	����� 
� ��� � � �	����� 
� ��&� � 	���� �� � � 
�	 ����	�� ����

 ��	 
�
�
���� ��������� ���� � ���� ��� ���� ����
�����  �
��	 ��
���	�
���� � 
���	$����������

����
���� �

� �� �� �����	
��
���������
� ������ 	�	��

) 
������	�
��
��	�	�
 ����
�����
 ���
 � 	���� 	�� ����
 
 � 	����
 �	�
�� ) 
�����
���� � �	 �� 
��8  ����� � 	�	�	�
� ��	���� 
�	� ������� � ����	� ����	�	� � ��
�
� ��
���� � 	�� 
) 
������  
���� � *	�
�� � ���
 � �	� ������ $	�� � �	���
�	���
 �����
� �	� ����� �
��	��� � �	 �� 
�&8 
�
��	�  
�&8� � *	 ���� �
�� �
�	 ����
�����
 ����
���� ����� 

��� ��
���	 � 
�	 )� ����
�����
� � *
��� � ��� � �
�� � ��� ���� �� ���� ����
�
����� � ��
����� ��
�	
��
� ��� � 
� ���� �� ���
�
�� � ���
� � 	��
 � � ������ �	�������
������	���	 ����� �	������� � � ���� ����	�	�  �	� � � ����
��  ����� �� ���� � �
��	
�������� � � 
���	$���������� 
����
���� � �
�	 ���� �

 ��� ����� �������� � 
������ � 	
������� ��� ���	�� ����� �����
��� � � 	�	���� � �������
��� ��	����
�� 
��
��


�
�� 
� � �888� �

��
���� � 	� ���	� ���
��	� 
 �����
� �����	� �������� �� ��
����� �	��	���� � �	�
� 	������ ��
���
���� � 	�� � ����	�	� 
 ��
��� �	��	����� � 	
�� 	��

z
 ��
�

ρ(z), p(z)
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� �� � �� 
��
� ������� ������ �� ��� �(


 �0 = (0, 0, 0)x,y,z

� ' �����
�� ���� 	
��
��� 	
�	 
�� � ��	 ����	 ����

 � 	 
� ����
��
������� '��
�� � � �����	���� �	���� � �
�������� �	��

��� �������  � 	����� ���
�����
� �����	�  ���
��	� �
�
���� 
� ���  
� ��� � � ��� ��
���� � 
�	��	� � 	�����  �����
�� ��� 
������� �	
�	�� ����	�� 
 ��
�� � ��� ���� � ����

p→ p + δp, ρ→ ρ + δρ, � → �0 + δ �(δvx, δvy, δvy).

� ��'�

�
� �� � ���  � 
��� ����	� �� �� ��
	� � 	����� ����� � 

��� � �
�� � � 	�

�� � �	 
�
�	�� 
� ��'� 
	 ���� �� ����� �	����� ��	 � ������ 	�
�� �������� 
� ���� � 
 
� ��&� 

�	����� ���
��� � ��	 ��� � ��	���	� �	�	���
�� � *	 �	������� 
	 � �
�	������� ��	���

 ���
�� 
	������ � �	���
� �	����

∂δρ

∂t
= −δvz

∂ρ

∂z
,


� ���
�

ρ
∂δvx

∂t
= −∂δp

∂x
,


� ���� �

ρ
∂δvy

∂t
= −∂δp

∂y
,


� �����

ρ
∂δvz

∂t
= −∂δp

∂z
− gδρ.


� ���
 �

� ����� �	���
�� �	���� 
� ���� ���
� 	���
�� � � ��

����� ��� 	�������� �� ��
�� �	�
� ������ ��� ��	

x, y
 ������	�� �
 �	��

����

z
� � 	� ����

δvx ∝ δvx exp (i(kxx + kyy) + ωt),

� ���
�

δvy ∝ δvy exp (i(kxx + kyy) + ωt),

� ���� �

δvz ∝ δvz exp (i(kxx + kyy) + ωt),

� �����

δp(z) ∝ δp exp (i(kxx + kyy) + ωt),

� ���
 �

δρ(z) ∝ δρ exp (i(kxx + kyy)− ωt).

� �����

� 	�
����� ���
� 	���

���	 ������ 
� ���� 
	 
� ���� 
	������ �

ωδρ = −δv
∂ρ

∂z
,


� ����

ωρδvx = −ikxδp,

� ��8�

ωρδvy = −ikyδp,

� �� 
�

ωρδvz = −∂δp

∂z
− gδρ.


� ����
'����	��� � �	����� 
� ��8� ������

ikx


 �	����� 
� �� 
� ������
iky


 �����
�� 	� �
�	����� ������ �

ωρ(ikxδvx + ikyδvy) = k2δp,

� ����
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� �� � �� 
��
� ������� ������ �� ��� �%

������ � ���� 	���
k2

� �� � 	��
� ��� �	����
(kx

2 + ky
2)

� � ��� ���� �� �� � �	����� ��
��
�	����� �	�������� �
 ���
� 	��

� 
	�	�
�� �����
� ������ �
�
���� 
� ���
�

∂δvx

∂x
+

∂δvy

∂z
+

∂δvz

∂z
= 0.


� ��� �

� 	�

�� � 
	 
� ��� � ���
� 	���

�� ��
� ������ 
� ���� 
 	� 
�� �� � ���
�

ikxδvx + ikyδvy = −∂δvz

∂z
.


� ��&�

*	�	������ � �	����� 
� ���� ����� � ����

k2δp = −ωρ
∂δvz

∂z
.


� ��'�

� �	���� 
� ����  
� ���� ���� ���� �� �
δρ

ωρδvz = −∂δp

∂z
+

g

ω

∂ρ

∂z
δvz.


� ����


 �����
�� � �	����� 
� ��'� ��� �
��� � ���
� ��	
δp

δp = − ω

k2
ρ
∂δvz

∂z
.


� ����

� ����
�� �	����� 
� ���� 
	������ � ���
� ��	
∂δp/∂z

∂δp

∂z
= − ω

k2

∂

∂z
(ρ

∂δvz

∂z
).


� ����

� 	�
����� ���
�� 
� ���� 
	 �	����� 
� ���� 
	������ � �����
�	� �	�����

∂

∂z

[

ρ
∂δvz

∂z

]

= k2ρδvz −
g

ω2
k2∂ρ

∂z
δvz.


� ��8�


� ���� ������� �	����� 
� ��8� ��� �� � 
��� ����� ���
��
ω(k)


 ��� ��
�	��� � �
�	��
���	� � 	���� � �
�	������� ������� �

� ���� ��� �����	���� � � ������ �	����� 
� ��8�  ����� � �� ���	�	�
� ��
����� � 	 
�
� ���� �	������� ��	�	�� � 	
� ���� ��	 ��
�	 
��
� ���� ����� ��� � 	��
��� ���� 	� ��
�	��� � � 
�	���� ��� � ���
	�
���	 ��	����� ��� �  �� �
 ��
����

z = 0
�����	��

vz
 � �� � 
����
��
∂vz/∂z

� �	� �� 	� ��� ����� ��� �
��� �	 

��� ��
�	
��
� ���� ����� ���
�� 	� ��� ��� ������ � ��
���� � ���� ������� ��	��� ���� ���  ��	������ ��� ���� 	��
��
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� �� � �� 
��
� ������� ������ �� ��� �7

���� 	� ��	��� � *�	 	
�	���� � 	
� ���� ������� 
	�

�� � 
	 �	����� 
� ��'� �	
�	��
����������� ����� �� ��	 	� � ���
�� ���� ������� ��	��� 
� ��� 	�� �� ���

k2δp1 = − ωρ1
∂δvz

∂z

∣
∣
∣
∣
1


� �� 

�

k2δp2 = − ωρ2
∂δvz

∂z

∣
∣
∣
∣
2

.

� �� 
� �

)	����� 
� �� 

� 
 
� �� 
� � 	 
 ��� � 	
����� � � �� � 
	������ � ���
�

k2∆δp = −ω∆

[

ρ
∂δvz

∂z

]

,

� ����

�
� ���� 	���
∆

��
� �� � 
�$������

∆f(z) = f(z1)− f(z2).

� ����

� ���	� �	����� ������ � ������
�� �	����� 
� ���� � 	
�� 	��
z

� 
���� ���� ��������	
�����

∆z
��	 ������ ����	 ���� 	��
�� ���� 	� ��	��� � ' ��� �� �	�	�	 � 
���	 ����� ���


�� � � 	�
�	�
� �	
�	�� �������
ρ, δvz, δp

�
 	� 	� �������� ���� 	� ��	��� �
 �	���
���� �
( ������� ��
���� 	
����� �� � �	
�	�� ��������� ����� ��� � 	 
�� ���
�� ���� 	� ��	���  �

����� �� �
����� 
���� 	�� �� ��� � 	 ������ ��������� �� � �	����� 
� ���� � �����

z0 → z1

ω

∫ z1

z0

ρ1δvz,1 dz = −δp1 + +
g

ω
δvz,1

∫ z1

z0

∂ρ

∂z
dz,


� ��� �

�����
�� � �����
z2 → z0

ω

∫ z0

z2

ρ2δvz,2 dz = −δp2 +
g

ω
δvz,2

∫ z0

z2

∂ρ

∂z
dz.


� ��&�

������
�� �	����� 
� ��� � ������ � �	�����

ωρ1δvz,1
∆z

2
= −δp1 +

g

ω
ρ1δvz,1 ,


� ��'�

� 	 
	��� ������
�� �	����� 
� ��&� ������ � �	�����

ωρ2δvz,2
∆z

2
= −δp2 +

g

ω
ρ2δvz,2 .


� ����

)	����� 
� ��'� 
 
� ���� 	
 ��� � 	
����� �  ������ � ���� �� �� � 
� ����  �	� ��
� �

�	�����

ωρ1δvz,1 ∆z + ωρ2δvz,2 ∆z = −∆δp +
g

ω
(∆ρδvz).


� ����
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� �� � �� 
��
� ������� ������ �� ��� ��

������ ���� ��  ��
∆z

�� ���� � ��� ���� ����  	� 
���� � �� ���
�� �� �
� ��	 �	
�	�� ����� ��
� � 	 
��� ���� 	� ��	���

∆(δp) =
g

ω
∆(ρδvz).


� ����
'����
�	� � 	
� ���� ��	 ��	� ��
�	
��
� ������ ����� �� � � 	 
��� ���� 	� ��	��� 
	�
��
��� � ��	����	�
��� �	���� 
� ����  
� ����

∆(ρ
∂δvz

∂z
) = −gk2

ω2
∆(ρδvz).


� �&8�

���-��//� ��*�)40�2 $���*��-"4�, $����1, �� �
) �"3-� 3 ���3-��-�, $/3-�

-�/

ρ1, ρ2

	��� ��� � ���
	�
�� ����

 �� ��	��� �� � 
��
����� � � ��
���� � �	������� �	�
�����
�
 
�� �����  � ��������	� �	���
���� ����	�	�

ρ1

 
ρ2

� 
���� 
����� � � ����
�� ����	��
���
 �
 	������ 
� ��� � )	����� 
� ��8� �� ��	 ����	 ����

 ��
���� � �


∂2δvz

∂z2 = k2δvz,

� �&
�

� �� �� ������ � � ��
�

�
�� ��
�

δvz = A exp(kz) + B exp(−kz).

� �&��

� ��� � 	�

�� �� �  
�� �����	��
δvz

� ���	����� ±∞ ���
 ���	�� � '��� ���� �	�	�	
� 	�


��� 
	������ � 
�� ������

δvz,1 (z) = A exp (+kz) z < 0,

� �&��

δvz,2 (z) = B exp (−kz) z > 0.

� �&� �

������ ����  �� ��	 �� 	� ��� �������� �
 ��
���� ���� 	� ��	��� � �
��

vz,1 (0) = vz,2 (0)⇒ A = B,

� �&&�

�
� 
	�
����� 
	 ��	�	�� � 	 
� ���� 
� �&8�  �	�������� � �
�	������� ����� �� 
 
	�
�
����� ������ 
� �&��  
� �&� � 
	������ �

ρ2vz,2 − ρ1vz,1 =
gk2

ω2
(ρ2 − ρ1)vz,1 (0),


� �&'�

⇒ −kρ2 − kρ1 = −gk2

ω2
(ρ2 − ρ1).


� �&��
*������
���� � �
�	������� ����� � � 	���
���	 ���
�� 
� �&�� 	� 
�� �� � ���
�

ω2 = gk

(
ρ2 − ρ1

ρ2 + ρ1

)

,

� �&��
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� �� � �� 
��
� ������� ������ �� ��� ��

z

x

ρ1, p1

ρ2, p2

← �1

→ �2


������ � �� � � �����	�
�� ��� �	��	�
 ����
�����
 � ����� 
����� ����	����� ��	� �����

 � 	 ��������	 ��
�� ��
�	�
���	 ������� ��	 	
�	���� 
��� ����� ���
��

�	� � � �����
�� 
��� ����� ���
�� � �� ��
��  �� � 	��
 ��	 ����	�� 	� 	� 
�	� 	��
���
� �
�� ���
��

ρ2 > ρ1 ,

�
� � �
ω

�� 
� ������ 
 ��
� � 	����
 �	��� ��� 	��������� � �
���  �	� � � � 	
� ���
 ��	
����
���� � ��	���� �

� �� �� � ��
 	��
��� ���������
� ������ 	�	��

� ��� ��	�
�� ��� �	���	�
 ����
�����
 

��� ��
���	 � 
�	 �� ����
�����
� � � 

���� ��
�
������ ����

�� ����
���� ��	 ��	���� ��������� *�	� ���� � �� � ����

�  �
� � �	�
�	�
���� ������ �������� ��� � �	� � � ���
������ � 	���� � (
��	 �� ����� � ����
�
� �	����
�� 	� 	� ����
�����  ��
� ) 
������	����
� �	�	�� ����
������ ������� ��� ��
����
������ � *���� � 
��� 
����	� 
�
���� �� ����
������ ��	��
� � ��� �	��� 

�'��  
����� ��	�� 
� ����

 
�	� ������ �������� ������� ����	�  ����� �� ��� � �	� � � 	�
��� 	�
��� *	
	��� � 
�	 � ����

� )� ����
������ �� � � �� ����
�����	� ����� �
�
��	 ����
� � 
���	$���������� 
����
���� � 	
� ���	� ��� ����� � 	�	�	�
�� ���������
����
�
�
�������� � ��� 
� �������
�  
�� 
� �


� �� ��
���� � 	� ���	� ���
��	� 
 �����
� �����	� �������� � �����	�	� �	���	��
���� � �����	��� �(vx, 0, 0)

� � ��� ���
� 	���
��� �  �� �	���	������ ��	��
 �����	��� � �
$����� ��	��	�	�� �	��

����

vx = vx(z)
 ������ �
� ��
�

p = p(z)

 ����	�


ρ = ρ(z)
�

� �
���
��� � 	�� ��	 � �
�	 
���	�� � 	�	� �� � �	��	 ����  ��
� �
(0, 0, 0)

� ���	� ����
��
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� �� � �� 
��
� ������� ������ �� ��� ��

�� ����� � ���
��
��� �
�  �� �������
 � � �	�
����
 �
 ���� ������� ������ ����� ��
��� � �	� � � 	����� � �

'��
�� � � �	���� � 	����� ��� ���	� � 	���� 
� ���� �  
� ��&� � �����	���� �����
� ��
�����  ���
��� �
�
����  
	 ����� 
	�

�� � � �
�	����� ����	�� 
 �	������� � 
	 ��	���
� �
�������� �	��

��� �������

∂δρ

∂t
= −vx

∂δρ

∂x
− δvz

∂ρ

∂z
,


� �&�
�

ρ
∂δvx

∂t
+ ρδvz

∂vx

∂z
+ ρvx

∂δvx

∂x
= −∂δp

∂x
,


� �&�� �

ρ
∂δvy

∂t
+ ρu

∂δvy

∂x
= −∂δp

∂y
,


� �&���

ρ
∂δvz

∂t
+ ρvx

∂δvz

∂x
= −∂δp

∂z
.


� �&�
 �
*��
� 	���
�� � ������ �� ��
�� �

δu ∝ δu0(z) exp (i(kxx + kyy − ωt)),

� �'8
�

δw ∝ δw0 exp (i(kxx + kyy − ωt)),

� �'8� �

δv ∝ δv0 exp (i(kxx + kyy − ωt)),

� �'8��

δp ∝ δp0(z) exp (i(kxx + kyy − ωt)),

� �'8
 �

δρ ∝ δρ0(z) exp (i(kxx + kyy − ωt)).

� �'8��

� 	�

�� � ���
� 	���

�� ������ 
	 �	���� 
� �&�
 � 
 ��������� � ���
��

i(ω + vxkx)δρ = −∂ρ

∂z
δvz,


� �' 
�

ρi(ω + kxvx)δvx + ρ
∂vx

∂z
δvz = −ikxδp,


� �'��

ρi(ω + kxvx)δvy = −ikyδp,

� �'��

ρi(ω + kxvx)δvz = −∂δp

∂z
.


� �'� �
% ���	 �	����� �	�������� ���� �� �� � ���
�� ��	 �����
� �����	� �
�
���� 
� ��� �

ikxδu + ikyδw = −∂δv

∂z
.


� �'&�
! ����	� 	� 
����� 
 ��� ����� ���
��  � 	������ ���	 �	���
�� ���
��� � 
 ���� ���� �� �
� �
�	����� ��	� ���� � 	 ������ �����	��� � �	����� 
� �'�� �� �
���

ikx


 	� 
	��� �	��
���� 
� �'�� �� �
���

iky


 	� � �	����� ������ �

ρ(ω + vxkx)(kxδvx + kyδvy)− iρkx
∂vx

∂z
δvz = −k2δp.


� �''�
��� ������ �� ������
 ��� ��� ��
����
���� �����
 ��	��� 
�
�
 � ��� � ������� ������� ����
 ��	

��	�
������ 
� �� 
����� 
 ������� 
 ����

ω
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� �� � �� 
��
� ������� ������ �� ���  �

� �	����� 
� �'&� �����

kxδvx + kyδvy = i
∂δvz

∂z
,


� �'��
��
� �	����� 
� �''� �������� �

iρ(ω + vxkx)
∂δvz

∂z
− iρkx

∂vx

∂z
δvz = −k2δp.


� �'��
' �	����� 
� �'� � �������� � 
����
�� � ������
�� ��
��

∂δp/∂z
� ! ����	� � 	��� � 	��
�

�	�
� � ���� ��
�� ��	� ������  �
������ �� � � 	
��
z

�	����� 
� �'��

i
∂

∂z

[

ρ(ω + vxkx)
∂δvz

∂z
− ρkx

∂vx

∂z
δvz

]

= −k2 ∂δp

∂z
.


� �'��
� 	�
����� 
	 �	����� 
� �'� � 
 ������� ���� � �
�	������� � ���� 
	������ � 	� ����

���
�
∂

∂z

[

ρ(ω + vxkx)
∂δvz

∂z
− ρkx

∂vx

∂z
δvz

]

− k2ρ(ω + vxkx)δvz = 0,

� ��8�

� ��	� ������� ����� � 
��� ����� ���
�� 
 ��� �
�	�� ���	� � 	���� � �
�	������� ������� �

� �� � � ����
 ������� ����� ��	�	�� � 	 
� ���� ��
�	
��
� ������ ����� �� � 	��
���

���� 	� ��	��� � ��
���� � ���� ������� 	��
��  ����� ��	���� 	��
�� ���� 	� ��	��� 
 �	�����

� ��8� ��������� �� � � 	 
�� 	��

z
� 
���� ������
��

∆z

��	���� 	�� � � ��� � *	
	��� � 
�	

� ����

 ) � ����
������ � � �	��	 ����

� ������� ��
�� 	
����� � ��������	� ���
��
���� 	� ��	���  �
 ����� �� �
����� 

�� ����� ��
 � 	 ������ ��������� �� � �	����� 
� ��8�
� ������
��

z0 → z1
∫ z1

z0

∂

∂z

[

ρ(ω + kxvx)
∂δvz

∂z
− ρkx

∂vx

∂z
δvz

]

dz =

∫ z1

z0

k2ρ(ω + vxkx)δvzdz,

� ��
�

������� ����	� �� ��������� �� � �	����� 
� ��8� � ������
��
z2 → z0

∫ z0

z2

∂

∂z

[

ρ(ω + kxvx)
∂δvz

∂z
− ρkx

∂δvx

∂z
δvz

]

dz =

∫ z0

z2

k2ρ(ω + vxkx)δvzdz.

� ����

*�	��
���� ������
�� 
 	 
������� �	����� 
� ��
� 
 
� ���� 
	������ �

ρ1(ω + kxvx)δvx
′ − ρ1kxv

′
xδvz,1 − ρ2(ω + kxvx)δvz

′ + ρ2kxv
′
xδvz,2 =

∫ z1

z0

k2ρ(ω + vxkx)δvzdz −
∫ z0

z2

k2ρ(ω + vxkx)δvzdz,

� ����

�
� ��	 ����� ������
�	�� � �� �
δvz

′, v′
x

	��
���� 
����
�� ������� � 	 
��
z

� ' ��� �����
����

�

∆z = 0
 �	� � � �
������� � ��� ��
� �

z2 → z0



z1 → z0

� �	� ��������� �

��
�� ���
�� �	����� 
� ���� �	��� ���� � �	������ � �
� � ���� ���� 
� ���� �����
�	�
� 	 
� ���� ��	 �������� � 	��
��� ���� 	� ��	���

∆ [ρ(ω + vxkx)δvz
′ − ρkxv

′
xδvz] = 0.
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� �� � �� 
��
� ������� ������ �� ���  �

���-��//� ��*�)40�2 $���*��-"4�, $����1, �� �
) �"3-� 3 ���3-��-�, $/3-�

-�/

ρ1, ρ2
� 3 �04�-�
�, ��1$4�3-,

vx

��
���� � ����

  �
� � � �	������� �	���	������ �	�
����� �
 
�� ����� 
 �
�
� � �����
� � �	���
���� ����	��

ρ1, ρ2


��� � ��� � � ��� ���
� 	���
��� � ���	�� ����	� �����	���
�2(0, 0, 0)


 ����	� �1(vx, 0, 0)
� �	���	������ ��	��	�

u
� *�	 ����	 ����

 ��� �	�����


� ��8� ���
��� �
 ��
�
∂2δvz

∂z2 − k2δvz = 0.

� ��&�

� ����� ���	 �	����� � � ��
�

�
�� ��
�

δvz,1 = A(ω + vx,1 kx) exp (+kz) z < 0

� ��'
�

δvz,2 = A(ω + vx,2 kx) exp (−kz) z > 0.

� ��'� �

� ����� 
	�

�� � 
	 ��
������� � 	 
� ���� ��	�� 
� ����

ρ1(ω + kxvx,1 )(ω + kxvx,1 )Ak exp (k z)

−ρ2(ω + kxvx,2 )(ω + kxvx,2 )Ak exp (−kz) = 0,


� ����

������

���� � �
�	������� � ���� 
 ���
�	� 
	������ � ��

�
����	� �	�����

(ρ1 + ρ2)ω
2 + 2kx(ρ1vx,1 + ρ2vx,2 )ω + kx

2(ρ1vx,1
2 + ρ2vx,2

2) = 0,

� ����

� �� �� � ������� 
	��
��� � 
�
 �	����

ω1,2 =
kx(ρ1vx,1 + ρ2vx,2 )± kxi

√

ρ1ρ2(vx,1 − vx,2 )2

ρ1 + ρ2
.


� ����


�
 �	���� ����� � �	�
���� �
 �����	� 
 �� 
� ������ ���� � ��
� �� ����  ��

exp (i(ωr ± ωI)t) = exp (iωrt)× exp (±ωIt),

�
� ��
�� �  �� �� 
� ������ ���� 	
� 	��
� ��� 	��������� �
����
� ����� 
 ����
� �����
������ � *�	 
��� ����� ���
�� ����
���� ��	 ������ 
	������ � �� ���
�� ���
�

ω = (vx,1 − vx,2 )

√
ρ1ρ2

ρ1 + ρ2
kx.
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��
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ρ1
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 %

� �� ��� �� �

������ ���������� ���

'��� � 
� �����	� �	�� � � �	�
 
���	$���������� ��	���� ��� �
����� ������ � ' ����

�
����
���	 ����� �	����� ����
 �����
��� �� 	�� �� ������� ��	�� ���

�� �	�����
��
���	 � ���
����� � ������ ��
�	
��
� ��
 � �	� � �
����� � $�������� � 	��� � 
� ��
�
�	
��
� ������ ��	����  �
� ����	�� ����	��� 
 ����� �� ������ �
 �� 	�� �

� �� ��� �	 ��� ��
#

*	�� �� ������ ��	 ���� �	��� �� � $�������� 
�� � � ���	��	������	 ������� 
� 

����
����� ��
�� � � 	 
 � 	�� �� � ���	��	������	 ������� �	��� �� 
�	�  � 	������ ��� 	
���� ������� ��������  ����� ��
	� � ��������  � 	������ $	�	�� � � � 	����

� 
	�
� ��
�� ��� ����� �� ��� 	 ����	��� $	�	�� � *�� � 	���� � �
�	������� ��	 ���� � ��� ����
� ����
����� � ����� % ��
�
� 

���� � *	 
�� $�������� � 	�
�� ����

�� ������ ��	���� 
���� �
�


• ���
������
��

• �	�������
��

• ���
����	���

• �	�����	���

• �	����� �
 �	����� ������	����

� "*��)�
"*��2 *"#�
2 	�� 103�
' ��
������
��� � ��	 ���� �	��� �� � ������ �����	 
� � ��� 
	���

l

 �	���

u
����� ��

	�	� ��

��	� 

���	 � ���	��	������	 ������� � � �����	
� ���� 
	� �� ��
 
���

�9: ;<:9 =>? @A> < BC DE A F<;AGH F FIJK:  %



� �� � 	� � �� � 	�� ������  7

����� � �� ���
�� �	 ������� ������ ���� ���
�� � � � 	����

� ���� 
���
� � ����� � ���� ��	
�
��� ' 

���� ����� ��
� ��	 ���	 ��	���� ����� � 	����� � �� �������� ���� � 	�� ��
�
	��
���� ���	�� ��	�����

� "*��)

�4�2 *"#�
2 	�� 103� � 
�4�)

"*��2
' ��
����	���� � ������� � ��	���� �	��� �� � �����	 
  ��� ������ ������	� 

���	
� ���	��	������	 ������� 	� 
��� ����� �� ����� ��� � � �	���
��� ����� �� � 

��� � ���
�	��	������ ������� � �	���	 ���� �����	
� �� ���� �	���
�� � 
�
���� ��	����� � �
�
������� �	����	 ������	�� � 	������� �	����  �	�	��� � 	 �	�������
���� �����	�

��� �

��4�)

�4�2 *"#�
2 	�� 103�
��
���� � �	��� ������	� � 	����� ��� �� � � 	�� ��

���	 �	��� � 	 ��� ��� 	����� 
���� �
� ���� �����
��� ������	�� � � �
���  ��� ������ � � ������	� 	
��� ��� 
 
	�
� � � ��	
�� 	� 
����  � � ������� $	�	� � % ����� � 	 ���
��� ������ � �	�	 ������ � � �� 	� ��� �� ���
���� 
 �����
�� � $
���  �� �
 �
����� ��	 ���� � �
 � ��	 �	��� �� �������� � ������	�
�� �	���� ��
��  � ����� � 	 �	�����	���� ������� ��	 ���� � *�	 ��� 	�
��� �
� �	���

������	� ����� ����� �� �����
��� � $	�	��� 	 ��� 	�	��� ���	�� 
���� 
 ����
� �
 � ��	�
��� ��� 	����	� 
���� � ����� ����� �� � � �
����� ��������� ���
��� ������� � (
��	
�� � �����
���� ����� � ����
� � ��� ����� ���� ���� ��0� 33-��$4/�
  ���� ������
��
0�30 ��0� 33-��$4/�
 �

�$�� 3���
 ��*	-� 4
��	� �	��� �	����� � 	����� � �	����� $	�	�� �
 �	����� ������	���� � ����

�  �� �����
� �� $	�	�� 
 ��� ���� ����� �� �����	�� � � � �	��� � ���� ��� ���
	�� ����� �� ������	�� �
% �	���� � ���

�� ����� �� � ��� $	�	�� 
 ������	�� � � � �
�	��� ����

� ���� � � 
�� �
	 ��� ��� � ����

� 
�� 	�$��� �	����� ����
 � � ����	 ��	 ��� ���� � ���������� 
 
	����
������ ��
��	�
� ��
���
��� �����
��� �����
 �
 � 	�	� ��� �

� �� ��� �	 (�#�&��$�

������ ��������� � � 	
� 	 � 	�	�	��� ����	�� � � 
����
�� �����
��� ������ � �� 	�	�
� 	� ���� � 	
	� � ����� � �
��
�

�
=

1

c

∫ ∮

κν(
�
, �, ν)Iν(

�
, �, ν)� dω dν,


� �
�
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� �� � 	� � �� � 	�� ������  �

Iν

��
� � � 	�	���	� 
����	� ��������� ������  � � � � �
�	��	�� ����	� �� �� ��� �	��
������ 


κν

�
��� � 	�	 ���	� 
����� �� 	��	���� ��������� �	 �	����� � ' �����
���� �
�
���
� ��� �� ����
��� � 
�� 	�$��
� � 
 ����
��� ������ �� ����� � ����
� �
�� � 	��
�
����� 	�
���
 ��	����
�  
�� �
�� � ���������� 	��
����� � 	�	���	� 
����� ���������
�	�	����� � % 	�	 ���	� 
����� ��������� �	�	�����

χν

�
��� ������ � �	���� � ����� ��
� 
���	��� ���� ����

dl
� 	 
�� �
����� ������ 
 ��� � �� 
�	�	�
� � 	� 	�� ������	 ����

����
σν

� �
�� ������� 
 � ������ ����	�� ������
n

χν = σνn.

� ���

"�������� � �
�	��	� ����������	 �	�	������ � � ���
−1�  �
��� �	 �� 	��	���� ���������

�	�	����� � � 
�� 
�	���� �� ���� ������ �
 � �
�	��� �� 	��	���

κν =
σν

mpar
,


� ���

�
�
mpar

��
�� �� 	��	�� ������� � "�������� � �
�	��	� � 	�	 ���	� 
������	 �� 	��	���
���	 ����������	 �	�	������ � � ��� 2�� � � '��
� � ��� � 	�	 ���	� 
������ ����������
�	�	������� 
 	�
���	� � � 
�� ���
���

κν =
χν

ρ
.


� ���

�� ����
 � 	��
� ��
�  �� 	� ����
κν

������ �
 �� ��� � �
�	��	���	 ����	�� � � ��	�
������� ��	 ������ ���������

Iν

� 

��� � 	
� ����� � ����� �	����� ����	�� ������ �
����� ���� �� ��
� �
���
� ��
�	 
��
� ����� � �����
��� �  � � ����
 � 	���� 
��	� ��
� 
������	 �������� � '�� 	 ����� �
�
���
 �	��
����� 
	�������� � 	 � ��
�� ��
	�	��� �
�	�� ���� ������ ��
�	 
��
� ������ �	���� 
 �	����� ����	�� ������ � *�	 ����

 ��	��
�	��� 	�
����

κν = κν(
�
)

����� � ���
��	�� ��	��� �

��� ���
� ��

�
(
�
) =

1

c

∫

κν(
�
)dν

∮

Iν(
�
, �)� dω =

1

c

∫

κν �ν(
�
)dν,


� �&�

�
� ����	�	�	� ����� ��	�
�ν

��
� �� � ������ �	�

�ν(
�
) =

∮

Iν(
�
, �)�dω.


� �'�

������
�� �������	 �	��
�ν

���� ������� $��������
ν

� =

∫ ∞

ν=0
�νdν


� ���
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���� ��
����
K

� 
�
 ���	 $�������� 	
�����

���� ��	 ���� ��
� � � 
��
� ��� �	����� ����
 ���� � 
� �����	� �	�� � !��	�� ����	���
��	 ���� ��	���
� � � ���
����� ����� ������
�� � ��	���� 
����  � � �
�	 ��
���	�� ��
�� 	� ��	��� � 
	�����	����� � 	����� ����	�	� ��
���	���  ����� ��� � � ����
���	 �����
��
���	 ������� ����� ���������� ��	���� �

� 	� ��
����� ��	����� ��	���
� ���� � �	������  � ����

� 
�� 	�$��� �	�����
����
  � � �	����� �
 �	����� ������	���� � *�	 ������ ��������� � �	������ ��
��

� K
rad =

κe

c

∫ ∞

ν=0

∮

Iν(
�
, �)� dω dν =

κe�
c

,

� ���

�
�
κe

��
� � 	�
���� ��	 �	����� �
 �	����� ������	���� � �
 ���
� 	��

� �$������ ���
� ����� � � �����	�� � 	��� �

���� � ��	��
 �������	 �	��

�

 �����	�� �������	 ���������

� �	������ 
� ��� ����� � �����
� ��	����

gK
rad =

κeL∗

4πr2c


� ���
� � 	� 	 �� ����
�� ��� ��	����

L∗


 ��
����	��� 	
 ����
� ����
�
r

� *�	 �	 
�	��
σe =

0.66 × 10−24 ���
2� ��
������	 �� �����	 ������� ��	 �	����� �
 �	����� ������	����  

� ������ ����	�� ������	��
ne


 ����	��
ρ
� � 	�
���
 ��	 �	����� �
 �	����� ������	����


��
 ���
���

κe = σe
ne

ρ
= 0.401

{

IHX + IHe
Y

4
+ IZ

Z

14

}

,

� �
8�

�
�
X, Y, Z

� � �� 	��	���� �
��	�� ��� �	
���  ����
 
 ������� ����� 

IH , IHe, IZ

� �
� 	 ��� ������	�� �
 �	�� �	 
���  ����
 
 ������� ����� 
&
� ��� 
 �
�������  
���� � * �	
�
�� ����
� � 	���
�� � �	 
�	�


κe

��� � � ������
��
(0.28 < κe < 0.35) cm2/g


&
� ���

 �
�������  
���� � ��	� �	��� ��	 ��� ���� � �� ���� ��
���� � ����
� ���	� ��
���
���
���� ���	���� �
 ���
�
�� ��� � 
������ 
 � ��	 �
� 	 ����� 
	 � 	 
��� � � ��	�	 �������� �
'����
�� � $
���  �� ��
� ��
��� ��������� � ������ ��������� � �	������ 
� ��� � 
� �
� ����

� �$������ ��� ����� � 	 
	��� ���� ��  ����
� � �� �������� ��
����	���  ����� �
� � �
���	�� 
	 �� 	������	 ����� � *	� 	�� �

����	�	�
 $
��	��

Γe

 �	� � � � 	� �� � ���
�����	� ���	� � �	������ 
 ��
���
���

Γe =
κeL∗

4πcGM∗

,

� �

�

��� �
���� �$������� ��
���
��� ���������  �
����� ��� ��
���� ��
���
��� ���� � 
����
��
�	������ ������ �
 �	��� ������	����

gef = −GM∗

(1− Γe)

r2
.
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K
rad

����������� � �	����� �
 �	����� ������	���� 
 
���� ��	��
 �
C
rad����������� � ��	���� �� �� ������� ��� �
����

�
rad(

�
) =

� K
rad(

�
) +

�C
rad(

�
) =

κe�
c

(r) +
∑

m

∮ ∫ ∞

ν=0

κν

c
Iν(

�
, �)� dω dν,


� �
��

�
�
m

� � ��
�� �� ������� � �
��� ��������� �	�	����� $
��	����� �� � �������� ��		 ��
�� ������� ��� �
�

κν = κmφ(ν − ν0).

� �
� �

*��
� 	���
�� �  �� ��������� �	 �	�����
κm

��	 

�	� ����
m

� � �	���
��� � "�����
��		 �� ����

φ(x)
 ����� � � �	�� 
���	�
��

∫ ∞

ν=0

φ(ν − ν0) dν = 1,

� �
&�

�����
�� � 
	 � ���	�� ������ � �
�	���  �	������� �	�
�� $�������� � ��� ����
�� ����
ν0


 ��������� $��������
ν

��� �
��� � � 
	�����	������ � �
�	�����

x =

(
ν − ν0

∆νD

) 
� �
'�
� ���� ���� ���
�� ��	 
�$��������� ����� ��

dν = ∆νDdx.

� �
��

� 	�����	���� ����

∆ν

� � 
��

∆νD = ν0

vth

c
,


� �
��
�
�

vth

��
� � �����	�� ��� �����	 � 	���� ������ �	�����
 � �
� �� ���	 �� ����	 ����  
��
��� ��	� �	�� � ��	��� ����
���	 ����� �	����� ����
 ��
� � 
	�����	���� � 	��� � ' �	��
�

�� �	���
�� �� 	� ��� � ��� ���� 	�� �� �� ����� ��
�� � $	�	�� � $	�	�$��� � 	������
�� ���� � ������� 	��
��� �� ����
 � 
������� �	 ��
� ���  �� � �	��

�� �	���
�� �� 	�
� ��� � $	�	�� � � ����
 �� ������� � ���� � ���
�
�� ��� 	����� � 	����� �� ���� � � 	
��
	��
��� � � ��� �	�� � � ���� ���	� �� 
��	�� 	�
� ���� $	�	�� � 	������ 
	 � 	
�� 	��
���
� � 	�	����� �� ��
����	� 
�� 	�$��	� � $	�	�� � ����� $�������� � ! ����
�� ���
�� ��	

	�����	���� � 	���

ν ′ = ν0

[

1 +
�.�
c

] 
� �
��

	������ � ��	 $����� ��		 �� ���
�

φ

(
ν − ν0 − (ν0/c)�.�

∆νD

)

= φ

(

x− �.�
vth

)

.
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 � 	�� ���� ���
��	���� ������ ����� � ��� �
��� �����	� ����

�
rad =

� K
rad(

�
) +

�C
rad(

�
) =

κe�
c

�
+

∑

m

κm

c
∆νD

∮ ∫ ∞

x0=−c/vth

φ

(

x− �.�
vth

)

Iν(
�
, �)� dω dx


� ��
�

� ��������	� ��� ��	� �� 	
�� ������
��� � ���
x0 = −c/vth

� �
��� � �� � ����� � �
����
��
���� � 	 � ��
�� � 
� � 
��	�� ��  �
� �	������� $	�	�� � *�	 

��� � 	���� � 	�� �� �� �
�	����� ����	�� ������

dIν

dτν

= −Iν + Sν ,

� ����

�
�
τν

��
� � 	�����	� ��	���� � ���� 
�	�	�
�	� ���
���

τν(
�
) =

∫ �

��
ρ(r′)κm(r′)φ

(

x− �.�
vth

)

dr′.

� ����

"	�� ���� ������ �	����� ����	�� ������ 
� ���� ����� � ���� �� ��
��

Iν = I0
ν exp(−τν) +

∫ τν

0

Sτ (tν) exp [−(τ − tν)]dtν ,

� ��� �

����� �� ����
� �� 
�	� ����� � *���� ���� � ��� 

��� ��� ��� 	�������� � ����� ������  
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��	�� �� ����
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���� ���� � $	�� �����	 ������ � *�	 ��������� ������ � 

�� ���� ����� � ����

Iν(
�
, �, x) = Iν(

�
0, �) exp (−τν(

�
, �, x)).


� ��&�
*��
� 	���
�� �  �� $	�	� ������� � � 	
� �� � � ���  � 	��
 �
����� � ��	 ����� $	�	�
�$��	� ��
��

Iν(
�
0, �) > 0

 � 	��
 �
����� ����	 ����� $	�	�$��	� � � 	��
� 	�� ��������

���	�� � � ���	 � �� � �� ���	�	�
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�� 	��
� 	�� � 	
� ���� ��	 ���������

Iν(
�
0, �)

�
' �����
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���� � 	�� �� � ��	 	��
� 	�	� ��������� �������� �����
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ν
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ν

~r ~n

θ

~r0

R∗

r′

jádro hvězdy

θc

~v


������ � �
 � � �	� ������� ����	����� � �
�	������� ����� �� �������� ����� � ���������
��	 ��� 	 ��� �������	 ��������� � ��
��� ����
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�	� � 	�	� ����
����
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R∗

�

��	 	�����	� ��	���� 
� ���� 
	�

�� � 
	 $	�� �����	 ������ �	����� ����	�� ������
� ����

� � ���� 
��	�� �� 
� ��&� 
 
	�

�� � 
	 ��	��� ��	 �����	� ���� 
� ��
�

�
rad =

κe�
c

+
�C

rad


� ��'
�
�C

rad =
∑

m

κm

c
∆νD

∮ ∫ ∞

−∞

φ

(

x− �.�
vth

)

I0
ν � ×


� ��'� �

×
[

exp

(

−
∫ �

��
ρ(r′)κm(r′)φ

(

x− �.�
vth

)

dr′
)]

dω dx.
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φ

(

x− �.�
vth
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ν � dω dx
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� � 
 
���� ����
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(

−
∫ �
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ρ(

� ′)κm(r′)φ

(

x− �.�
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)

, dr′
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�
��

�� � ��
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δ(x)
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 � � � 
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v � vth
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��� �  �� ��
����� $�����  


�� ��
������ �	�� ���� �.�(�) � � � 	�	�����  �	� ��� �� 	��� ��	���� �����	 
 	

��	��	�	�� ��	� ����

r′
� $��������� ��	� ����

x′

x′ = x− �.�(�)
vth


� ����

dx′ = −d [�.�(�)] = −∇ [�.�(�)] d�

vth
= − �.∇ [�.�(�)] dr′

vth
,
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� �� � �� �� ������ � ���� ����� ( 

�
� � �� � ���� ��� $
���  ��
d
�

= �dr′
� '� �����
��� ���
�� ��	 
�$�������� �� 	�� ����

��

���� �����	���  ����� � � ����	�	� ��	��	� ��
�� �������	 ��������� � 
	� 	���	��

��	� �� 
�� 
 ��	�� $��

� ������� ����� ��� � ��	��� ������� ��
���	 ����
���	 ����� �

 � 	�� ���� �� �� �� ����� ��
��$	�� 
�� ���
� �� � ���
� ��	 	�����	� ��	���� 
� ����

τν = κmρ(
�
)

∫ r′

0

φ

(

x− �.�(�)
vth

)

dr′ =
κmρ(

�
)vth

�.∇ [�.�(�)]

∫ x̃0

x̃

δ(x′)dx′ 
� �� 
�

� ��������	� ��
��$	�� 	�
�	� 
	��� � ���
x̃


 �	��� � ���
x̃0

��������� � ���� �� ����  
�� � ��� 	��
��� �� ��� $	�	�� 
 ���	�
���� 	��
��� � � ��
����	�� �����
������ � �	�

��� ����� ������

x̃0 � 1
 ����� � �	��� $��������� � ��

x̃0

�� ��
� 	�	�
� �
 ���	����	

x̃0 ≈ ∞.

� ����

*	 
	�
���� ����������� ��
��$	�� 	�
���� ����� �� 
	 ���
�� ��	 �����	� ���� 
� ��'�

	������ � ��������

�C
rad =

∑

m

κm

c
∆νD

∮

I0
ν

∫ ∞

−∞

φ(x̃) exp

(

−τ0

∫ ∞

x̃

δ(x′)dx′

)

dx̃

︸ ︷︷ ︸

K(x)

�dω,

� ����

����� ��� ����� 
�
�������� �� ����
 � 	��
� ��
�  �� ��� ����	 � 	���� ��	���� ��	 ��� 	�
�	��� ��
� $����� ��		 ��  � 	��
 � � �
�����
 ��
��	�� 
	� 	���	�� 
��	� �� 
�� � 
�� �
� 	���

K(x)
� �� � ��	 ����� ������
�	�� 	��
� ��� ��������

K(x) =

∫ ∞

−∞

φ(x̃) exp

(

−τ0

∫ ∞

x̃

δ(x′)dx′

)

dx̃,

� ��� �

����� ��
�� � � 	����� ���
�	�
� 

τ0

��
� � 	�����	� ��	���� � 
	� 	���	�� ���	�
����
	��
��� � 
	� 	���	�� 	�����	� ��	����

κm(r)ρ(r)vth

�.∇ [�.�(�)] = τ0.

� ��&�

'��
� ��	 
	� 	���	�� 	�����	� ��	���� ����� � �
�� �
��
� � ��	 ��� � ��� $	�� � �
*	� ��

vth/ (�.∇ [�.�(�)])  ����� � � �	�� �� 
���� 	��
� �� � � 
�	 
	� 	���	�� 
����

Lsob =
vth

�.∇ [�.�(�)] .

� ��'�

� ���� � 
����  �
 ����� � � �����	�� �	�����
 � ��������
 	 �	����� ��� ���	� �����	��
�	���

vth

� 
 � 	� 	�� 
	� 	���	�� 
���� �������� � 
�	���� 
	� 	���	�� 	������ ��	����

τ0 = κmρLsob.
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	� 	���	�
 
���� �� ��� 
��
� �
�� �
�  �� 	

���� � � ���	��	����� ��	���� 	

� 
��	��	������� � *������ � �����	  � 
	� 	���	�� 
��	� �� 
�� �� ���	�� ������ ��	 ����

�� � �
 ������� ����� 
	� 	���	�� 
����

Lsob

 �
��� �	 ��
�	
��
� ���� ��	���� 
��
�
� 
��	��	������ �� 	
�����
� � �
 ������� ����� 
����

Lhyd ≈ v/(dv/dr)
� 
�	�����

�����	 
�	� ���� ��� 
��� ���
��
�� 	 ��
��	��� 
	� 	���	�� 
��	� �� 
��  � ��� ��

	� 	���	�� 
��	� �� 
�� ���� ��
���

Lsob � Lhyd

�
' ���� �
�	 
���� ����

�  ������ � � �$������ ��� ������� ���� � 
��	� �� 
�� � 	 
	��

����
� ��� �� �
� �.∇ [�.�] �� ��	��� ��	 
	� 	���	�� 	�����	� ��	���� 
� ��&� �
��
�
�� �� 
� �
8��

τ0(r) = κmρvth
dr

dvr
.


� ����

 � 	� 	�� ����
���� ���������� 

��
��� ��� �
��	�  
��� � 
�	 ��� 
 )������  
����

dΦ(x) = φ(x̃)dx̃ Φ(x̃) =

∫ ∞

x̃

φ(x)dx

� ����

� 
��� ��	������ � � ���� �
Φ(∞) = 0 ,Φ(−∞) = 1,


� ��8�
�����
�� � �������� 
� ��� � �
 � �
�	
���� ��
�

K(x) =

∫ 1

0

dΦ(x) exp (−τ0Φ(x)) =
1− exp (−τ0)

τ0
.


� �� 
�

! �
���	� ���
�� 
� �� 
� ��� �� � � ��	 �	 
�	�� ��	 ��� ���� ����

� 	������ ��	����� *�	
� 
�� �	 
�	�� 	�������� ��	�� ��  

τ0 � 1

	������ � ��� ���� ���
� �

lim
τ0→0

1− exp (−τ0)

τ0
= lim

τ0→0
exp (−τ0) = 1,


� ����
�
��	�� �	�� ��	 ����� �	
�	�� 	�������� ��	�� ��

τ0 � 1
 	� 
���� � ��� ���� ���
�

lim
τ0→∞

1− exp (−τ0)

τ0

=
1

τ0

.

� ����


�
 ���
�� � 
� � ���	��	� ���������
��  ��	 	������ ����� ���� � � �����
��� �
�	���
��
��  �� $	�	� ��	�
� ��
������ ���	� 
��	�� ��� 	��
���  �
��� �	 � ����

� 	������
�������� �
� � � $	�	� 
��	�� 	��� � ���� ������ 
��	���� ����	 ����� 
 
�� �� � �� ��
	�
��
�� � ' 
	� 	���	�� 
��	� �� 
�� 
	������ � ��	 ��	��� ������ ���� 
� ��'� � 	 
� 	��

� ���
���	��� ��	����� � 	��� ��	 � �
�� ����

m
	� ���� ���
�

�m
rad =

κm

c
∆νD

∮

I0
ν �dω

[
1− exp (−τ0)

τ0

]

.

� ��� �

���� �����
 �����
 
 	� � ��
�
�
 � ���	� 
������ ����
� ��
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� �� � � ���� ����� ����� �� ����� �� ����� �� � (%

*	���� ��� � �� 
��
����� � ��� ���	��� �
 
	� 	���	�� 	������ ��	�� ��
τ0

� 
	� 	���	�
 	��
����� ��	���
 � � 
��� ���
�� �.∇[�.�(�)] ����� ������� �
 ���� � ��� ����	��� � 
��	�
��	����� �����	��� �	�����
 �(�) 
 � �
�	��	��� ����	��� �� �� ��� ������ � � ' �����
��� ��
��� ����
��� ����� � � �
� ����	� �
 ����� ���������� �
��
  �
� ����	�	��
� 	�� � � � �����	 �	������ � ������ ��
�	 
��
� ��� �
� ��
��� ����	� ���	� � � ������
���
 
� ��� �  ������ � ������ ���
 
� ��� � �
� 
 � � �����
 ��	� ����� ��	�
��� � �	 � �� � ����	
��	���� ���� � ����������� 
 ��� ������ �	� ����	�
��� � ' �	��

� � ������� �
��	�
�� 
� � 

��&� ��
�� � 	� �� ��
�	�
� �� �
�	
����� �$������ ��� ������� ����  �� ������
�� $	�	�� ���� � 	��� � �

���� �� �� ��� � � ����� $	�	�� � 	��� � �

���� �� �� ��� � � �����
�
������ ������ ������ � � 	 
	���	 �
�	� � � ������ ��������� � � �
� � ���	 
��	� �� 
��
��	 

�	� �� �������� ����

m
��
�

gm
rad(r) =

νmLνvthκm

4πr2c2

1− exp(−τ0)

τ0
,


� ��&�

�
�
Lν

� � � 	�	 ���	� 
����� ��� ��	���
 ����
�� ' ����

� 	������ ���� � ��
���� ���  
��	 ����� ��
��

τ0 � 1
 
	�
����� ��� �����	 ���
�� 
� ���� 	� 
�� �� � ���
�

gm
tk =

νmLνvthκm

4πr2c2
,


� ��'�
�
��� �	 ��	 ��� ��� 	������ �������� �
�

τ0 � 1

�
�	� ���� 
	�
����� ��� �����	 ���
��


� ���� 
	������ � ���
�

gm
tl =

νmLν

4πρr2c2

dvr

dr
.


� ����

 � 	� 	�� ���
� 	���
���	 ���
�� 
� ��'� ����� � ���
��� ���
� 
� ��&� �
 �	����� ��
�

gm
rad(r) = gtk

1− exp (−τ0)

τ0


� ����

��	 ������ ��������� � 
	� 	���	�� 
��	� �� 
�� 
 ��	 ����

 �$������ ��� ��������	
����
���	 ����� �� ������� � � 	
	���	 �
�	� � �

� �� �����  % ��� 
��! ��� 
� ������$��& ���

' ���
��	��� 	 
��
��� � �� � 	 
�	
��� � 	� ���� � �
�	
���� ���
� ��	 ��� 	 ��� ������
����

gm
rad

� 
����
�� �����
��� �� �� ������� � ���	�
m

� 
	� 	���	�� 
��	� �� 
�� � ����
�	�� ������ ���
 ���	���� �
 ���� ��� �	�����
 ����
���	 ����� � � ��
� 
��
 �����
���
� ������ � �	���� �� �� ������� ��� �
�

gC
rad =

∑

m

gm
rad.
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*�	 ��
������ ��� 	 ��� � � ����� ��	���� �	���� ���� ������� � 	��� ���	�� �����	
��
�	 ���
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 �	���
�� 
 �����
�� ��	 ����� � �	���� � ������������� ��
�
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 ������� ����� 
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�� ��	 �
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 �� 	 ���
� 
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 ��� 	 ����� �
�
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�
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��
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�
���� �
� ���� �
 �
� � ��
���� �	��
����� �����������
� 	��	��� � �� ��
� ����
 ��� 	 ��� ����	�� ������ ���� 
��	� �� 	�
� 
 �
� � 	
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���
�� �
�	
���� � ' �����
�� ����� �
��� ��� ��
�� � ���
	�
� ������ � 	���� �
������� 
��
�	�� �! � ��	��� � ����� �
��	� �� 
� � 

��'�  � ���� ��
����� � ��
��� ! �� 	�� 

���
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 ! �� 	�� 

���� � � ����

�� ���
� 	��

� � �! � ��	��� � �	�

• ��
�	����� �� �������� ���� ����
���	 ����� �� ���� �� �� ���������
� �

• � 
�
� $	�	� �����
��� � � ����
��� ������ � 	��� � �
�	�  �
��
����� � �������
�	��� �	���� �

• ����
�� ���� � � �$������ ��� �������

• *�	 ������ � ����
� ��� � 	���� 
��	� �� 
�� � 	
	���	 �
�	� �

• % 
�������� � 	�� 
 ����	���
 � �	� �
��
�
�����

• *�
��� ��	���� ����
�� ���� ��� � 	�
�	�
� �
 ��
���������� � � ���	��� � ��	�
�

% ���� � ���� ��  �� ����� 
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���� ���
� 	��

  ����� � �� � � 	�� ��� ���� ������ �������
)	�
����� � �
�	������� �� ������� ��� �
� ���� �	� 	�����  ������� $��������� ����� 	��
�
��� � � 	��� � 
�� � 	 ��� �
�  ����� �������
� � 
	 �������	 ��������� ����� 
�
�����


λ ≥ 1200 � � ����
 �� ������� ��	 ���� 
 � 
 �
 
���	� ���
��  ������� ����� 	��
��� �
����� � �	���� � �
� 
��	 
 ����
� ������
�

300 � ≤ λ ≤ 600 � �  ��	 � ����
� ������
�


1000 � ≤ λ ≤ 3000 � � 
 �
� �� � 
����
�� �	�����	�
 � 	���� � 	�	� �������
� �

*	
	��� � � �	�� � � 
����� ���
� 	��

��  $	�	� ���� �����
�	�
� � ���� ��� � �
���

�	� �� 
��	������� �	�� 	� ��� �
���� � � ����� "����
 
 �
��	�  
���� � 	 ��� ��� ���
���
�� ����� ���� � ����	���� �������� ��������� �����	 
�	� �$���� ���� � 	
��
��� 

��
�� �� ����� � 
	�	��� � �� ��� �
��
���� � � ��
����� �� �	�� 	� ��� �
���� � ����� &
� ���

 �
������� 

���� �

�
��	�  ! �� 	��  
 � ���� 

��'� ��	��
�� 
��
��� � ��� 	 ��� �����
�� ������ ����
gC
rad��	 ����� � �	���� � ������� �	
�	� ����	� 
 �����	��� ����
���	 ����� � ���	 �
����	��

�	
�	�� � 	�	� �
�
� �����	�
�� 
 � 
�	 ��	
�� �
�
� ��� ��	���� � ���	�� ���� �
�
� ���

t =
κref

e vth,pρ

(dr/dvr)
,
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� �� � � ���� ����� ����� �� ����� �� ����� �� � (�

�
� (
κref

e

) � � ��$������� �	 
�	�
 	�
���� ��	 �	����� �
 �	����� ������	���� � � �	 
�
�	�	� ! �� 	�� 

���� �

κref
e = 0.325cm2g−1,



vth,p

� � ���� ���� �����	�� ��	�	�� �� ����� � ����	�	� �	��	� ����	�� ����
�� '��
�
��	 ��� 	 ���

vth,p

� � 
��

vth,p =

√

2kBTeff

mH

,

�
�
kB

� � �	���� 
��	�
 �	���
��
  
Teff

� � �$������� ����	�
 ����
� 

mH

� � �� 	��	��
��	�	�� � ��
� �
�
� ���� ���� ����
 � ��
��	 
�� �����	� ���� � 
����
�� �����
���
� � �
�	� �� ������� � ���	� ��� � 	������ �	�
���� �
 
�� �����  ���� 	��
��� �� � ���	�
��	����� � 	��� ���� ∼ κm


 ���� 	��
��� ��� ��$	�� 
�� 	 
��
� ���� ��������� �����
∼ ρ(dvr/dr)

��� 
� �&8� � �
�	 ���� � � ��	 ������� ���� ������ � �� ��
� �	��� �� ��� �
�
��� 	������ ��	���� ��	 � �
�	����� ���� � 	� 	�� ��$������� 	������ ��	���� � �� ������
� 	��� �
 ��������� ����� �

������ ��������� � 	�	� ��� �
���� � � 	� 	 ��
gref

e

 ��
� �������	 ��������� � 
����
��
�	������ �
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rad = gref

e M(t) =
κref

e F (r)

c
M(t) =

κref
e L∗

4πr2c
M(t)


� �&
�

� ��$������� �	
�	�	�
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e
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���	� � 	 �����	� $�����

M(t) = kt−α.

� �&��

� 	�
����� � 	 ������ $����� 
� �&�� 
	 ���
�� ��	 ����	�	� �����	� ���� 
� �&
� 
 � � 	��
� ���� 
�	���� � ���	�� �����	 �
�
� ���� 
� �&8� 	� 
�� �� � �����
�� ���
� ��	 �����	�
���� � �! � ��	���

gC
rad(r) =

κref
e

1−α

4πcvα
th

L∗

r2
k

(
1

ρ

dvr

dr

)α

,

� �&��

�� ������ ��������
k, α

��	�� ����

�� �
�
� ���� �! � ��	��� � ' �
����� � �
 �����
��
� ! �� 	�� 

���� � � �	� ���
��� � �� ��� �	 
�	�� ��	 ����� �	
�	�� �$������� ����	��
����
�
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�9: ;<:9 =>? @A> < BC DE A F<;AGH F FIJK: (�



� �� � � ���� ����� ����� �� ����� �� ����� �� � (�

� �3-���/��, �/��10
��� ��
������ �������  � 
� �
���	�� �	�� 	� �� ������� ��� �
� 
	 ��� 	 ��� ����	�� ������
����

gC
rad

 � � �	��
 ��	
�� 
���������� $�����  � 	����� ��� ������	�� 	�
���� �
 $�������� �
% 
��� 
����� ��� ��� �
��� 
���������� $����� ���
���

dN
dκ

=

∫ N

0

(
Lνν

L∗

)

ñ(κ, ν)dν,

� �&� �

����� �
��� � 	 ��� �
� � ������
�� 	�
���
(κ, κ + dκ)

�
 ����

� 
���������� $�����
ñ

 ��
�	��� ��� � 	 ��� �� ���������� �
� �������� �� $���������� ������
��
(ν, ν + dν)� 
��	�� ���� �	�	������� � ������
��

(κ, κ + dκ)

 ��
�������	� ���	�

(Lνν/L∗)
 	 
�

� 	��

� ��� ��������� ���� 
 � 	 ��� �� ������� ��� �
�
N

� 
 � 	� 	�� 
��
��� ��� ��� 	 ���
��	��
����� �
 ������ � 	 ��� �
� ��� ����
�  �� 
���������� $����� � � � 	��� 
��	� ��
� 	�
� �������� $����� 
��� ! �� 	��  
���
 � *��� �� 
� � �888� � 
� ��� ��
�

dN =
1

κ0

(
κ

κ0

)α−2

dκ.

� �&&�

' �
�� �  �� ������� �� �������� ���� � �	� � 	����� � 	� 	�� 
�	� �
�
� ����  �! � �
�
�
� ����

α

 �	���	 �
�
� ����

κ0

 � ��	� ����
� ��
� ��������� � 	�
�� � � *�	 ��
�	����
����	�� ������ ���� ���
�� � �� ��	��� 
� ��&� ��	 �����	� ���� �� ������� � ����

m
� 
	�

� 	���	�� 
��	� �� 
�� � ����	�� ������ ���
 ��
� 
��
 �	����� ���� ������� ����
m

gC
rad(r) =

∑

m

grad =
L∗vth

4πr2c2

∑

m

κm

(
νmLν

L∗

)
1− exp(−τ0)

τ0

.

� �&'�

'��
� ��	 �����	� ���� 
� ��&� � �� � ���
���� �	�������� �� �
���
L∗/L∗

� ����	�	� ���
���	� ���� � 	�	� 
	��
��� � �
��
����� ��� 
�� ������
�� ���� 	�
���� � ���
�� ��	
����	�	� �����	� ���� 
� �&'� � 
	� 	���	�� 
��	� �� 
�� �����	� ����	 
���������� $�����

gC
rad =

L∗vth

4πr2c2

∫ ∞

0

κ

(
1− exp(−τ0)

τ0

)

κ0
−1

(κ0

κ

)2−α

dκ.

� �&��

*�	 ������
�� ���� ���� ������� 	�
���� ������� 
	�

�� � 
	� 	���	�� 	�����	� ��	����
τ0

� 	 
�� 
�	���� 
� ����
τ0 = κρLSob,

�����
�� ������� �	���
��� �� ����� � ���
 �������� 
 ���
� ���
��� �

gC
rad =

L∗vth

4πr2c2
κ0

(1−α)

∫ ∞

0

κα−1

(
1− exp(−κρLSob)

κρLSob

)

dκ.
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*�	 

��� ���
�� ��� ����� � ������
�
 �� �
���
(ρLSob)

α / (ρLSob)
α 
 ��	
��� ��� 	�

��
���� �������� � ������
�
 � 	� 	�� 
	� 	���	�� 	������ ��	����
τ0


��
���	� � 

���
����� ����� � 
�	 ��	� ����

t = τ0

� 
�$��������� �� ���� �����
dt = ρLsobdκ

�  

gC
rad =

L∗vth

4πr2c2
κ

(1−α)
0 (ρLSob)

−α

∫ ∞

0

tα−2(1− exp(−t))dt.

������
�� ���� ��	� ���	�
t

��� ��	���� 
�
������� 
 �	 � ��	
	� 	 �� 	
����
∫ ∞

0

tα−2(1− exp (−t))dt =

[

− 1

1− α

1− exp(−t)

t1−α

]∞

0

+
1

1− α

∫ ∞

0

tα−1 exp(−t)dt.

� �&��

� ������	 ���
�� � � �
����  �� � � �	��� ����  �
��� �	 
���� ��
� �� �
� � 
 $�����  

�	�	�
��

Γ(x) =

∫ ∞

0

exp(−t)tx−1dt.

� �&��

' �
��� ����

� ����� � 
���� � ��� � ���
��� � ���� ���� 
� �&�� �


1

1− α

∫ ∞

0

tα−1 exp(−t)dt =
Γ(α)

1− α
.


� �'8�

'��
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�

gC
rad =

Γ(α)

(1− α)

L∗vth

4πr2c2
κ

(1−α)
0 (ρLSob)

−α .

� �' 
�
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� ��� � ���� ���
� ��  ������ ����  ��
κ0

� � �	�� �� 
��	�� ����	 �	 �	������ � *	�
�	� ���
�

κ0ρLsob

����� � � 	�
�	�
� �
 
	� 	���	�� 	�����	� ��	����
τ̃0

��	 ��� 	�
������	� ���� � 
��	�� ���� �	 �	������� �	����
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 ��	��� ��	 �����	� ���� ����� �
�����
�

gC
rad(r) =

Γ(α)

(1− α)

κ0vthL∗

4πc2r2
τ̃0

−α =
Γ(α)

(1− α)

(κ0vth)
1−α

4πc2

L∗

r2

(
1

ρ

dvr

dr

)α

.

� �'��

'��
� � ��� �! � �
�
� ����
k, α


 �
�
� �����
κ0

� �

κ0 = κref
e

(

k
1− α

Γ(α)

)1/(1−α) (
c

vth

)1/(1−α)

,

� �'��

��� 	 � �
�
� ������ � 	 
��� �
���� � � 	�� ��
�� ��
�

κ0vth

c
=

(

k
1− α

Γ(α)

)1/(1−α) (
c

vth

)α/(1−α)

κref
e .
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�  �� � �	��� �� �����
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 � ������� �� �
��	 ������ � � ���	 	�����
���� �! � �
�
� ���� �

α, k� � �
�
� ���� �
Q, α� � � ���	�� ���� �
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� ���

Q
 �����

� � �� ���� � ��
������ ����
���	 �����  �
��
� � 
���� 

��&� 
 � ��	 �����	�� � � ����
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 �
�� � �
����� � �
 � '��
� � ��� ��
������ �! � �
�
� �����

k

 �
�
� �����

Q
� �

k =
1

1− α

(vth

c

)α

Q1−α.

� �'&�

������� � ������� ��� ����	�

*��� ���� 	��� ��� ���� �! � ��	��� �� ���	��	����� ��������� ����

�� � 	�	�	�
��
��
�
���������� ����
���	 ����� �� ���� 	�� �� ��� ������� �	�� 	�� �����
�� � � 	�
�	�	�
��� $
����  ���� ��
 � 	�	�	�
�� �	����� �����	��� �����

v∞

 � � 	�	�	����

������ 	 	
�	���� �����	��� ������ �� 	��
Ṁobs

� *����� 
�����
���� �� � 	 
�� �! �
��	��� � �	� ������� ������ �� �
�	
���� ��� ���
� 	��

� �
���� �

 � 	 
	�� 
��	� �� 
��
����
� �� �
��
���� ������	��� �������	 ��������� �
 ������ �	���
�� �� ����
��� ���
��� � ' ��� �����	 �$���� ��� �
����� 
	 �	�������� $
��	�� �! � ��	��� � *���� �	������
$
��	� �
��
� ! �� 	�� 

���
�  �� ������ ��
�
������	�
� ������	�� �������	 ���������
�
 ������ �	���
�� 
 �� ���
�� �� ����
��� ����� ���
���

fion (W (r), ne) ∼
(

ne

W (r)

)

,

� �''�

����� 	� ���� ������ �
 ����	�� ������	��
ne


 ��	� �������� 
����
���� $
��	��

W (r) =
1

2



1−
√

1−
(

R∗

r

)2


 .

� �'��

�� ����� ������	�� � � � �
�	
���	� ���������
��  �$����� ��
 ��	���� $	�	�	���
�� � 

��
��
����	���

r
������ �
 �	�� ������ � ����
� � 

��� � ����  ��
� ��	� 	���	����� �


W (r)
 �
���	 ��	 ��� ���	����
�� � � �� ���� ������	�	�� ����	��

ne

� � ����	 $
��	� ���

��	� �� 	�
� � 	�����	� $�����  � 	 
	��� � 
�	 � ����

� ��
����� �! � ��	��� 
� �&�� �
'����
�� �� �
� ��	

M(t)
�
� � � ��
� 
� �� &
� ��� 
 �
�������  
����

M(t) = kt−α

(
10−11ne

W (r)

)δ

,

� �'��

�
�
δ


	��
�� � ����
�� $��

� ��������� �	���
�� �! � ��	��� 
 $
��	�
10−11

� � �	��
� �� ���

3� � *�	 ����
�� ���� 
 
 � ����
 �� �	
�	�
 �	���
��� � 	����� � � ������
��
(0.02− 0.2)

� '����
�� �	������ � ���
fion

� � 
�� ���
���

fion =

(
10−11ne

W (r)

)δ

.
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��	��
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r
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�� 
� �&�� �
�
�	������ � 	 �	������ $
��	� 
� �'�� �

gC
rad(r) =

κref
e

1−α

4πcvα
th

L∗

r2
k

(
10−11ne

W (r)

)δ (
1

ρ

dvr

dr

)α

.
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 ��������� � �� ������� ���

���� ���
�
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� ��&� ��� �
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����� � 	
�� 
� �
��
�




.∇
 .� = µ2∂vr

∂r
+ (1− µ2)

vr

r
.


� ��
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rc =
3

2
R∗

{

1 +
1− α

α

R∗a
2

2GM∗(1− Γe)

}−1

.
KV :Q!O

� 	� ���� ����� ��
 ������
R 8,#453!+#$ /5/53 24.')(5/53 $ ." # ) )01'%567" ,#A# /" 314*241 )" %56753 *2( %5 2B=4*&#0% +!(%.02.' *15302.'%  ) (+4!0# 2.'% 24 3(9+41

vr(r)
: R '2"'2 24.')(5% B<4#"#) )01+2()' .')B%0%'< '232'2 ,#A# / @ $ % 7" % .02(1 24#+(< .1.'-"<  ) ")02< 82*<53<53)*)6'#*%.'%56753 (#0%?% : F%0 !  #0% #!* / +!(%.02.' +!,%(- ./01

grad

 ) *15302.'%
vr">&# .')5%2 !* / ,#A# / ?% %' 41 )" %561  #.')B%0 /" : � '232'2 8230#4< ?).2(7 (7(2$ #.')B%0%' ">&# B7' +2482(94 7 +) 82+2*2() 2< 8*2"9  2.' ) .'*<6'<*2() 2.' 3(9+4= -32 (9'*< @ $ )6 B<4# 4#')%0 9$ % +" / 9 2 (  !.0#4<$ /53 24.')(5/53 : G*( / 8*!5# +)B7=()$ /5/ .# 0% #!* / ) )07+2< .')B%0%'1 K�)*0B #*U @ SN!1 � 	 )5/ *#U2* #' )0 :@ SNPN � � #0.2 

� 
 #)* @ SNP!O 8,#482(/4)01 (1.2 5#  #.')B%0 / 3(9+4 7 (/'* @ +)'/" 52 82+49$ A/ (7=+ )" ! 8*!5# �BB2'' KSN!1O 8,#482(/4)0) .')B%0 / 82*<531 � +!,%(9=314*241 )" %56-(0 1 � ) 243)0%0) ')6 E< 4)"# '!0 / +4*2$ ( 0 ( '#2*%% +!,%(- 314*241 )" %61 8242B 7)6<.'%567" (0 !" ( 60).%56- 314*241 )" %5# :
�1'2  ) 8*( / 8 230#4 *2+4/0 - (7.0#461 $ .2< 4! 1 *>+ 7" )8*2H %" )'%( /" 8,/.'<=8 #" @ +#$" - ) (# (+')3< 6 (1$ )4,# / 8 #*'<*B)5# +!,%(- ./01: R 8*( /" 8,/8)49 B1 0282<&%'2 8,#48260)4< 28'%561 '# 6753 82*<53 : R ')62(-" 8,/8)49 ">&#" # +) #4B)'+" 9 1 ( 28'%56- 302<B5# ) +)"9,%' .# 8 2<+#  ) +"9 1 ( 4>.0#46< 42880#*2(.6-3282.<(< : R 4*<3-" 8,/8)49 8,#48260!4)0 �BB2'' 8*2 8 #*'<B2() 2< ./0< 80)' 2.' F2=B20#(2(1 )8*2H %" )5# : �2 #? 2< 2482(94 +) $ )6753 8,#48260)4> (#4# 8 2*<53) 6  #=.')B%0 /"< 532(! / ?%  )28)6 6# .')B%0 /" (0 !" 8)6 8,% #.0) 8*!5# ��2 56% � W1B%56%KSN!VO @ (# 6'#*- )<'2,% .$ #4 2'%0% 2B) 8,/.'<81 ) *2+A/,%0% 8 0)' 2.' +!(9*> % " %"2 60)=.%562< 0% #!* / ) )07+< :


 ������� ��� ���� ���� �����
R7532+/ B24#" 8*2  )A% ) )07+< B<4# .2<.')() *2( %5 KQ :SQO : � % #!* / ) )07+2< .')=B%0%'1 314*241 )" %56753 *2( %5 8*2 *>+ - 62 0U<*)5# 8*2B0-"< @ .# +)B7()0) 5#0!,)4) 8*)5/ @  )" !'62< 0+# <(-.' $ %& +" %�2() 2< 6 %3< �3) 4*).#63)* KSN! SO : R+30#=4#" 6 E)6'< @ &# B<4#" # +62<")' .')B%0%'< .1.'-"< (>?% 82*<53!" ) '#41 % 8,/8)4 -A/,# / ( 0 @ B<4#"# 8,#48260!4)' 4(2$ *2+" 9* 2< 62 0U<*)5% 8*2B0-"< . (!052(2< .1=" #'*%/ : J!0# 8,#48260!4#$" # @ &# 41 )" %56- 8*2" 9  - �

, ρ, p, g
0+# *2+490%'  ) ?!.'

XYZ [\ZY ]^_ `a^ \ bc de a f\[agh f fijkZ ��
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2482(/4)$ /5/ <.'!0# -"< ,#A# / K <0'7 ,!4O ) " )02< 82*<53< KS: ,!4 O
�

=
�
0(r) + δ

�
(r, φ, t),

ρ = ρ0(r) + δρ(r, φ, t),

p = p0(r) + δp(r, φ, t),
�

rad = �
rad,0(r, vr) + δ�rad,

KV :QNO
64# (#6'2* 82*<531 *15302.'%

δ
� "! (  )A#" 8,/8)49 .02&61

(δvr, 0, δvθ)
: �#0%62& <()=&<$ #" # %+2'#*" %56- 8*2 5#.1@ ">&#"# 8*2 8 #*'<*B)5% '0)6< +# .')(2(- *2( %5# 8.!'

δp = a2δρ.
KV :L1O

R 8,/8)49 U*)(%')? /32 +*1530# / <()&<$ #" # 82<+#  <0'7 ,!4 : J2.)+# /" KV :QNO 42KQ :SQO 2B4*&/" # 2B #5 2< .2<.')(< *2( %5 8*2 8 #*'<*B2() - %  #8 #*'<*B2() - (#0%?% 1:
� #$ 8*(# <8*)(/" # *2( %5% 62 '% <%'1

∂(ρ0 + δρ)

∂t
+

2(ρ0 + δρ)(vr,0 + δvr)

r
+ (vr,0 + δvr)

∂(ρ0 + δρ)

∂r
+ (ρ0 + δρ)×

×∂(vr,0 + δvr)

∂r
+

(vθ,0 + δvθ)

r

∂(ρ0 + δρ)

∂φ
+

(ρ0 + δρ)

r

∂(vθ,0 + δvθ)

∂φ
= 0.

KV :L SO
�B42B 9 <8*)( /" # *2( %5# 8*2 31B 2.'

(ρ0 + δρ)
∂(vr,0 + δvr)

∂t
+ (ρ0 + δρ)(vr,0 + δvr)

∂(vr,0 + δvr)

∂r
+

+
(ρ0 + δρ)(vθ,0 + δvθ)

r

∂(vr,0 + δvr)

∂r
− (ρ0 + δρ)(vθ,0 + δvθ)

2

r
+ a2∂(ρ0 + δρ)

∂r
=

= −(ρ0 + δρ)g + (ρ0 + δρ)(grad + δgrad),
KV :LQ)O

(ρ0 + δρ)
∂(vθ,0 + δvθ)

∂t
+ (ρ0 + δρ)(vr + δvr)

∂(vθ,0 + δvθ)

∂r
+

(ρ0 + δρ)(vθ,0 + δvθ)

r
×

×∂(vθ,0 + δvθ)

∂φ
+

(ρ0 + δρ)(vr,0 + δvr)(vθ,0 + δvθ)

r
+

a2

r

∂(ρ0 + δρ)

∂r
= 0.

KV :LQBO
�B1532" .2<.')(< *2( %5 828%.<$ /5/53 (7(2$ 8 #*'<*B 2() 753 (#0%?% 52  #$ ( /5# +$ #4= 24<A%0% @ B<4#"# <()&2()'  9620%6 )8*2H %" )'%( /53 8,/.'<8> : R 8*( / ,)49 B<4#"#<()&2()' 8 #*'<*B)5# 82<+# 42 8*( /32 ,!4< @ (1AA/ ?0# 1 $ .2< +) #4B)'#0 9 " )0- : J!0#8,#8/A#" # *2( %5# 42 (+')& - .2<.')(1@ 6'#*! .# 8231B<$ # .# +62<") 2< 2B0).'/ 3(9+4= -32 (9'*< : R '-'2 (+')& - .2<.')(9 $ # *15302.'

vθ,0 = 0, vr,0 = 0
: J !0# (1<&%$ #" # ��;)8*2H %" )5# @ '#41 8,#48260!4!"# @ &# +" 9 1  #8#*'<*B2() 753 (#0%?% $ .2< +) #4B)='#0 9 " )0- (# .*2( ! / .# +" 9 )" % 8#*'<*B 2() 753 (#0%?% : � *2" 9 $ % -32  !" '2'2<"2& / +) #4B)' #E#6' .#'*()? 753 .%0 @ 6'#*- B1532" "<.#0% +)82 ?/.' 8,%  )A/ (20B 9

XYZ [\ZY ]^_ `a^ \ bc de a f\[agh f fijkZ ��
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 #% #*5%!0 / (+')& - .2<.')(1: �80%62(! /" '953'2 )8*2H %" )5/ 2B4*&/" # + KV :L SO @KV :LQO(7.0#4 2< .2<.')(<
∂δρ

∂t
+ ρ0

∂δvr

∂r
+

ρ0

r

∂δvθ

∂φ
= 0,

KV :LL)O

ρ0
∂δvr

∂t
+ a2∂δρ

∂r
= ρ0δgrad,

KV :LLBO
ρ0

∂δvθ

∂t
+

a2

r

∂δρ

∂φ
= 0.

KV :LL5O
� #A# / .2<.')(1 '953'2 *2( %5 8*2  #+ !"-

δvr, δvθ, δρ
8,#48260!4!"# (# .') 4)*4 /"'()*<  2*" !0 /53 " �4>

δvr exp (i(krr + mφ− ωt)),
KV :LV)O

δvθ exp (i(krr + mφ− ωt)),
KV :LVBO

δρ exp (i(krr + mφ − ωt)).
KV :LV5O

R  !.0#4<$ /5/53 ) )01'%56753 (782?'#53 .# (A)6 2"#+/" #  ) 8,/8)4 @ 641 ">&#"#82()&2()' 026!0 / " -4%<" +) 8,%B0%& 9 80) 8)*)0#0 / ) 8 2<&%$ #" # 6)*'-+.6- .2<,)4 %5# :
G,#48260!4) 7 '()* 8 #*'<*B 2() 753 (#0%?% 8,#8/A#" #  ) '()*

δvr exp (i(kxx + kyy − ωt)),
KV :LT)O

δvθ exp (i(kxx + kyy − ωt)),
KV :LTBO

δρ exp (i(kxx + kyy − ωt))
KV :LT5O

) *2( %5# 8*2 8 #*'<*B 2() - (#0%?% 1 KV :LLO . (1<&%'/" '*) .E2*" )? /53 (+')3>
dx = dr)

dy = rdφ

∂δρ

∂t
+ ρ0

∂δvr

∂x
+ ρ0

∂δvθ

∂y
= 0,

KV :LM)O

ρ0
∂δvr

∂t
+ a2 ∂δρ

∂x
= ρ0δgrad,

KV :LMBO
ρ0

∂δvθ

∂t
+ a2 ∂δρ

∂y
= 0.

KV :LM5O
�)6 B102 $ %& +" / 9 2 (7A# @ +5#0) +!.)4 /" 6*26#" 8*2 5#02< ) )07+< $ # <*?# / (#0%62.'%8 #*'<*B)5# +!,%(- ./01: R+30#4#" 6 2B #5 9 62"80%62() -"< (7*)+< 8*2 +!,%(2< ./0< @(153!+#$ /5/"< + ,#A# / *2( %5# 8,# 2.< +!,# / @ 2" #+/" # .#  ) )8*2H %" )'%( / 8,/.'<8 @(#42<5/ 6 ) )01'%567" (7*)+>" : �2 6*-' 9 <()&<$" # @ &# +!,# / (153!+/ + B242(-3(9+41 ) $ .2< .80 9 1 824" / 61 8*2 F2B20#(2(< )8*2H %" )5% 8*2  #8 #*'<*B 2() - (#=0%?% 1:
XYZ [\ZY ]^_ `a^ \ bc de a f\[agh f fijkZ ��
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� �� �� �������	� 	 �
�

� !.0#4<$ /5/ 8).!& B10) +8*)52(! ) 8240# 8*!5# K� *) " #* @ SNNMO : �BB2'' KSN!1O (# .(-8*!5% 4!0# 8,#48260!4)0 @ &# ( 0 2(! 4-06) 82*<53 $ # " 23#" (9'A/  #& F2B20#(2() 4-06)
δx� Lsob

@ '#41 80)' 2.' F2B20#(2(1 )8*2H %" )5# ')6- 8*2 82*<532(7 ?0# : �!,%(! ./0)( '-'2 )8*2H %" )5% +!(%./  ) *)4%!0 / (+4!0# 2.'%
r

)  ) U*)4%# '< *15302.'%
dvr/dx

:
G*2(#4#"#=0% �)1 02*>( *2+(2$

grad

$ )62 E< 65#
dvr/dx

42 8*( /32 ,!4< @ 42.'!(!" #

grad

(
dvr

dx

)

= grad,0 + δgrad ≈ grad,0 +







d

dx
(vr − vr,0)
︸ ︷︷ ︸

δvr

∂grad

∂(dvr/dx)

∣
∣
∣
∣
0






.

KV :LPO

� 8,#4532+/32 (+')3< KV :LPO $ # 8)'* - @ &# 8*2 8 2*<532(7 ?0# ( '2"'2 8,%B 0/&# /">&#"# 8.!'
δgrad =

dδvr

dx

∂grad

∂(dvr/dx)

∣
∣
∣
∣
0

.
KV :L!O

J2.)+# /" +) 82*<532(7 ?0# *15302.'%
δvr

+ 8,#48260!4) -32 ,#A# / (# '()*<  2*=" !0 /53 " �4> KV :LTO 42.'!(!" # 8*2 8 2*<532(7 ?0# +!,%(- ./01
δgrad = ikxg

′
radδvr,

KV :LNO
64# .1"B20#"

g′
rad

$ ." # 2+ )?%0% 4#*%()5% +!,%(- ./01 8240# U*)4%# '< ( B249
vr,0

:
�1 / " !"# (1$ !4,# 1 (A#53 1 82',#B - (#0%?% 1 % $ #$ %53 8 #*'<*B)5# : 	>&#" # '#4142.)4%' 42 .2<.')(1 *2( %5 KV :LMO (7*)+ KV :LNO ) 4!0# 42.)4%' +) 8 #*'<*B2() - (#0%?% 18,#48260!4) - ,#A# / KV :LTO

ρ0ikxδvr + ρ0ikyδvθ − iωδρ = 0,
KV :V1)O

ρ0i(ω + kxg
′
rad)δvr − a2ikxδρ = 0,

KV :V1BO
ρ0iωδvθ − a2ikyδρ = 0.

KV :V15O
�B1532" <*?%0% 4%.8 #*+ / *#0)5% @ (1$ !4,/" # .% 4#'#*" % ) ' '-'2 .2<.')(1

D =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

ρ0ikx ρ0iky −iω
ρ0i(ω + kxg

′
rad) 0 −a2ikx

0 ρ0iω −a2iky

∣
∣
∣
∣
∣
∣

KV :V SO

) .') 4)*' /" % " #'24)" % <*?/" # $ #32 (#0%62.' @ 6'#*2< 8202&/" # *2( <  <0#
D = ω3 − ωa2(kx

2 + ky
2) + g′

radkx(ω
2 − a2ky

2) = 0.
KV :VQO

�2'2 $ # 30#4) ! 4%.8 #*+ / *#0)5# K�BB2'' @ SN!1O " )$ /5/ 2B #5 9 ',% 62,# 1@ 6'#*- "232<B7' *#8*#+# '2(! 1 *#0)'%( 9 62"80%62() 7" % (7*)+1: R *!" 5% 4)0A/53  ()3 8*2'2
XYZ [\ZY ]^_ `a^ \ bc de a f\[agh f fijkZ ��
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*2+490/" # 82*<531  ) 32*%+2 '!0 / KA/,/5/ .# (# ." 9*<
y
O ) (#*'%6!0 / KA/,/5/ .# (#." 9*<

x
O ) B<4#" # .0#42()' (7(2$ 82*<53 82<+# ( '953'2 8*%( %0#U2() 753 ." 9*#53 :

G*2 8*( / 8,/8)4 B<4#"# <()&2()' 8 #*'<*B)5# 8 2<+# ( 32*%+2 '!0 /" ." 9*< @ '#41
kx = 0

: J2.)+# /" 42 KV :VQO 42.') #"# (+')3 8*2 62,# 1
ω3 − ωa2ky

2 = ω(ω2 − a2ky
2) = 0,

KV :VLO
ω± = ±a2ky

2 , ω3 = 0
KV :VVO

) '#41 8*2 E!+2(2< *15302.' '232'2 " �4< ">&#" # 8.!'

vφ± =
ω±

ky
= ±a.

KV :VTO
R %4/" # @ &# E!+2(! *15302.' $ # *2( ) *15302.'% +(<6< @ 52& 2482(/4!  2*" !0 /"< ?%.'9)6<.'%56-"< " �4< : R 4*<3-" 8,/8)49 B<4#" # <()&2()' 8 #*'<*B)5# 8 2<+# (# (#*'%=6!0 /" ."9*< @ '#41

ky = 0
: �89'2( 9 42.)+# /" 42.') #" #

ω3 + g′
radkxω

2 − a2kx
2ω = 0,

KV :VMO

ω± = kx




1

2
g′
rad ±

1

2

√
(

g′
rad

2

2

)

+ a2



 , ω3 = 0.
KV :VPO

�B42B 9 8*2 E!+2(2< *15302.' 42.') #"#

vφ± =
ω±
kx

=




1

2
g′
rad ±

1

2

√
(

g′
rad

2

2

)

+ a2



 .
KV :V!O

�1'2 4() " �41
ω+

)
ω−

828%.<$ /  2(7  )4+(<62(7
vφ+

*#.8 : 824+(<62(7
vφ−

'18(0 @ 6'#*- .# A/,/ (# ." 9*< +!,# / @ *#.8 : 8*2'% ." 9*< +!,# / : � ) *2+4/0 24 8,#453!+#$ /5/.%'<)5# 8*2 ?%.'9 )6<.'%567 " �4 @ 828%.<$ / '1'2 " �41 $ % 7 '18 (0 = +!,%(9 )6<.'%56-(0 1 K�BB2'' @ SN!1O : G*2 2B #5 2< .%'<)5% @ '#41 82*<531 A/,/5/ .# (  #8*%( %0#U2() -"."9*<
kx, ky 6= 0

@ 0#&/ (7.0#4 ! *15302.' A/,# / ( % '#*()0< 4) -" *15302.'/ 8*2 ?%.'9)6<.'%567 " �4 ) +!,%(9 )6<.'%567 824+(<62(7 *#.8  )4+(<62(7 " �4 :
� �� �� ������ ����� 	 ����� � �	
�
�� �	

�
�� 	
���

�% 7 8,/.'<8 6 (1$ !4,# / 8 #*'<*B)5# +!,%(- ./01 82<&%0% � #0.2 � 
 #)* KSNP!O @ �)*0=B #*U KSN!1O ) ')6- 	 )5/ *#U2* #' )0 : KSNPNO : R  9" $ %&  #8,#48260!4)0% 80)' 2.'F2B20#(2(1 )8*2H %" )5# 8*2 8 #*'<*B)5% +!,%(- ./01: G*2 $ #4 24<532.' ) )07+1  #$ 4,/(#8,#8/A#" # (7*)+ 8*2 +!,%(2< ./0< KL :QMO 8*2 .E-*%561 .1"#'*%567 8,/8)4 *)4%!0 /32 '26<
XYZ [\ZY ]^_ `a^ \ bc de a f\[agh f fijkZ �l
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) .'*%6' 9 *)4%!0 /32 ." 9*< A/,# / +!,# / ) 82<+# 8*2 $ #4 < .8 #6'*!0 / ?!*<
m

@ 8,%?#" &(1<&%$ #" # (+')3 8*2 +!,%(2< ./0< ( 28'%561 '# 6- 0%" %'9 KL :VMO

gC
rad = gtk

∫ ∞

−∞

φ

(

x− vr

vth

)

dx exp

(

−
∫ r

r0

ρ(r′)κm(r′)φ

(

x− vr

vth

)

dr′
)

,
KV :VNO

64#
Lν

$ # "2 253*2" )'%56! 0<" % 2.%') : �<'2,% (7A# +" %�2() 753 8*)5/ 	 )5/ *#U2*#' )0 : KSNPNO ) �)*0B #*U KSN!1O 82()&2()0% 8 #*'<*B)5# +) 28'%561 '# 6- @ '#41 8,#482=60!4)0% @ &# +" 9 1 ( 28'%56- 302<B5# 24 .',#4 / 324 2'1
t0

t0 =

∫ r

r0

ρ(r′)κm(r′)φ

(

x− vr

vth

)

dr′
KV :T1O

$ .2< +) #4B)'#0 - : G#*'<*B)5# +!,%(- ./01
δg

$ # ( '2" 8,/8)49 (7.0#4#6 42880#*2(.6753+"9 ( 026!0 /" )B.2*8 ? /" 8*20 0< K��256% � W1B%56% @ SN!VO : R7*)+ KV :VNO $ #A'9'*) .E2*"<$ #" # 42 .2<,)4 - .2<.')(1 .8$ )'- .# +62<") 2< 2B0).'/ 3(9+4 -32 (9'*<) 8231B<$ /5/ .# *)4%!0 / *15302.'/
vr,0(r)

grad = gtk

∫ ∞

−∞

φ (x− (vr(r)− vr,0(r)/vth) dx×

× exp

[

−κmρ(r)

∫ r

0

ρ(r′)κm(r′)φ (x− (vr(r
′)− vr,0(r))/vth) dr′

]

.
KV :T SO

�1 / )80%6<$ #" # 82*<532(7 82?#'
vr(r) = vr,0(r) + δvr,

KV :TQO
 ) (7*)+ KV :T SO . (1<&%'/" 8,#48260)4> .') 2(# 753  ) +)?!'6< 24.')(5# @ 62 6*-' 9+) #4B!" # +"9 1 ( 28'%56- 302<B5# ) .2<.',#4/" # .# 82<+#  ) 42880#*2(.6- +" 9 1( 8*20 0< ?!*1:

grad,0 + δg = gtk

∫ ∞

−∞

dxφ [x− (vr,0 + δvr − vr,0)/vth]× exp (−t0(x, r)) =

= gtk

∫ ∞

−∞

dxφ [x− δvr/vth]× exp (−t0(x, r)),
KV :TLO

64#
t0

2+ )?<$ # (7*)+ 8*2 28'%562< 302<B6< B #+ )80%6)5# 8 2*<531 KV :T1O : �B1532"<*?%0% (#0%62.' 8 2*<531 +!,%(- ./01@ 8*2(#4#"# �)102*>( *2+(2$ E< 65# 8*20 0<
φ(x)( 2620/ B 24<

x
42 8*( /32 ,!4< : G*2 324 2'< E< 65# 8*20 0< 8)6 42.'!(!"#

φ

(

x− δvr(r)

vth

)

∼ φ(x)− φ′(x)
δvr

vth
.
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J2.)+# /" *2+(2$ # 42 KV :TLO 2B4*&/" #

grad,0 + δg = gtk

∫ ∞

−∞

φ(x)× exp (−t0(x, r))dx− δvrgtk

∫ ∞

−∞

φ′(x)

vth
× exp (−t0(x, r))dx.KV :TTO

G*2 82*<532(7 ?0# +!,%(- ./01
δgrad

8)6 +# (+2*5# KV :TTO 801 #

δg = −δvrgtk

∫ ∞

−∞

φ′(x)

vth
× exp (−t0(x, r))dx.

KV :TMO
R7*)+ 4!0# <8*)(/" #  ) 62 #? 7 '()*

δg = −δvr
gtk

vth

∫ ∞

−∞

φ′(x)× exp (−t0(x, r))dx = Aω0δvr,
KV :TPO

64# .1"B20#"
A

$ ." # 2+ )?%0% *#!0 2< 62 .') '<

A =−
∫ ∞

−∞

φ′(x)× exp (−t0(x, r))dx
KV :T!O

)
ω0 = gtk/vth

: G242B 9 $ )62 8*2 8,#4532+/ 8,/8)4 42.)4/" # '()* 8*2 8 #*'<*B)5% +!,%(-./01 42 *2( %5 KV :LMO ) 82<&%$ #" # 8,#48260!4) 7 '()* ,#A# / (# '()*<  2*" !0 /53 "24>KV :LTO
ρ0ikxδvr + ρ0ikyδvθ − iωδρ = 0,

ρ0(iω + A)δvr − a2ikxδρ = 0,

ρ0iωδvθ − a2ikyδρ = 0.
KV :TNO

�5#0) ) )02U%561 (1$ !4,/" # 4#'#*" % ) ' '-'2 .2<.')(1

D =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

ρ0ikx ρ0iky −iω
ρ0(iω + A) 0 −a2ikx

0 ρ0iω −a2iky

∣
∣
∣
∣
∣
∣

KV :M1O

) ')6'-& <*?/" # 4%.8 #* / *#0)5% + (#0%62.'% 4#'#*" % ) '< @ 6'#*2< 8202&/" # *2( <  <0#
iω3 + Aω2 − ia2ω(kx

2 + ky
2)−Aky

2a2 = 0.
KV :M SO
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0%" %' 9  #62 #? < @ '#41
a→∞ : G2'2" 0+# +) #4B)' ?0# 1 4*<3-32 ,!4<

1/a2 ) (+')3')6 (#0" % +$ #4 24<A%' K� #0.2 � 
 #)* @ SNP!O
ω3

a2
− Aiω3

a2
− ω(kx

2 + ky
2) + Aiky

2 = 0

ω = i
Aky

2

k2
x + k2

y

ω = i
A

1 + kx
2/ky

2 .
KV :MQO

� '232'2 )8*2H %" )'%( /32 (7*)+< (%4/" # @ &# 8*2 " )0- 32*%+2 '!0 / 8 #*'<*B)5# @ 8*26'#*- 80)'/ *#0)5#
ky � kx

@ .# (7*)+ KV :MQO B0/&/ 324 2'9
A
: � ) 4*<32< .'*) < 8*2 (#06-32*%+2 '!0 / 8 #*'<*B)5#

ky � 1
.# (7*)+ KV :MQO B0/&/  <0# : W15302.' #H8 2 # 5%!0 /32*>.'<  #.')B%0%'1@ 6'#*! +!( %./  ) 62 .') '9

A
@ <*?/" #  <" #*%567" ,#A# /" 8,/.0<A -% '#U*)5# : J#')%0 9$ A/ ) )07+< 0+#  )0-+' ( 8*)5#53 K� #0.2 � 
 #)* @ SNP! @�)*0B #*U @SN!1 ) 	 )5/ *#U2* #' )0 :@ SNPNO :
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� 8,#453!+#$ /5/53 4(2< ) )07+ 801 # @ &# 3(9+4 7 ( /'* ">&# (>?% 82*<53!" B<� (1=6)+2()' .')B%0 / 532(! / ( 8242B 9 �BB2''2(753 (0 @  #B2  )28)6 (1.2 5#  #.')B%0 /532(! / : �1'2 (+!$ #" 9 *2+82* - (7.0#461 .$ #4 2'%0% ��256% � W1B%56% KSN!VO @ 6'#,/+2B #5 %0% (1$ !4,# / 8 #*'<*B)5# +!,%(- ./01 (+')3#"

δgrad = Ωb
ikχb

χb + ik
δvr

KV :MLO
R#0%?% )

χb
"! *2+"9* 8,#(*!5# - 4-061 ) (#0%62.'

χ−1
b ≈ Lsob/2

K��2 56% @ Q11VO :� (7*)+< KV :MLO $ # 8)'* - @ &# 8*2 82*<531 . (0 2(2< 4-062< (9'A/  #& F2B20#(2() 4-06)
k � χb

$ # (+')3 " #+% 82*<532< +!,%(- ./01 ) 8 2*<532< *15302.'% 8,%B 0%& 9
δgrad ∝

ikδvr

@ 52& 2482(/4! (+')3< KV :L!O 8 2<&%'-"< ( ) )07+# K�BB2'' @ SN!1O : �)28)6 8*282*<531 . (0 2(2< 4-062< " # A/ ( .*2( ! / .# F2B20#(2(2< 4-062<
k � χb

">&#"#8*2 82*<53< +!,%(- ./01 8.!'
δgrad ∝ ikδvr

@ 52& 2482(/4! (+')3< KV :TPO @ 6'#*7 82<&%0%
� #0.2 � 
 #)* KSNP!O @ �)*0B #*U KSN!1O ) ')6- 	 )5/ *#U2* #' )0 : KSNPNO : R#0%?% )
Ωb

2482( /4! *15302.'%  !*>.'<  #.')B%0%'1 ) $ # 4! ) 8,%B 0%& 9
Ωb ≈ grad/vth

K��2 56% @Q11VO : R+30#4#" 6# 62"80%62() 2.'% (7*)+> 8*2
Ωb

@
χb

 #<(!4/" 8,#. - (+2*5# @ 82<+#)8*2H %" )'%( / (7*)+1: �#07 82.'<8 24(2+# / $ # <(#4# ( $ %& 5%'2() - 8*!5% K��256%
� W1B%56% @ SN!VO : R7.0#4#6 0+# '#41 .02( 9 .3* 2<' 42 +!(9*< @ &# 8*2 8 2*<531 " # A/ #& $ # F2B 20#(2() 4-06) $ # 82*<53)  #.')B%0 / @ +)'/" 52 ( 28)? -" 8,/8)49 U# #*<$ #
�BB2''2(1 (0 1:
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�)6 B1 02 8 28.! 2 ( 8,#453!+#$ /5/53 6)8%'20!53 @ $ # 532(! / 3(9+4 -32 (9'*< +) 8,#4=8260)4< .E-*%56- .1"#'*%# '26< % ." 9*< A/,# / +!,# / 828.! 2 *2( %5/ 62 '% <%'1

∂ρ

∂t
+

1

r2

∂(r2ρvr)

∂r
= 0

KT :SO
) *2( %5/ 8*2 31B 2.'

ρ
∂vr

∂t
= −ρvr

∂vr

∂r
− a2 ∂ρ

∂r
− ρ

GM∗(1− Γe)

r2
+ ρ

C

r2

(
1

ρ

dvr

dr

)α

.
KT :QO

W2( %5# $ .2< 82<+# )80%6)5/ 2B #5 9$ A/32 (1$ !4,# / KQ :SLO ) KQ :SVO 8*2 +!,%(2< ./0<4) 2< (+2*5#" KL :SQO ) 8,#48260!4) 2< .')(2(2< *2( %5/ KQ :V O: G*2 +6*!5# / +!8%.<$ ." # (1<&%0% ')6- KV :QO:
�  <" #*%56-"< ,#A# / *2( %5 KT :SO ) KT :QO $ # ',#B) +(20%' (324 2<  <" #*%562<"#'24< : �B #5 9 #H %.'<$ # 8*2 ,#A# / 8)*5%!0 /53 4%E#*# 5%!0 /53 *2( %5 318#*B20%5=6-32 '18< " 2&.'(/ *>+ 753 " #'24 : �1'2 "#'241 .#  )(+!$ #" 0%A/ 8,#. 2.'/ (782?'< @.5328 2.'/ " 24#02()' *>+ - '181 4%.62 '% <%' @ 6# 6'#*7" ">&# 8,% .%"<0)5% 42$ /' K'1=8%567" 8,/6 0)4#" $ .2<  )8,/60)4 *!+2(- (0 1 O ) 6'#*- $ .2<  <" #*%561 (#0" % 2B'/& 9.%"<02()'#0 - : �40%A<$ / .# ')6-  !*261  ) (782?#' / 6)8)5%'< 82 ?/')?# ) .')B%0%'2< :

� )&4! + '953'2 " #'24 $ # (/5# ?% " - 9 (324 ! 8*2 *>+ - 6)'#U2*%#  023 :
G,#4 (0).' / '(2*B2< ( /5#.02&62(-32 6�4< $ .#" .# +)B7()0 .%"<0)5/ ?).2(9 +!(%.=0753 $ #4 2.02&62(753 "24#0> 3(9+4 -32 (9'*< : �#4 2.02&62(7" % .%"<0)5#" % $ .#" .#+)B7()0 +# 4(2< 4>(24> : G*( /" 4>(24#" $ # @ &# "23< $ #4 2.02&62(- .%"<0)5# 8 2<&/'
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$ )62 (324 7 .*2( !()5/ '#.' 8*2 (/5#.02&62(- .%"<0)5# ) 4!0# @ &# 0+#  ) $ #4 2.02&62=(753 .%"<0)5/53 0-8 # 82 5328%' ) 2B$ ). %'  96'#*!  .6)0/ ) 8*2B0-"1@ 6'#*7" $ # ',#B).# (# (/5#.02&62(753 3(9+4 753 (9'*#53 (13 2<' : � '9"'2 .%"<0)5/" $ .#" 82<&%0 6�4
�� �� @ (#,#$  9 42.'<8 7  ) )4*#.# K�#04" #%#* @ Q11LO : �#4 ! .# 2 314*241 )" %567 6�482<&/()$ /5/ 6 ,#A# / S=J 314*241 )" %56753 *2( %5 $ #4 2.02&62(-32 %4#!0 /32 801 <D<0#*2(2 .53-" ) . R) �##*2(2< " #'242< 8*2 .8 2$ 2(! / '26< : J#')%0 / 8 28%. '232'2 <"#*%56-32 .53-" )'< $ # ( 2B#5 - *2(% 9 .324 7 . 828%.#" 8*2 (/5#.02&62(- .%"<0)5# @) 0+# $ #$  )0-+' (  !.0#4<$ /5/ 6)8%'20# :

�).2(9 +!( %.07" % .%"<0)5#" %  #.')B%0%' $ #4 2.02&62(-32 3(9+4 -32 (9'*< .# +)B7=()0% (#0" % 4#')%0 9 ��256% #' )0 : KSN!!O ) �#04" #%#* KSNNTO : �#$ %53 .%"<0)5# 8 2'(*4%01#H %.'# 5% .%0 9  #.')B%0 /32 3(9+4 -32 (9'*< U# #*<$ /5/32 *!+2(- ( 0 1: I '#*)65# '953'2*!+2(753 (0 . 2620 /" ")'#*%!0#" ) " #+% .#B 2< (#4# 6# .'*<6'<*2() -"< 3(9+4 -"<(9'*< : G*2 .%"<0)5#  #.')B%0%' $ # (A)6 ',#B) 82<&/' $ % 7 '()* +!,%(- ./01@  #& $ #4 24<537(+')3 KL :SQO 24(2+# 7 +) 8,#48260)4< 80)' 2.'% F2B 20#(2(1 )8*2H %" )5# : �#4 2.02&=62(- .%"<0)5#  #.')B%0%' ( ?)*)" % ,/+# -" 3(9+4 -" (9'*<  %5" - 9 8,#.)3<$ / *!" #54%.#*')? / 8*!5# @ 0+# 82<+# 246!+)'  ) $ %& 5%'2() - 8*!5# ��2 56% #' )0 : KSN!!O ) �#04=" #%#* KSNNTO :
� 	� 	�
 ������ ������ � ���
�#4 2.02&62(- "24#01 +)02&# -  ) $ #4 24<53-" '()*< +!,%(- ./01 KL :SQO (#42< (# (9'=A% 9 8,/8)4> � ) ; 3(9+4 6 ��� '18< ,#A# / : F)"2' ! 62 (#*U# 5# 6 ��� ,#A# / @*#8*#+# '<$ /5/32 <*?%'7 '18 )'*)6'2*< @ $ # + !+2* 9 )  ) 2B*!+6< KT :SO: G*2 (782?#'$ .#" 82<&%0 8)*)" #'*1 2482(/4)$ /5/ 3(9+49

κ
�). K(%+ ')B<06) P :QO : �!,%(! ./0) B1 0)(182?/'! ) 8240# (+2*5# KL :PLO@ (# 6'#*-" $ # +)3* <' %2 %+)? / 62*#6? / E)6'2* )62*#65#  ) 62 #? 7 4%.6 3(9+41: G*2 .%"<0)5% $ .#" 82<&%0 N11 8*2.'2*2(753 B24> *2(= 2"9* 9 8 26*7()$ /5/53 2B0).'

5R∗

K3(9+4 753 8202" 9*>O .# +(20# 7" �2<*) '2(7"?/.0#"
ccfl = 0.4

:�) 82(A%" <'/ .'2$ / (+ %6 *!+2(- (0 1@ ?).'7 $ #( ( 8,/8)49 .%"<0)5# .')5%2 !*= /32 ,#A# / 82"25/ ?).2(9 +!(%.0-32 6�4< @ 8 26<4 +(20/" # 82?!'#? / 8 24" / 61@ 6'#*-8,/0%A  #2482( /4)$ / .')5%2 !* /"< ,#A# / K.*2( #$ 2B* : T :S ) 2B* : T :QO : G,% 8,#5324<+ 82 ?!'#? /53 824" / #6 42 .')5%2 !* /32 ,#A# / (+ %6! *!+2(! ( 0 ) @ 8 2 $ #$ /" 24#+ 9 /3(9+4 7 (/'* 8 26*)?<$ # ( 8,#5324<  ) ��� ,#A# / .82$ %'9 : G2 .62 ?# / .%"<0)5# " 24#=02() - ,#A# / (9* 9 62*#.8 2 4<$ # . ��� ,#A# /" K(%+ 2B* : T :SO : R *!" 5% .*2( !()5/32'#.'< $ .#" +(20%0 $ % - 82 ?)'#? / 824" / 61@ 6'#*- 0-8 # 2482(/4)01 .')5%2 !* /"< ���,#A# / : �2 6*-' 9 $ )62 82 ?!'#? / 824" / 6< 8*2 *15302.' $ .#" +(20%0
β
=+!62 . (20B2<

β = 1/2
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  %62(! *15302.' (9'*<

vr < vesc

@ 8,%?#" &   %62(! *15302.' 24 3(9+41 $ # 4#0 2(! )(+')3#"
vesc(r) =

√

2(1− Γe)GM∗

r
.

KT :LO
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r > 1.2 R∗

K3(9+4 753 8202" 9*>O $ .#" <"90#(1 <02()0 +!,%(2< ./0< : R+4!0# 2.' B10) +(20# ) ')6 @ )B1 3"2') ( '-'2 (+4!0# 2.'% B1 0).'!0# U*)( %')? 9 (!+) ! 6# 3(9+49 : �6*)$ 2(- 8 24" / 61 62*#.82 42()01 . 62 0U<*)5/53)*)6'#*%.'%6 @ '#41  ) ( %', /" 26*)$ % $ .#" +)0H2()0 3<.'2'<
ρ

) #H'*)8 202()0 '26
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√
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√
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√
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√
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ṀCAK

$ # .82?'# ) 82"25/ (+2*5# KV :Q1O : G2'- $ .2< <*?# 14)0A/ (#0%?% 1 +# +)4) 753  4)$ > @ 6'#*- $ .2<  #+B1' - 8*2 (782?#' � 3(9+4 ! 0<" % 2.%')
L∗

@ *15302.' +(<6< 80)."1 $ )62 5#06<
a
@ '#8 #0 ! *15302.' (24/62(753 )'2">

vth

@ D4=4% U'2 >( E)6'2*
Γe

) 62 .') ') 8*2 +!,%(2< ./0<
radc

: �2 .') '2<
radc

$ ." # ( 6�4<2+ )?%0% (7*)+ .02&# 7 + 62 .') '
radc = L∗

κref
e

4πc
k

(
vth

σe

)α

.
KP :QLO

R.'<8 /  4)$ # ) +!*2(9�  2*" )0%+)? / E)6'2*1 $ .2< .3* <'1 ( .2<B2*< �3#)4#* :4)' �:
XYZ [\ZY ]^_ `a^ \ bc de a f\[agh f fijkZ ��



� �� � ������� ���� �� ��

VSTUPŃI PARAMETRY

ENDDO

van Leerova advekce van Leerova advekce

gradient tlaku

dynamické ťreńı

gravitace
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dynamické ťreńı
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gradient tlaku
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umělá viskozita umělá viskozita

ρp ρi
ρpvr,p ρivr,i

t < tend
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R+')3 "#+% 6)*'-+.67" % .2<,)4 %5#" % ) .E-*%567" % .2<,)4 %5#" %
x = r cos φ sin θ,

K� :SO
y = r sin φ cos θ,

K� :QO
z = r cos θ.

K� :LO
�#4 2'0%(- (#6'2*1 (# ." 9*< .2<,)4 753 2.

r̂ =





cos φ sin θ
sin φ sin θ

cos θ



 φ̂ =





− sin φ
cos φ

0



 θ̂ =





cos φ cos θ
sin φ cos θ
− sin θ



 .
K� :VO

�8 #*!'2*  )B0)
∇r,θ,φ =

(
∂

∂r
,
1

r

∂

∂θ
,

1

r sin θ

∂

∂φ

)

.
K� :TO

�8 #*!'2* *2')5#

rot
�

=

(
1

tan θ
v +

1

r

∂v

∂θ
− 1

r sin θ

∂w

∂φ
,

1

sin θ

∂u

∂φ
− v

r
− ∂v

∂r
,
w

r
+

∂w

∂r
− 1

r

∂u

∂θ

)

.
K� :MO

�8 #*!'2* 4%(#*U# 5#

divr,ϕ,θ (
�
) =

1

r2

∂

∂r
(r2u) +

1

r sin θ

∂v

∂φ
+

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θw).

K� :PO
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.∇(

�
.�)

� !.0#4<$ /5/ 8 2.'<8 24(2+# / $ # +8*)52(! 8240# �2 % H KSNNQO : R +)(#4# -" + )=?# / 8240# �2 % H KSNNQO ">&#"# 8*2 *15302.' 8.!'
�

= vrr̂ + vφφ̂ + vθ θ̂

) 8240# 2B*!+6< P :M ">&#"# 8.!' 8*2 $ #4 2'62(7 (#6'2* (# ." 9*< +!,# / �

�
=





cos Ψ sin Λ
sin Ψ sinΛ

cos Λ



 .
K; :SO

G*2$ #65# *15302.'% (# ." 9*< +!,# / $ # 4! ) .6)0!* /" .2<?% #"
�
.
�

= vr(
�
.r̂) + vφ(

�
.φ̂) + vθ(

�
.θ̂),

64# 8*2 $ #4 2'0%(- .6!0)* / .2<?% 1 80)'/
(
�
.r̂) = cos Ψ sinΛ cosφ sin θ + sin Ψ sin Λ sin φ sin θ + cos θ cos Λ =

K; :Q)O
= sin Λ sin θ cos(Ψ− φ),

(
�
.φ̂) = − cos Ψ sin Λ sinφ + sin Ψ sin Λ cosφ =

K; :QBO
sin Λ sinΛ sin (Ψ− φ),

(
�
.θ̂) = cos Ψ sin Λ cosφ cos θ + sin Ψ sinΛ sin φ cos θ − sin θ cos λ =

K; :Q5O
sin Λ cos θ cos (Ψ− φ)− sin θ cos Λ

) 8,%  8*)(9 $ ." # 82<&%01 .2<?'2(- (+2*5#
sin (α± β) = sin α cos β ± cos α sin β,

cos (α± β) = cos α cos β ∓ sin α sin β.
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z

φ

λ

x

y

rθ

~s

Ψ

�B*!+#6 ; :S � R+')& 7 .1.'-" 82<&%'7 8,% 24(2+# / (+')3< �
.∇(
�
.
�
)
: F2<,)4 %5#

r, θ, φ$ .2< B9& - .E-*%56- .2<,)4 %5# @ <4!()$ /5/ 8 2023< B24< ( 8*2.'2*< : �#4 2'62(7 (#6'2*
� <*?<$ # ." 9* 6 82+2*2()'#0% ) $ # 4!  301

λ, Ψ
: F2<,)4 ! .2<.')() B10) 8,#(+)')+ 8*!5# �2 % H KSNNQO

F 82<&%'/" K; :QO *2+#8/A#" # 8*2$ #65% *15302.'%

�
.
�

= vr sin Λ sin θ cos (Ψ− φ) + vr cos Λ cos θ + vφ sin Λ sin (Ψ− φ)+
K; :LO

+vθ sin Λ cos θ cos (Ψ− φ)− vθ sin θ cos Λ,

8*2 U*)4%# ' 8*2$ #65# *15302.'% 2B #5 9 80)'/ K( %+ K� :TOO

∇r,θ,φ(
� �

).
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W2+#8.! 2 42 $ #4 2'0%(753 .02&#6
∂(
� �

)

∂r
=

∂vr

∂r
sin Λ sin θ cos (Ψ− φ) +

∂vr

∂r
cos Λ cos θ+

+
∂vφ

∂r
sin Λ sin (Ψ− φ) +

∂vθ

∂r
sin Λ cos θ cos (Ψ− φ)−

−∂vθ

∂r
sin θ cos Λ

K; :V)O
∂(
�
.
�
)

∂φ
=

∂vr

∂φ
sin Λ sin θ cos (Ψ− φ)+

+vr sin Λ sin θ sin (Ψ− φ) +
∂vφ

∂φ
sin Λ sin (Ψ− φ)− vφ sin Λ cos (Ψ− φ)+

+
∂v

∂φ
sin Λ cos θ cos (Ψ− φ) + vθ sin Λ cos θ sin (Ψ− φ)− ∂vθ

∂φ
sin θ cos Λ+

+
∂vr

∂φ
cos Λ cos θ

K; :VBO
∂(
�
.
�
)

∂θ)
=

∂vr

∂θ
sin Λ sin θ cos (Ψ− φ)+

+vr sin Λ cos θ cos (Ψ− φ) +
∂vr

∂θ
cos Λcos θ − vr cos Λ sin θ+

∂vφ

∂θ
sin Λ sin (Ψ− φ) +

∂vθ

∂θ
sin θ cos Λ− vθ cos θ cos Λ

K; :V5O

G2<&%$ #" # .'#$  - + )?# / $ )62 ( �2 % H KSNNQO @�<B!' KQ11TO
a1 = sin Λ sin θ cos (Ψ− φ) + cos Λ cos θ

K; :T)O
a2 = sin Λ cos θ cos (Ψ− φ)− cos Λ sin θ

K; :TBO
a3 = sin Λ sin (Ψ− φ)

K; :T5O
a4 = − sin Λ cos (Ψ− φ)

K; :T4O
) 8,#8/A#" # (7*)+1 K; :VO 42 (#6'2*2(-32 (7*)+<

∇r,φ,θ(
�
.
�
) =

K; :M)O
(

∂vr

∂r
a1 +

∂vφ

∂r
a3 +

∂vθ

∂r
a2 ,

1

r

[
∂vr

∂θ
a1 +

∂vφ

∂θ
a3 +

∂vθ

∂θ
a2 + vra2 − vθa1

]

,

1

r sin θ

[
∂vr

∂φ
a1 +

∂vφ

∂φ
a2 +

∂vθ

∂φ
a2 + vr sin θa3 + vφa4 + vθ cos θa3

])

�1 / <& +B7(! $ # 2" 8*2(-.' 8*2$ #65% (#6'2*< K; :P)O (# ." 9*< +!,# / @ '#41 �
.∇� .� @
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6'#*2< 8*2(#4#" ) )02U%561 . 8,#4532+/" 82.'<8 #"
�
.∇� .� =

[
∂vr

∂r
a1 +

∂vφ

∂r
+

∂vθ

∂r
a2

]

(sin Λ sin θ cos (Ψ− φ) + cos Λ cos θ)
K; :P)O

+
1

r

[
∂vr

∂θ
a1 +

∂vφ

∂θ
a3 +

∂vθ

∂θ
a2 + vra2 − vθa1

]

.
K; :PBO

. sin Λ sin (Ψ− φ) +
1

r sin θ

[
∂vr

∂φ
a1 +

∂vφ

∂φ
a3 +

∂vθ

∂φ
a2 + vra3 sin θ+

K; :P5O
vφa4 + vθa3 cos θ] .(sin Λ cos θ cos (Ψ− φ)− sin θ cos Λ)

K; :P4O
.#.6<8 # /" $ #4 2'0%(753 ?0# > 0+# (7*)+ K; :PO +$ #4 24<A%'

�
.∇� .� =

∂vr

∂r
a1

2 +

(
1

r

∂vθ

∂θ
+

vr

r

)

a2
2 +

(
1

r sin θ

∂φ

∂φ
+

K; :!O
(

. +
vr

r
+

vθ

r
cot θ

)

a3
2 +

(
∂vθ

∂r
+

1

r

∂vr

∂θ
− vθ

r

)

a1a2+

+

(
∂vφ

∂r
+

1

r sin θ

∂vr

∂φ

)

a1a3 +

(
1

r

∂vφ

∂θ
+

1

r sin θ

∂vθ

∂φ

)

a2a3+

+
vφ

r sin θ
a3a4

52& $ # (7.0#4 7 2B#5 7 (7*)+ 8*2 8*2$ #65% U*)4%# '< 8*2$ #65# *15302.'% '26< 3"2'1(# ." 9*< +!,# / :
�� �� �� 

 	 ��	���
 ��	�
�
� 
 	���
� �

.∇�
.�

� �� �� �� � ���� ����� � ���� � ��� �� �� � ������� ����� �

R 8,/8)49 )8*2H %" )5# B242(- 3(9+41 <()&<$ #" # 82<+# *)4%!0 / 8)8*.61 +!,# / : G*2.E-*%561 .1" #'*%567 (/'* ')6 8*2 $ #4 2'0%(-  301 + 2B*!+6< 80)'/
Ψ = φ θ = Λ

)  !.0#4 9 ')6- 8*2 62#05%# '1 K; :TO
a1 = 1 a2 = 0 a3 = 0 a4 = − sin θ

K; :NO
42.)+# /" K; :NO 42 K; :!O 42.'!(!"# ')6 (7.0#4 7 (+')3

�
.∇� .� =

∂vr

∂r

K; :S1O
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� �� �� �� � ���� ����� � ���� � ����� �� �� � ������� ����� �
R '-'2 )8*2H %" )5% 801 # 8*2 $ #4 2'0%(-  301

Ψ, φ
)

λ

Ψ = φ λ =
π

2289'2( 9 8*2 62 #05%# '1 K; :TO
a1 = sin θ a2 = cos θ a3 = 0 a4 = 0

K; :SSO
) ) )02U%561 42.)+# /" K; :SSO 42 K; :!O

�
.∇� .� = sin θ2∂vr

∂r
+ cos θ2 vr

r
.

K; :SQO
J#0 <$ #" # 8*2"9  2<

µ

µ = cos
π

2
− θ.

K; :SLO
F 82"25/ 8*2" 9  - K; :SLO ">&#"# 8,#8.)' (7*)+ K; :SQO 8*2 *)4%!0 / '26 )  #*)4%!0 /8)8*.61  ) 62 #? 7 '()*

�
.∇� .� = µ2∂vr

∂r
+ (1− µ2)

vr

r
.

K; :SVO
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� !.0#4<$ /5/ 8).!& B10) +8*)52(! ) 8240# 8*!5# K� *) " #* @ SNNMO 8*2 (20B< *2( 2"9* 9$ ). -32 4%.6< : � #$ 8*(# % '# +%'< 62 '% <) 24 82(*53< 3(9+41 ( B249
r, θ, φ

(1$ !4,/" #82"25/ E< 65# 26*)$ 2(-32 +'#" 9 /
D(ν, r)

L∗

4πR∗

D(µ, r),
K� :SO

8*2 (1$ !4,# / E< 65# 26*)$ 2(-32 +'9" 9 / (1<&%$ #" # )8*2H %" )5# *2( 2"9* 9 $ ). -324%.6< : �) 620%6 ')'2 (20B) 82+ )" # ! (7.0#4 7 (782?#' $ # <(#4# 2 ( 4%.6<+%  ) 62 5%'-'2 6)8%'201: G*2 *2( 2" 9* 9 $ ). 7 4%.6 " ! E< 65# 26*)$ 2(-32 +'#" 9 / '()*
D(ν, r)

{
0, −1 ≤ µ < µ∗
1
π

µ∗ < µ < 1,

K� :QO
64# 62 .') ') 1

π

B10) (1B*! ) ')6 @ )B1532" 42.')0% 8 2  302(- % '#U*)5% .'#$  7 '26$ )62 ( 8,/8)49 B242(- )8*2H %" )5#
L∗

4πr2
=

L∗

4ΠR2
∗

2π

∫ 1

µ∗

Dµdµ ⇒ D =
1

π
.

�!,%(! ./0) 8*2 5#07 .2<B2* .8 #6'*!0 /53 ?)* " ! '()*
gc
rad =

1− α

Γ(α)

κ0vth

c

1

c
2π

L∗

4πR2
∗

1

(ρvth)α

∫ 1

−1

D(ν, r)

[

µ2∂vr

∂r
+ (1− µ2)

vr

r

]α

µdµ.
K� :LO

G2" 9* " #+% '2<'2 +2B #5 9 2< +!,%(2< .%02< 8*2  #*)4%!0 / 8)8*.#6 ) +!,%(2< .%02<( )8*2H %" )5% B 242(- 3(9+41 $ # 4! 
K =

gKD
rad

gBA
rad

=
2πr2

R2
∗

∂vr

∂r

α ∫ 1

−1

D(µ, r)

[

µ2∂vr

∂r
+ (1− µ2)

vr

r

]α

νdν,
K� :VO

XYZ [\ZY ]^_ `a^ \ bc de a f\[agh f fijkZ ���



���

8*2 4)0A/ 8 2.'<8 K� :V O 82<&%$ #" # (7*)+ 8*2 02U)*%'" %562< 4#*%()5% $ )62 8*2"9  2<

σ =
∂ ln vr

∂ ln r
− 1 =

r

vr

∂vr

∂r
− 1.

K� :TO

G2"25/  / . )4 2 <8*)(/" # (7*)+
[

µ2∂vr

∂r
+ (1− µ2)

vr

r

]

=
vr

r

[

µ2(
r

vr

∂vr

∂r
− 1) + 1

]

=
K� :MO

=
vr

r

∂vr∂r

∂vr∂r

[

µ2(
r

vr

∂vr

∂r
− 1) + 1

]

=
(1 + σµ2)

σ + 1

∂vr

∂r
,

K� :PO
')6&# 8*2 K� :V O

K =
2π

1− µ∗
2

1

(∂vr∂r)

α ∫ 1

−1

D

[
(1 + σµ2)

σ + 1

∂vr

∂r

]α

µdµ =
K� :!O

=
1

(σ + 1)α

2π

(1− µ∗
2)

1

π

∫ 1

µ∗

(1 + σµ2)αµdµ.
K� :NO

I '#U*!0 (# (7*)+< K� :NO 0+# $ #4 24<A# .8 2?/')' 82"25/ .<B.'%'<5#
∫ 1

µ∗

(1 + σµ2)αµdµ =

∣
∣
∣
∣

t = (µ2σ + 1) t+ = 1 + σ
dt = 2µσdµ t− = µ∗

2σ + 1

K� :S1O
)  !.0#4 2< % '#U*)5/ 42.'!(!" # (7.0#4 7 (7*)+ 8*2 62*#6? / E)6'2* +)3* <$ /5/ ( .2B 9(0%( 62 #? -32 4%.6< 3(9+41

π

(σ + 1)α(1− µ∗
2)

1

πσ

∫ t+

t−

tαdt =
(1 + σ)α+1 − (1 + σµ∗

2)α+1

σ(σ + 1)α(1− µ∗
2)(α + 1)

.
K� :SSO
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Ai · · · ��F���, ������! �!J� ���� 
Ap · · · ��F���, ������! �!J� ������
a · · · ���J���� ����� � �����
ai · · · ���J���� ����� �������* ,�,�J ���� 
ap · · · ���J���� ����� ������, ������
a1, b1, c1 · · · ����� ���� � ������� ���JXJ� F!��
c · · · ���J���� ������
e · · · �!��* ���������
fion · · · �����E�, ������ �� ����E�I ����
ffin · · · �����E�, ������ ��� ��������
G(x) · · · NJ��������J����� ������
G · · · 
������E�, ���������
�
∗ · · · ������ 
������E�,J� ����J���,

gef · · · ��������, 
��������
�

rad · · · ������ �!F��XJ� ����J���,
gK
rad · · · ����!��, ���+�� �!F��XJ� ����J���, ��� ��� ���� � ��������

gC
rad · · · ����!��, ���+�� �!F��XJ� ����J���, ��� ��� ���� � E��!�J

H · · · �������� �����
Iν · · · �����J��������! ���������
kpi · · · ���`����� ����� ���XJ� �F��,
kB · · · "����� ������ ���������
L∗ · · · �� ,������ J�����
L� · · · �� ,������ b�����
Ṁ · · · ���J���� ���!�� J���� ��� NV� F�G��,
ṀCAK · · · ���J���� ���!�� J����
M∗ · · · J������� J�����
M� · · · J������� b�����
mH · · · J������� ����� ���,��
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N · · · ��E�� �� ����!�� ,�J E��
� · · · * ��������I ������ �� �� ��� G,F��, �!F��,
n · · · E,����! J������ E!���� � �����
ni · · · E,����! J������ �������* ,�,�J ���� 
np · · · E,����! J������ ������, ������
ne · · · E,����! J������ �������� � �����
p · · · ���� �����
R∗ · · · ����� �� J�����
R� · · · ����� �� b�����
r · · · ���!������ �� J�����
rc · · · ���!������ �������XJ� ���� �� J�����
Teff · · · ��������, �������
U · · · ����F�, ����
�� �����
� · · · ������ ���J�����
vth · · · ��� ���! ���J���� ���� 
vth,p · · · ��� ���! ���J���� ������ 
vx · · · i���! ���+�� ���J�����
vy · · · ����! ���+�� ���J�����
vz · · · ����! ���+�� ���J�����
vr · · · ����!�� , ���+�� ���J�����
vr,0 · · · ����!�� , ������G��! ���+�� ���J�����
vr,p · · · ����!�� , ���+�� ���J����� ��� ������, ������
vr,i · · · ����!�� , ���+�� ���J����� ��� �����
vθ · · · �

J���! ���+�� ���J����� ��� ���F������
θ

vθ,i · · · �
J���! ���+�� ���J����� �������* ,�,�J ���� ��� ���F������

θ
vθ,p · · · �

J���! ���+�� ���J����� ������, ������ ��� ���F������
θ

vφ · · · �
J���! ���+�� ���J����� ��� ���F������

φ
Zi · · · �!��* �������* ,�,�J ���� � * ������!�J ���������
Zp · · · �!��* ������, ������ � * ������!�J ���������
Z · · · J��������, ���������, ��+�I�J ���� 
X · · · J��������, ���������, ���,��
xpi · · · ��������, �������! ���J���� ���� 
h (	cd
Y · · · J��������, ���������, JX���
W · · · 
���������I ������E�, ������
α, k, δ · · · NV� ���������
Γ(x) · · · ����� ������
Γe · · · H����
��� � ������
∆ν · · · �����������! G,F��
δ(x) · · · Y������� ����� ������
δvx · · · ���������� i���X ���+�� ���J�����
δvy · · · ���������� ����X ���+�� ���J�����
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δvz · · · ���������� ����X ���+�� ���J�����
δvr · · · ���������� ���J�����
δρ · · · ���������� J������
η · · · G�!�����, ������
κref

e · · · �������E�, J������ ������� ��� UJ�� ��� � �������
κν · · · �����J��������I J��������, �i����E�, �� �`�����
κe · · · ������� ��� UJ�� ��� � �������
ln Λ · · · N������ � ��
�������
µ · · · �� ����I ����� �
µm · · · ��F���, � ��������! J������� � �����
ν · · · ��������� �!F��,
ν0 · · · ��������� ��F��� �� ����!��, E!��
Φ(x) · · · H���� ������
φ(x) · · · ������ ���` �� E!��
ρ · · · J������ �����
σν · · · �E���I �� F��
σe · · · �E���I �� F�� ��� UJ�� ��� � �������
χν · · · �����J��������I �i����E�, �� �`�����
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	&&	d % � ( fcf (

6U�+J:,; � C � / %,>>1;7991 � C � H=�������� ���� ���� ����� ������ �������
 �����
��� �� ��� �������� ���`������ �� �J� ������� M ��� ( �� � � ����� �������  �!�"��
$ V' 
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