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Véda se nesnazi o vysvétleni, stéZi se pokouSi interpretovat,

prevazné sestavuje modely. Modelem se mysli matematicky konstrukt,
ktery spolu s jistou verbdlni interpretaci popisuje pozorované jevy.
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Ze se od n&j olekadva, Ze bude fungovat.
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Abstrakt

V disertac¢ni praci jsem se zaméfil na studium c¢asového prubéhu hydrodynamic-
kych procest ve hvézdném vétru horkych hvézd. Hvézdny vitr horkych hvézd je urych-
lovan ptevazné diky interakci zafeni vychéazejiciho z hvézdy s resonan¢nimi ¢arami
iontu C, N, O, Fe obsaZzenych ve hvézdném vétru. Tuto interakci lze popsat pomoci
zéfivého zrychleni. Za predpokladu bodové hvézdy a platnosti Sobolevovy aproxi-
mace byl vypocet zafivého zrychleni v CAK teorii vyrazné zjednoduSen. S pouZzitim
zjednoduseného vyrazu pro zafivé zrychleni prevzatého z CAK teorie jsem aplikoval
jednoslozkovy hydrodynamicky kod p¥i numerické simulaci hvézdného vétru horkych
hvézd. Nejprve jsem analyzoval vznik razové viny, ktera se ve vétru vytvorila béhem
prechodu z pocateénich podminek k CAK feSeni a jeji vliv na konvergenci CAK fe-
Seni. Dale jsem zkoumal ptipad pulsujicich obalek, které se okolo hvézdy tvoii, pokud
zativou silu ve vzdalenosti, kde je hmota stale gravitacné vazana ke hvézdé, polozime
rovnu nule. Hmota je v daném misté vazana ke hvézdé, pokud je lokalni rychlost mensi
nez rychlost inikova. Pfi tomto procesu se generuji pravidelné pulsujici obalky.

Prepoklad jednoslozkového hvézdného vétru, ktery byl také pouzit v CAK teorii, je
pouzitelny pro vétsinu horkych hvézd spektralniho typu O a B. Ale pro hvézdy s malo
hustym hvézdnym vétrem je potieba detailni popis interakce, ve kterém zaieni ptisobi
pouze na absorbujici ionty a elektrony, které potom predavaji ¢ast své hybnosti diky
Coulombickym srazkdm pasivni plazmé. Dynamicky efekt téchto Coulombickych sra-
Zek na plasmu je popsan dynamickym t¥enim. Vyvinul jsem metodu pro feSeni ¢asové
zéavislych hydrodynamickych procesi ve viceslozkovém hvézdném vétru. Zapocétenim
dynamického tifeni do hydrodynamickych rovnic se v nich objevuje silné tlumeni, coz
zpusobuje zna¢né numerické potize. Nalezl jsem postup, jak obejit numerické potize
spojené se silnym tlumenim. Aplikoval jsem svou metodu na horké hvézdy s dobie va-
zanym hvézdnym vétrem. Regeni velmi rychle dokonvergovalo z poc¢ateéniho odhadu
k FeSeni, které korespondovalo s predpokladanym CAK feSenim. Tento vysledek jsem
provéril na ¢tyfech riznych hvézdach.



Za urcitych podminek, prevazné nizké hustoty hvézdného vétru, prestavaji byt
Coulombické srazky dostateéné efektivni, pifenos hybnosti mezi absorbujicimi ionty
a pasivni plazmou se pferusi a dojde k oddéleni obou slozek. Absorbujici ionty jsou
v takovém piipadé silné urychlovany zafivou silou, zatimco pasivni plazma je zpo-
malovana gravitacni silou. V tomto p¥ipadé provedené numerické simulace potvrdily
pritomonost silné nestability, generované p¥i oddélovani obou slozek.



Dissertation Abstract

I focused on the hydrodynamical simulation of radiatively driven stellar wind
from hot stars. Stellar wind from hot stars is mainly accelerated by the interaction of
ultraviolet photospheric radiation with the resonance lines of ions, such as C, N, O, Fe.
This interaction is described by radiative acceleration. Assuming a point source and
a one-component flow, the calculation of radiative acceleration was greatly simplified
in the Castor, Abbott, and Klein (CAK) theory. By including radiative acceleration,
I used a hydrodynamical code to simulate the CAK solution for a one component
stellar wind. I analyzed the generation of a shockwave during the calculation and its
influence on the CAK solution. I also analyzed a pulsating shell, which may occur,
when we artificially switch off the radiative acceleration at a distance, where the
local velocity is lower than the escape velocity. This process generates a periodically
pulsating shell.

The assumption of a one-component flow used by the CAK theory is acceptable
for most cases of stellar winds from O stars and hot B stars. But for stars with a
low density wind it is necessary to use a detailed description of momentum transfer.
Radiation is acting on absorbing ions and electrons only, and these particles share
momentum through Coulomb collisions with the remaining passive part of the plasma
(namely protons). The dynamical effect of Coulomb collisions on plasma is well descri-
bed by dynamical friction. I developed a method for time-dependent hydrodynamical
simulations of a multicomponent stellar wind. With the presence of dynamical friction,
hydrodynamical equations are very stiff. I developed a method how to solve numerical
difficulties due to the stiffness of the equations. I applied my code to hot stars with
well-coupled stellar wind. The solution quickly evolves from an initial estimate to a
solution, which corresponds to the CAK solution. I checked this result using our code
for four different stars. Under certain conditions, namely a low wind density, Coulomb
interactions are so small that they stop the momentum transfer between the passive
bulk of plasma and absorbing ions and as a result, the wind components decouple at a
certain point. From this point, called the decoupling radius, absorbing ions are highly
accelerated by the radiative force, while passive plasma is decelerated by gravity. For
this case I verified a theoretical prediction about strong decoupling instability, which
occurs when one simulates this low density wind.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Proc¢ horké hvézdy

V této kratké pasdzi nastinim zaméreni disertacni prace a duvody, které mé vedly
ke zvoleni tohoto tématu. V nésledujicich pasazich je potom tato motivace podrobné
rozpracovana i s uvedenim patfi¢nych odkazii a rozsifena o stru¢né shrnuti vysledki
dosazenych do této doby.

Jak nazev prace napovida, diserta¢ni prace se zabyva hydrodynamickym modelo-
vanim obélek hvézd horkych hvézd. Horké hvézdy, zejména hvézdy spektralni ti¥idy
O a B, byly dlouho dobu na okraji zajmu teoretickych studii v porovnéni s ostatnimi
spektralnimi t¥idami. A to i pFes to (nebo spiSe pravé proto), Ze svymi fyzikalnimi pa-
rametry piredstavovaly mezi hvézdami extrémni objekty. Teprve s objevem existence
silného hvézdného vétru nastal rozmach védeckého zdjmu o tyto hvézdy. Ukazalo
se, ze horké hvézdy uvolnuji diky intenzivnimu hvézdnému vétru do mezihvézdného
prostoru velké mnozstvi hmoty. Tento piispévek do mezihvézdné hmoty je natolik
podstatny, ze vyznamnym zpusobem ovliviiuje mezihvézdny prostor a tvorbu dalsich
hvézd ¢i hvézdnych celki.

Teoretické prace se nejprve zabyvaly samotnou podstatou hnacitho mechanismu
hvézdného vétru, ktery by vysvétlil pozorovanou rychlost ztraty hmoty. Mechanismus
koronalniho vétru, dobte fungujici naptiklad u naseho Slunce, u horkych hvézd neni
mozny diky neexistenci korény. Zjistilo se, Ze hnacim mechanismem v ptipadé hvézd-
ného vétru horkych hvézd je samotné zareni. Fotony interagujici s hmotou mohou na
Castice prenaset svoji hybnost. Fyzikalné je cely proces popsan rovnici pfenosu zé-
feni a jejimy momenty. Vyzkum horkych hvézd tak vyznamné piispél k rozvoji teorie
prenosu zareni véetné numerickych metod feSeni rovnice pfenosu zafeni.

Ptes extrémni sloZitost problému, spocivajici v souc¢asném feSeni rovnic popisuji-
cich interakci hmoty se zafenim a hydrodynamickych rovnic, se podarilo s pouzitim
aproximativnich p¥istupi sestavit zjednoduSeny hydrodynamicky popis s pfibliznym
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1.1. PROC HORKE HVEZDY 12

vypoctem zafivé sily urcéujici mnozstvi prenesené hybnosti. Tento model umoznil ana-
lytické feSeni hydrodynamickych rovnic, pficemz predpovézené charakteristiky hvézd-
ného vétru, jako mnozstvi uvolnéné hmoty za jednotku ¢asu ¢i rychlost urychlovaného
materialu, obstaly v konfrontaci s pozorovanymi daty. Jednoduchy popis je stale hojné
pouzivan v riznych modifikacich v mnoha sou¢asnych modelech, a to pravé pro svou
jednoduchost, kterd umoziuje obejit vypocetni naroc¢nost problému.

I kdyz béhem poslednich triceti let bylo dosazeno obrovského pokroku v teorii
horkych hvézd, ukazuje se, Ze nase chapani a popis hvézdného hvétru horkych hvézd
je zna¢né netplny. S mnozstvim teoretickych praci i pozorovani zamérenych na horké
hvézdy se objevilo mnoho doposud nevysvétlenych fakt. Napiiklad jeden z nejdulezi-
téjsich parametri — rychlost ztraty hmoty — stale neni v dobrém souladu s teoretickymi
predpovédmi. Navic se ukazuje, Ze vyznamnou roli v tom hraje strukturovanost hvézd-
ného vétru, o které se myslelo, Ze je vysvétlitelna generovanim nestabilit ve hvézdném
vétru. Nicméné tento scénéar nesouhlasi zcela s pozorovanim. Zatimco model piedpo-
vida vznik struktur ve vétSich vzdalenostech od hvézdy, pozorovani implikuji vznik
téchto struktur velmi blizko hvézdy, ne-li pfimo ve fotosfére.

V praci jsem se zaméril na studium casové zavislych hydrodynamickych procesi
ve hvézdném vétru a to predevsim s pouzitim viceslozkového popisu plazmatu. Pravé
Casové zavislé modely mohou odhalit ¢i pifipadné osvétlit jevy, které ovliviiuji struk-
turovanost hvézdného vétru, zpusob, jakym k témto jevim dochézi, a urcit ¢asovou
skalu téchto jevi. A nejenom to, mnoho z téchto hvézd vykazuje urcity zptisob promeén-
nosti a ¢asové zavislé modely mohou v omezené mite urcit, jsou-li néjakym zpiisobem
spjaty s hvézdnym vétrem. Navic, viceslozkovy popis hvézdného vétru horkych hvézd
byl studovan doposud pouze ve stacionarnim pripadé a pouze v malém poctu praci.
Mimo jiné také proto, Ze doposud neexistoval ¢asové zavisly viceslozkovy kod, ktery
by umozioval viceslozkové ¢asové zavislé simulace hvézdného vétru horkych hvézd.
Je tfeba poznamenat, 7e pro modelovani slune¢niho vétru a procesi v ném se bézné
pouziva viceslozkovy popis (viz napt. Birk & Otto (1996)), ale fyzikdlni mechanismus,
ktery iniciuje tento typ hvézdného vétru je odlisny od hvézdného vétru horkych hvézd.

Tématicky jsem doktorskou praci rozdélil na t¥i ¢asti

e Studium 1D modelu — V této fazi jsem se zaméril na studium popisu 1D
hvézdného vétru a numerické feSeni hydrodynamickych rovnic. K tomu také
patiilo seznameni se s numerickymi metodami, jejich pouzitim a volba vhodného
hydrodynamického kédu k simulaci hvézdného vétru

e Tvorba vlastniho vicesloZkového kédu — Na zakladé zkuSenosti s jedno-
slozkovymi 1D modely jsem sestavil vlastni hydrodynamicky program k feSeni
viceslozkového modelu

e Studium viceslozkovych 1D modelt — V zavérecné fazi jsem sestaveny
program otestoval a pouzil na rizné typy horkych hvézd

Hydrodynamika obalek horkych hvézd 12



1.2. MOTIVACE STUDIA HORKYCH HVEZD 13

1.2 Motivace studia horkych hvézd

Jak uz bylo psano vyse, horké hvézdy, zejména hvézdy spektralni t¥idy O a B, jsou
vzhledem ke svym fyzikalnim vlastnostem velmi zajimavymi objekty ke studiu. Jejich
vysoké teploty (T = 10000 — 50000 K) spolu s velkou svitivosti (L, ~ 105 — 10°L,)
a velkou ztratou hmoty (M ~ 107'° — 10~5M,, za rok) ¢&ni z t&chto hvézd unikétni
laboratotfe pro studium zarivé hydrodynamiky, védniho oboru zabyvajiciho se stu-
diem hydrodynamickych procesii v médiu, ve kterém dominantni vliv na dynamiku
systému ma interakce zafeni s médiem. Pravé interakce zareni s hmotou hvézdy je
zodpovédné za vznik hvézdného vétru, ktery je urychlovian zafrivou silou natolik, Ze
kone¢na rychlost vétru v, (obdoba asymptotické rychlosti) mize dosdhnout hodnot
az =~ 3000 km /s, coz je zhruba 1% rychlosti svétla. Numerické modelovani hvézdného
vétru, at uz stacionarni ¢i ¢asové zavislé, je nezbytné k pochopeni procesii, které hraji
v dynamice hvézdného vétru klicovou roli. Tim ndm umoziuje porozumét hvézdnému
vyvoji horkych hvézd a jejich unikdtnim vlastnostem.

Nicméné je nutno podotknout, Ze zahrnuti zafivych procesi do hydrodynamickych
vypoctu je velmi obtizné. Pf¥imocara konzistentni metoda spocivajici v sou¢asném fe-
Seni rovnice pfenosu zafeni (popisujici interakei zafeni s hmotou) a hydrodynamickych
rovnic (popisujich makroskopickou dynamiku systému) je v disledku vypodcetni slozi-
tosti obou procesi prozatim nemoznéa. Z téchto divodu je tfeba pro hydrodynamické
ucely zarivou interakci riiznym zpiisobem aproximovat. V priubéhu intenzivniho studia
hvézdného vétru horkych hvézd bylo uveiejnéno hned nékolik sofistikovanych apro-
ximativnich piistupii, které umoziovaly zahrnout zarivou silu do hydrodynamickych
modeli. Jednu z prvnich uvah, Ze hvézdny material okolo horkych hvézd je z hvézdy
urychlovan absorpci a rozptylem zafeni zvefejnil Milne (1926). Nicméné detailni roz-
pracovani této myslenky a zakladni pilite teorie hvézdného vétru byly poloZeny az
v 70. letech minulého stoleti (Lucy & Solomon, 1970; Castor, 1974; Castor et al.,
1975). Na zakladech téchto poznatki dodnes stavi modernéjsi a piesnéjsi metody. Je
vhodné poznamenat, Ze mnohé zavéry z oblasti zafivé hydrodynamiky horkych hvézd
byly pouzity i u jinych astrofyzikalnich objekti, kde se predpoklada vyznamny vliv
zafivé sily na dynamiku toku, zejména akrec¢nich diski kataklyzmickych proménnych
hvézd (Feldmeier & Shlosman, 1999, 2000, 2002 ; Feldmeier et al., 1999) a u aktivnich
jader galaxii a kvazari (Arav & Li, 1994 ; Arav et al., 1994). V §ir§im smyslu hvézdny
vitr horkych hvézd tvofi dalsi fundamentélni typ hvézdného vétru. Podle povahy sily,
ktera priméarné urcuje dynamiku vétru doposud rozliSujeme ¢&tyii typy hvézdnych
vétri. Koronélni hvézdny vitr, jehoz piikladem mize byt sluneéni vitr urychlovany
gradientem tlaku. Velky gradient tlaku vznika v disledku obrovské teploty korony do-
sahujici az ~ 107 K. Dalgim typem hvézdného vétru je hvézdny vitr chladnych hvézd,
ve kterém prachové ¢astice interaguji se zafenim kontinua. Fotony kontinua predavaji

Hydrodynamika obalek horkych hvézd 13



1.3. SOUHRN DOSAVADNICH VYSLEDKU 14

svoji hybnost prachovych ¢asticim, které déle tfenim pfenésSeji hybnost na ostatni
slozky hvézdného vétru — prachem urychleny hvézdny vitr. V piipadé existence sil-
ného magnetického pole se uplatiiuje magnetocentrifugalni hvézdny vitr, jehoz ¢astice
jsou urychlovany interakci s magnetickym polem. Kone¢né poslednim znamym typem
je pravé hvézdny vitr horkych hvézd, pii kterém je vitr urychlovan prevazné absorpci
a rozptylem v ¢arach jednotlivych absorbujicich ionti - ¢arami fizeny hvézdny vitr.

1.3 Struc¢ny souhrn dosavadnich nejvyznaméjsich vy-
sledkt

Jeden ze zékladnich piliti teorie hvézdného vétru horkych hvézd tvoii prace publiko-
vané v ¢lanku (Castor, Abbott, & Klein, 1975). Autofi v ni detailné propracovali za-
kladni myslenky problematiky hvézdného vétru horkych hvézd. V ramci striktné radi-
alniho modelu (radialni tok, radialni paprsky — takzvana bodova aproximace hvézdy)
vyjadrili zafivou silu pomoci gradientu rychlosti, coz umoznilo analytické feSeni jed-
noduchého stacionarnitho modelu. Velmi dulezité je, Ze tento model vykazoval velmi
dobrou shodu s pozorovanymi charakteristikami. Tato prace se tak stala zdkladem
nové teorie hvézdného vétru a je podle autort citované jako CAK teorie.

Ptes veskeré dobré vlastnosti pouzitého modelu nékteré aproximace jsou prili§
zjednodusujici a mohou vést v urcitych pfipadech k zdvaznym nesrovnalostem mezi
vysledky modelu a pozorovianim, zejména v piredpovidané rychlosti ztraty hmoty M
a kone¢nou rychlosti hvézdného vétru v, (je tfeba poznamenat, 7e kone¢n4 rychlost
vétru je urcitd matematicka abstrakce, v nasem piipadé odpovida rychlosti hvézd-
ného vétru ve velké vzdalenosti od hvézdy, v mezihvézdném prosti¥edi). V reakci na
tento fakt byly publikovany rtzné zpresnujici pristupy, které modifikovaly zakladni
CAK teorii. V praci (Pauldrach et al., 1986) se autofi zaméfili na aproximaci bodové
hvézdy. Stale uvazovali pouze radidlni tok (aproximace, pii které pfedpokladame, 7ze
material se od hvézdy vzdaluje pouze v radidlnim sméru), ale opustili pfedpoklad
radialnich paprskii (fotony interagujici s hmotou tak nepfichézeji pouze ze sméru od
stiedu hvézdy ale také z ostatnich smérti). Celkovy vliv této zmeény lze zahrnout do
korekéniho faktoru, ktery zavisi na vzdalenosti od hvézdy. Vysledné modely s timto
korek¢énim faktorem vedly k reélnéjsim hodnotam konec¢né rychlosti vétru. Dalsi préce
(Friend & Castor, 1983) se zabyvala vlivem vicenasobného rozptylu v ¢arach. Na rozdil
od CAK teorie analyzovala p¥ipad, kdy se jednotlivé spektralni ¢Ary mohou piekryvat.
A také v tomto piipadé se ukazalo, Ze celkovy vliv 1ze shrnout do korekéniho ¢lenu,
ktery modifikuje zativou silu z CAK teorie a vede k zhruba dvojnasobné velikosti
kone¢né rychlosti vétru v,,. VIiv magnetického pole na strukturu hvézdného vétru
v p¥ipadé rychle rotujicich horkych hvézd, byl analyzovan v pracech (Friend & Mac-
Gregor, 1984 ; Poe & Friend, 1986). Dospéli k zavéru, 7e magnetické pole v piipadé
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1.3. SOUHRN DOSAVADNICH VYSLEDKU 15

téchto hvézd vyznamné ovliviuje radidlni tok ve vétSich vzdalenostech od hvézdy a
zvySuje tak hodnotu konec¢né rychlosti vétru.

Samostatnou otazkou je stabilita zdfenim hnaného hvézdného vétru. Prvni prace
zabyvajici se linedrni analyzou stability vedly k piekvapivé rozdilnym zévérim. Na
jednu stranu analyzy provedené v pracich (Carlberg, 1980; MacGregor et al., 1979;
Nelson & Hearn, 1978) piedpovidaly nestabilni mod, ktery naznaoval, Ze zafenim
hnany hvézdny vitr je vysoce nestabilni. Na druhou stranu analyza, kterou provedl
Abbott (1980), pfedpovidala stabilni feSeni popisujici zafivé-akustické viny. Tento
zdanlivy rozpor je zptusobem rozdilnym piistupem k vyjadieni poruchového ¢lenu zé-
fivé sily. Oba postupy sjednotili Owocki & Rybicki (1984), kteii ukéazali, ze stabilita
¢i pripadné nestabilita zavisi na relativni velikosti poruchy. Pokud je vlnova délka
poruchy mensi ve srovnani s charakteristickou Sobolevovou délkou, je porucha ne-
stabilni (viz ¢ast 4.2.2), zatimco je-li vinova délka poruchy vétsi, je porucha stabilni
(viz ¢ast 4.2.1). To je slovni formulace jejich zobecnéného disperzniho zakona — ozna-
¢ovaného jako “bridging length law”. Jejich prvni ¢asové zavislé numerické simulace,
ve kterych pou#ili pro vyjadieni zafivé sily aproximaci ¢isté absorpce!, pfedchozi vy-
sledky plné potvrdily. Na druhou stranu, diky piilis zjednodusujicimu predpokladu
Cisté absorpce, tato prace oteviela kritickou diskuzi o vlivu rozptylu zafeni na potla-
Ceni ristu nestability. Lucy (1984) analyzoval dynamicky efekt fotont rozptylenych
v Carach a popsal tlumici efekt “line drag effect”, ktery vyznamné ovliviiuje narust
nestability. Nicméné dalsi prace Owocki & Rybicki (1985) poukazala na fakt, ze do-
minatni vliv mé tento efekt pouze v subsonické oblasti pobliz fotosféry, kde rychlost
narustu nestability redukuje az na 50%. Ve vétsich vzdalenostech se ale vliv tohoto
efektu na nérist nestability drasticky zmensuje. Pro vlastni numerické vypocty pak
Owocki et al. (1988) zakomponovali aproximativné rozptyl do vyjadieni zafivé sily
prostfednictvim SSF (Smooth Source Function) aproximace a pozdéji Owocki & Puls
(1996) vypracovali piesné&jsi ale numericky naro¢néjsi EISF (Escape Integral Source
Function) metodu. Jak uz bylo Feceno vyse, aproximativni pfistup je nutny vzhle-
dem k vypocetni naro¢nosti studovaného problému. Je nutné poznamenat, 7e metoda
EISF piedstavovala tisporu zhruba 10% vypocetniho ¢asu oproti konzistentnimu Fe-
Seni rovnice prenosu zafeni, aniz by oproti SSF aproximaci predstavovala radikalni
zpresnéni, takze neni p¥ilis casto pouzivana. Casové zavislé modely umoznily poprvé
seriozni diskuze o pripadné strukturovanosti hvézdného vétru. Srovnani predpovédi
casové zavislych modeli s pozorovanymi charakteristikami, jimiz jsou zejména rent-
genovska emise zafeni a diskrétni absorpéni komponenty (Prinja & Howarth, 1986),
poukazuji na strukturovany vitr a pfitomnost razovych vin ve vétru. Puvodni mo-
del (Owocki & Rybicki, 1984) pozdgji dale propracoval Feldmeier (1995), ktery do
hydrodynamickych rovnic zahrnul rovnici pro energii se zapo¢tenym zafivym ochla-
zovanim a na zdkadé simulaci uréil oblast s dostate¢né efektivnim ochlazovinim ve

Procesu pfi kterém dochazi vzdy k destrukei fotonu
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vzdalenosti 5 az 7 hvézdnych poloméri. Ve vzdalenosti mensi nez je tato mez vSak
neni predpoklad izotermického vétru zcela v potadku.

V souvislosti s teoretickym popisem nestabilit hvézdného vétru a simulaci struk-
tur vznikajicich ve hvézdném vétru se naskyta otézka, jak se situace zméni pokud
pfejdeme k dvojdimenzionalnim simulacim. Dessart & Owocki (2003) poprvé pro-
vedli 2D simulace nestabilniho hvézdného vétru hnaného zafenim. Na zakladé téchto
simulaci dospéli k zavéru, 7Ze velikost pocatecnich struktur generovanych ¢arovou ne-
stabilitou ve hvézdném vétru se diky vyvoji dalSich nestabilit, zejména Rayleighovy-
Taylorovy nestability, zmensuje. V jejich modelu vSak dvojdimenzionalni popis pfi-
sluSel pouze hydrodynamickym veli¢cindm, zatimco zafeni ptsobilo pouze v radial-
nim sméru (takzv. 2D-H+1D-R model), coz ¢ini tyto zavéry diskutabilnimi. Proto
Dessart & Owocki (2005) v dalsi praci pouzili plné dvojdimenzionalni popisa simu-
lace, ve kterych se potvrdila dominantni role Rayleighovy-Taylorovy nestability na
velikost struktur. Vzhledem k vysokym vypocetnim narokim autofi pouzili specialni
typ sité pro zjednodusSeni vypoctu zafrivé sily. Pii pouziti této sité je vSak ve vétsich
vzdalenostech od hvézdy hodnota prostorového kroku vétsi nez Sobolevova délka, coz
neumoznuje korektni vypocet zarivé sily pro simulaci nestability, coz opét omezuje
platnost jejich zavéru.

Zésadnim predpokladem CAK teorie je model jednoslozkového hydrodynamic-
kého kontinua, které interaguje s hvézdnym zafenim. Ve skutecnosti se plazma sklada
z jednotlivych ¢astic, elektronti, protont a iontd. Se samotnym zafenim interaguji
pouze absorbujici ionty, zejména ionty C, N, O, Fe a elektrony, které prenaseji svoji
hybnost prostfednictvim coulombickych srazek na pasivni ¢ast plazmy. Viceslozkovy
popis hvézdného vétru byl namétem nékolika praci (Castor et al., 1976 ; Springmann
& Pauldrach, 1992). Platnost jednoslozkové aproximace je dobfe splnéna u vétSiny
hvézd spektralniho typu O a u Wolfovych-Rayetovych hvézd. Teorie pak pomérné
uspésné predpovida a vysvétluje pozorovanou rychlost ztraty hmoty hvézdy. U hvézd
s ¥id§im hvézdnym vétrem, tedy u B a A hvézd hlavni posloupnosti, tento predpoklad
nemusi byt splnén a v disledku mensi tieci sily mize dojit k oddéleni sloZek plazmy,
jak ukazala prace Porter & Drew (1995). Dynamickymi diisledky oddélovani slozek
se v omezené mife zabyvala také prace Porter & Skouza (1999).
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Kapitola 2

Hydrodynamika

V této kapitole proberu zakladni pojmy, veli¢iny a rovnice z klasické hydrodyna-
miky potiebné k sestaveni rovnic popisujicich hvézdny vitr. Zvolen& symetrie popisu
koresponduje s predpokladanou symetrii hvézdného vétru. Pochopeni matematického
popisu hydrodynamiky je nezbytnym krokem pfi sestavovani vlastniho kédu. V dalsi
¢asti této kapitoly jsou uvedeny dva nejznaméjsi typy nestabilniho chovani z klasické
hydrodynamiky. Vzhledem k ¢astému vyskytu obou typi nestabilit v astrofyzikalnich
aplikacich a pfedpokladaném vyskytu také u hvézdného vétru horkych hvézd (Carl-
berg, 1980), jsem kromé teoretického odvozeni proved! také numerické simulace téchto
nestabilit.

2.1 Zakladni rovnice hydrodynamiky

K popisu pohybu kontinua miizeme pouzit dva alternativni pfistupy, Euleriv popis
a Langrangeiv popis. V Eulerové popisu je pohyb popsan vic¢i pevnému soutfadnico-
vému systému (ne nutné inercialnimu). Hydrodynamické rovnice jsou potom parcialni
diferencialni rovnice vzhledem k prostoru a ¢asu, popisujici vyvoj jednotlivych hydro-
dynamickych veli¢in. Naproti tomu v Lagrangeové popisu je celé kontinuum rozdéleno
na urcité elementarni ¢asti objemu a je sledovan pohyb kazdé této elementarni ¢asti.
Oba dva tyto pristupy maji své vyhody a nevyhody. V naSem popisu a koédu se ome-
zime na prvni, tedy Euleriv pfistup.

Nejprve zavedeme znaceni jednotlivych hydrodynamickych veli¢in, kterého se bu-
deme drzet v celém dal$im textu. Zakladnimi hydrodynamickymi veli¢inami jsou ska-
larni hustota p, tlak p, vektorova rychlost elementu kontinua v a vnitini energie plynu
U. Tyto veli¢iny jsou vzajemné svazany pomoci hydrodynamickych rovnic. Dale se
v naSem pfiistupu omezime na ideédlni tekutinu, nebudeme tedy zapocitavat vazkost
tekutiny. To je v pfipadé drtivé vétsiny astrofyzikalnich aplikaci zcela opravnéné apro-
ximace. V takovém piipadé lze kontiunum popsat Eulerovymi rovnicemi: rovnici kon-
tinuity, rovnici pro hybnost a rovnici pro energii. Obecny tvar rovnice kontinuity je
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2.1. ZAKLADNI ROVNICE HYDRODYNAMIKY 18

podle (Landau & Lifshitz, 1987)

0

a—? + div(pv) = 0. (2.1)
Obecny tvar rovnice pro hybnost za predpokladu gravita¢niho zrychleni g, a zafivého
zrychleni g,.q, 1ze psat

ov \Y
E —+ (V.V)V + 7p =4g. + Grad- (22)

Obecny tvar rovnice pro energii je dan
0 (1 1
pr (§v2 + pU) — div (pv(§v2 + H)) =0, (2.3)

kde U znaci vnitini energii plynu a H entalpii. V ramci nasi problematiky rovnici
pro energii nebudeme nadéle uvazovat. Pro jednoduchost budeme uvazovat pouze
procesy, je nize uvedeny postup analogicky). V ramci této aproximace jesté doplnime
soustavu o stavovou rovnici idealntho plynu

p = a’p, (2.4)

kde a znadi rychlost zvuku a v ptfipadé idealniho plynu zavisi na teploté podle vztahu

| kT
0= —2—. (2.5)
pmpg

kp = 1.3807.107Jerg K~!| je Boltzmannova konstanta, my je hmotnost atomu
vodiku a p,, je stfedni molekulova hmotnost plynu. Pfesny vypocet p je pomérné
komplikovany a zavisi na ur¢eni stupné ionizace vSech chemickych elementta v plynu.
V ramci nagich modeli hvézdného vétru vSak vystac¢ime s pfedpokladem tplné ioni-
zace. V uplné ionizovaném plynu potom miizeme vypocet p aproximovat jednoduchym
vzorcem

1 3 1
—=2X+-Y+ -7 2.6
M + Y 357 (2.6)
kde X,Y a Z zna¢i hmotnostni zastoupeni vodiku, helia a tézSich prvka ve hvézdném
vétru. Pro predpokladanou solarni abundanci je jednotlivé hmotnostni zastoupeni
¢iselné dano
X =073 Y=024 Z=0.0254. (2.7)
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2.2. EULEROVY ROVNICE 19

Obréazek 2.1: Znazornéni volby sférické souradné soustavy pouzité v naSich vypoctech.
Rovnikovou rovinou rozumime plochu, kde soufadnice 6 = /2.

Uvedené rovnice (2.1), (2.2) jesté déle upravime s pouzitim pfedpokladu nestlacitelné
kapaliny. Tyto rovnice vyuzijeme pii studiu klasickych hydrodynamickych nestabilit
v dal8im ¢asti textu. Pro dokonale nestlacitelnou kapalinu plati

dp _ Op  0pdx  Opdy  Opdz _Jp op dp dp

a0t "ozot "ogor Tozor ot o oy T Vas
dp
2 TV Vp=0, (2.8)

kde jsme vektor rychlosti elementu kontinua v rozepsali v kartézském soufadném
systému do jednotlivych slozek v (v,,vy,v,). Tuto identitu vyuZijeme pro tpravu
rovnice kontinuity (2.1), ktera se redukuje na jednoduchou podminku

divv =0, (2.9)

coz spolu s rovnici (2.2) tvofi vyslednou soustavu rovnic pro dokonale nestla¢itelnou
kapalinu.

2.2 Eulerovy rovnice pro sféricky symetricky pripad

Nejprve hydrodynamické rovnice (2.1), (2.2) upravime pomoci vektorovych identit
a zvoleného soufadnicového systému. Pfesnéji fefeno, upravime tvar rovnice (2.2)
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2.2. EULEROVY ROVNICE 20

pomoci tensorové identity

(v.V)v = %grad( v?) + (ot v) X v,

tedy

0 1
6_;5, + égrad(UQ) + (rotv) X v + % = gi + Grad- (2.10)

Tvar rovnic je uveden ve vektorovém tvaru, je tudiZ nezavisly na volbé soufadnic.
V astrofyzikalnich aplikacich hraje dulezitou roli sférickd symetrie. Proto vyjadiime
tyto rovnice ve sférickych soufadnicich, konkrétné (opét z diivodu podstatného zjed-
noduseni) budeme uvazovat dvojdimenzionalni problém, se dvéma nezavislymi sou-
fadnicemi r, ¢ a volbou rovnikové roviny hvézdy 6 = 7 /2 (viz obrazek (2.1)).

Dale ptedpokladejme, Ze rychlost v vyjadiena ve sférickych soufadnicich mé slozky
(vr,vg,v4), podobné vektor g.,q ma slozky (grad,0,0) a vektor g, slozky (—g.,0,0).
S vyuzitim tvaru jednotlivych diferencidlnich operatoru ve sférickych soutradnicich
(A.5), (A.6), (A.7) pfepiSeme obecny tvar rovnic (2.1) a (2.2). Jak jiz bylo vyse uve-
deno, uvazujeme zjednoduseny 2-D model sférické symetrie, coz znamené, Ze rovnice
nezavisi na thlu 0 a jeho derivacich a dale 6 slozku rychlosti (a jeji derivace) polo-
Zime rovnu nule. S vyuzitim tohoto pfedpokladu a dosazenim hodnoty 6 pro rovnik
dostavame pro jednotlivé vyrazy

1 v ov v, OV Vg OV

- d 2 — N T ¢ or r _¢ ¢

g 8racy <U ar " ’T8¢+7’0¢

B 10v, vy Ovy
TotrogV = (0, ro6 v W’O) ’
2
vy OV, Uy Ovg v 0U, VU vy

t = (22 _ =2
oty v <r8gz5 r - o )0, r 0¢ r +vr8r ’

(e ov,. ov,. B ﬁ v_¢6v¢ Ovg Uy
(v Vv = (7’ 6¢+UT87’ r’ ’r6¢+vr8'r’ r )

MiiZzeme tak psat pro rovnici kontinuity

dp  2pv, Op  pOv, vy Op n p Ovy

9p or - 2.11
8t+ r +U8’r’+8’r+r0¢ r 0¢ 0 ( )
a pro rovnici pro hybnost
ov, 0v,  pvg Ovy pvé dp
P ot iy or r op v o ar T Plrad

Ovg vy | puy Qv puvg  10p
e = 0. 2.12
P ot o or T r 0¢ + r - r 6gz5 (2.12)
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2.3. CASOVE NEZAVISLE RESENI 21

Rovnice (2.11), (2.12) a (2.4) popisuji vélcové symetricky dvojdimenzionalni sys-
tém. Tento popis systému vyuzijeme pro linearni analyzu stability hvézdného vétru,
nicméné pro praktické numerické vypocty se omezime z diuvodu vypocetnich naroku
pouze na sféricky symetricky jednodimenzionalni model s jednou nezavislou proménou
r. Rovnice kontinuity mé v takovém piipadé tvar

dp | 10(r*pv,)

ot 2 or 0 (2.13)

obdobné rovnice pro hybnost

ov, Ov, Op
5 TP +E+p(g — Graa) = 0. (2.14)

p

2.3 Casoveé nezavislé reSeni

Pro pf¥ipad stacionarniho feSeni problému miZzeme rovnice (2.13), (2.14) dale upravit
vynechidnim ¢lenti obsahujici ¢asové derivace

1 d(pv, r?)
S Ut A/ 2.1
r2  or 0 (2.15)
1 9(pvir®) — p
7’2 or - or PYx + PGrad- (216)

Provedenim p¥islusnych derivaci a jejich pfeznadenim dostavame z prvni rovnice (2.15)
1
— [p'v, % + puir® + 2pv, 1] =0, (2.17)

kde ' zna&i parcialni derivaci podle radialni soufadnice. Z druhé rovnice (2.16) pak
obdobné dostavame

1
— [2pvr0,r® + 02 + 2002 = —p' — pgs + PGraa. (2.18)
Vynéasobenim rovnice (2.17) proménou v, dostaneme
1
[p'vQTQ + puLv,r® + 2pvir] = 0. (2.19)

Porovnanim obou rovnic a jejich ipravou dostaneme jednoduchy tvar

pl
(IRTAES —; — s + Grad, (2.20)
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2.4. HYDRODYNAMICKE NESTABILITY 22

ktery pro izotermické procesy lze jesté dale upravit s vyuzitim stavové rovnice (2.4)
vy = —a’pp’ = g + Graa. (2.21)

Toto je koneény tvar rovnice, popisujici stacionarni jednoslozkovy hvézdny vitr. Na
prvni pohled vypad4 tato rovnice jednoduSe, ale rovnice je relativné komplikovana
diky pFitomnosti nelinearniho ¢lenu v,v].. Déle je tieba si uvédomit, Ze jsme jesté
nespecifikovali tvar zafivé sily ¢,.q, ktery je v obecném piipadé velmi komplikovany.

2.4 Hydrodynamické nestability

Nestability jsou velice diilezitym aspektem jakéhokoliv hydrodynamického systému.
Obecné feceno, pro dany hydrodynamicky stav za stalych podminek zde v principu
existuje exaktni ustalené feSeni. Ale ne kazdé toto feSeni se v prirodé uplatiuje. Ne-
staci totiZz jenom existence takového FeSeni, ale feSeni musi byt také stabilni. To zna-
mend, Ze mala odchylka (v pfirodé realizovatelna ndhodnymi fluktuacemi) se musi
s rostoucim ¢asem zmenSovat. V opacném piipadé, tedy pokud s rostoucim casem
odchylka nartstéa, je systém nestabilni a nemuze prakticky existovat. Z matematic-
kého hlediska je analyza stability obecné velmi ndro¢né disciplina, proto se v ramci
zjednoduSeni omezime na linearni analyzu stability.

UvaZujme drobnou poruchu, ktera zméni v ur¢itém misté (x,y,z) hodnoty hydro-
dynamickych veli¢in, konkrétné tlaku, hustoty a rychlosti

p—p+dp, p—p+dp, v—vtiv, (2:22)

kde vektor poruch rychlosti dv méa v kartézskych soufadnicich slozky (0v,, dv,, 0v,).
Nejprve dosadime do rovnic (2.8), (2.2) perturbované veli¢iny (2.22).

(p+6p) (w +(v—|—5v).V(v+5v)) ==Vt o

+(p+dp)g.

Predpokladdme splnéni rovnic pro neperturbované veli¢iny. V dalsim kroku jednot-
livé ¢leny preskupime a ponechame poruchové ¢leny do prvniho fddu. Obdrzime tak
soustavu rovnic popisujich vyvoj poruchy

% +divév = 0, (2.24a)
0
pa—: + pv.Vov + pdv.Vv = —V(0p)+dpg. (2.24b)
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P2, P2 lg

x \/\/\/\

P1,P1

Obrazek 2.2: Rayleighova-Taylorova nestabilita - schématické znézornéni geometrie a
pocatecniho stavu uvazovaného systému pro odvozeni disperzni relace

Pomoci perturbovanych veli¢in také piepiSeme alternativni vztah (2.8)

% +v.Vip+6v.Vp =0, (2.25)

platny pouze pro dokonale nestlac¢itelnou kapalinu, ktery pouZijeme misto rovnice
kontinuity. Rovnice (2.24) s rovnici (2.25) pouZijeme jako vychozi zaklad pro ana-
lyzu nékterych velmi znamych typu nestabilit, Casto realizovanych v astrofyzikalnich
aplikacich.

2.4.1 Rayleighova—Taylorova nestabilita

Rayleighova-Taylorova nestabilita byla poprvé objevena a popsana lordem Raylei-
ghem v roce 1880, ktery pozoroval chovani dvou tekutin s riznou hustotou v gra-
vitaénim poli (Rayleigh, 1883). Pozdgji byla v zobecnéné formé rozpracovana sirem
Geoffreyem Taylorem v roce 1950 (Taylor, 1950). Po nich také tato nestabilita nese
sviij nazev (déle zna¢eno jako RT nestabilita). Pat¥i mezi jednu z nejznamé;jsich nesta-
bilit v klasické hydrodynamice. Obecné se uplatiuje tehdy, pokud je hustsi kontinuum
urychlovano skrze kontinuum s mensi hustotou, coz je situace, kterd se velmi c¢asto
vyskytuje v astrofyzikalnich aplikacich. Jako piiklad lze uvést vyvrzeny material po
vybuchu supernovy, ktery interaguje s okolnim mezihvézdnym prostfedim (Dwarkadas
et al., 2000).

Uvazujme obecnou nevazkou a nestlac¢itelnou tekutinu ve statické rovnovaze v ho-
mogennim gravita¢nim poli s hustotou a tlakem rozlozenym podél osy z, tedy p(z), p(2)
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2.4. HYDRODYNAMICKE NESTABILITY 24

a vy = (0,0,0);,.. V nasledujicim odstavci odvodime pro tento pfipad podminku
stability. Vyjdeme z Eulerovych rovnic v kartézském soufadném systému, popisujici
nestlacitelnou, nevazkou kapalinu (2.9), (2.2). Déle uvazujme drobnou poruchu, ktera
zméni aktualni hodnotu hustoty a tlaku v uréitém misté

p—p+dp, p—p+op, v— vy+ov(dv,,ov,,0v,). (2.26)

Zajimé nés, jakym zpiisobem se budou poruchy §itit v daném médiu. Dosadime hod-
noty (2.26) do vySe zminéné rovnice pro perturbované veli¢iny (2.24b) a (2.25) a
rovnice upravime pro nami zvolenou konfiguraci. Po rozepsani do jednotlivych slozek
a upravé dostavame soustav rovnic

Do~ w2 (2.27a)
pag:*‘ - —%, (2.27b)
pag:y - —%—‘Syp, (2.27¢)
pag% - —%— 9op. (2.27d)

ReSeni soustavy rovnic (2.27) pfedpokladame v tradi¢nim exponenciilnim tvaru ro-
vinnych vln pro x,y, zavislost na soutfadnici z je obecné

dv, o< vy exp (ko + kyy) + wt), (2.28a)
dv, o< ovyexp (i(kyz + kyy) + wt), (2.28Db)
dv, o ov,exp (i(ksx + kyy) + wt), (2.28¢)
op(z) o< opexp (i(kex + kyy) + wt), (2.28d)
dp(z) o< dpexp (i(kyx + kyy) — wt). (2.28e)
Dosazenim pfedpokladaného feseni (2.28) do (2.27) dostavame
dp
wép = —5v$, (2.29)
wpdv, = —ik,op, (2.30)
wpdv, = —ik,0p, (2.31)
wpdv, = _%p gop (2.32)
0z

Vynéasobime rovnici (2.30) ¢lenem ik, a rovnici (2.31) ¢lenem ik, a nésledné obé
rovnice secteme

wp(ik,0v, + ik,0v,) = k*Sp, (2.33)
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pii¢em’ symbolem k? jsme oznadili soucet (k> + k;yz). Dale vyuzijeme rovnice tvaru
rovnice kontinuity za predpokladu dokonale nestlacitelné kapaliny (2.24a)

dév,  Oév,  Odv,
+ =2+

e % % = 0. (2.34)

Dosadime do (2.34) pifedpokladany tvar feSeni (2.28) a obdrzime vztah

dov,

ik,0v, + ik, v, = — Ea (2.35)
Porovnanim s rovnici (2.33) muzeme psat
ddv
k26p = — = 2.36
p=—wp (2.36)
Z rovnic (2.29), (2.32) eliminujeme 0p
dép g Op
a nasledné z rovnice (2.36) vyjadiime vztah pro dp
w 0dv,
__w , 9.
p =22 (2.39)
Derivaci rovnice (2.38) dostdvame vztah pro dép/0z
dop w 0, 0dv,
/L _ _Z = ) 2.
0z k? 0z % 0z ) (2:39)
Dosazenim vztahu (2.39) do rovnice (2.37) dostavame vyslednou rovnici
0 | Odov g . ,0p
- 2| = k% pov, — = k2 L6v,. 2.4
82[1)82] S (2.40)

Obecné fesenim rovnice (2.40) uréime disperzni relaci w(k) a tim stanovime Easovy
vyvoj poruch jednotlivych veli¢in.

Dfive neZ pfistoupime k feSeni rovnice (2.40), musime specifikovat hrani¢ni pod-
minky, konkrétné skokové podminky pro hydrodynamické veli¢iny v oblasti nespoji-
tosti. Z definice ndmi studovaného problému vime, 7e na hranici z = 0 rychlost v,
a jeji derivace Jv,/0z jsou spojité veli¢iny, zatimco dalsi hydrodynamické veli¢iny
spojité byt nemusi. Uvazujme elementarni plosny element, prochézejici pfes oblast
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2.4. HYDRODYNAMICKE NESTABILITY 26

nespojitosti. Pro odvozeni podminek nejprve dosadime do rovnice (2.36) hodnoty
pfislusnych veli¢in pro obé& strany elementarni plosky (vice obr.2.2)

dov,

k*op = — 2.41
D1 whi—g- 1 (2.41a)
dév
k*ops = — 2| . 2.41b
D2 wpP2 2z |, ( )
Rovnice (2.41a) a (2.41b) od sebe ode¢teme ¢imz dostavame vztah
ddv
k2 Adp = —wA - 2.42
p=-w [p o ] (2.42)

kde symbolem A zna¢ime diferenci

Af(z) = f(z1) — [(2). (2.43)

Druhou rovnici ziskdme integraci rovnice (2.37) podél osy z v délce elementarniho
useku Az prochézejiciho pres oblast nespojitosti. V ramci tohoto malého tseku bu-
deme povazovat hodnoty veli¢in p, dv,, dp na obou stranach nespojitosti za konstantni.
éiselnYm indexem odli§ujeme hodnotu piislusné veli¢iny podle strany nespojitosti, na
které se nachazi (vice obr.2.2). Nejprve zintegrujeme rovnici (2.37) v tseku zp — z;

21 zZ1 8
w/ p10v,1dz = —dp; + —1—250271 —'Odz, (2.44)
0 w . 0%
nasledné v tseku z9 — 2z
20 20 8
w/ p20v, 2 dz = —dps + 250372 / —pdz. (2.45)
2 w ., Oz
Integraci rovnice (2.44) ziskAme rovnici
Az
wplévz,l —_— = —5]71 + 2p15UZ71 s (246)
2 w
podobné integraci rovnice (2.45) ziskdme rovnici
Az
wpgévz,g 7 = —5]72 + %pgévﬂ . (247)

Rovnice (2.46) a (2.47) od sebe odeGteme, p¥i¢emZ vyuZijeme (2.43), coZz vede na
rovnici
wWp10vU,1 Az + wpadv, 0 Az = —Adp + g(Apévz). (2.48)
w
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Uvézime-li se, Ze Az se blizi limitné nule, obdrzime vysledny vyraz pro hodnoty veli¢in
v bodech nespojitosti
A(sp) = LA(pov.). (2.49)
w

Vyslednou podminku pro skok hydrodynamickych veli¢in v bodech nespojitosti do-
staneme zkombinovanim rovnic (2.42), (2.49)

Adv, k?
Alp=2) = =25 Apdv.). (2.50)

Kontinuum rozdélené horizontalni hranici na dvé ¢asti s konstantni husto-
tou py, po
Nyni nami studovany piipad specfikujeme detailnéji. Uvazujme kontinuum rozdélené

na dvé ¢asti, s prislusnou konstantni hustotou pi,p,. Schématicky je situace znazor-
néna na obrazku (2.2). Rovnice (2.40) se pro tento p¥ipad redukuje na

0%
° = kv, 2.51
822 ( )
jejiz feSeni mé standardni tvar
dv, = Aexp(kz) + Bexp(—kz). (2.52)

Déale pozadujeme, aby rychlost dv, v nekone¢nu 4+oo byla nulova. Vyuzitim tohoto
pozadavku dostavame dvé reSeni

dv.1(2) = Aexp(+kz) z <0, (2.53)
dv,2(2) = Bexp(—kz) z >0. (2.54)

Uvazime-li, Ze pro spojité veli¢iny na hranici nespojitosti plati
v,1(0) =v,2(0)= A=B, (2.55)

pak dosazenim do skokové podminky (2.50), rozepsanim jednotlivych veli¢in a dosa-
zenim FeSeni (2.53), (2.54) dostavame

gk’
P2Vz2 — P1Uz1 = F(pZ — p1)vz1 (0), (2.56)
gk?
= —kp—kp = —F(Pz —p1)- (2.57)

Pfeskladanim jednotlivych ¢lenii z posledniho vyrazu (2.57) obdrzime vztah

w? = gk (u) : (2.58)

p2 + p1
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P1,P1 — v

x \/\/\/\

P2, P2 — Vo

Obrazek 2.3: Kelvinova-Helmholzova nestabilita - schématické znézornéni geometrie
a pocatecniho stavu uvazovaného systému pro odvozeni disperzni relace

coz je vysledna disperzni relace. Je vidét, ze pokud pro hustoty obou dvou oblasti
plati relace

p2 > p1,

pak je w imaginirni a tedy porucha roste exponencialné s ¢asem, coz je podminka pro
nestabilni chovani.

2.4.2 Kelvinova—Helmholtzova nestabilita

Kelvinova-Helmholtzova nestabilita (dale zna¢eno jako KH nestabilita) je dalsim kla-
sickym pfipadem nestabilniho chovani tekutiny. Projevuje se v pripadé, kdy jsou
rozdilné vrstvy tekutiny vi¢i sob& v relativnim pohybu. Casto se miZeme setkat
s kombinaci obou nestabilit, tedy Rayleighovy-Taylorovy nestability generujici KH
nestabilitu. Prvni matematickou analyzu KH nestability provedl Helmholtz(1868),
ktery zkoumal pfipad dvou vrstev tekutiny riznych hustot, které se vii¢i sobé po-
hybovaly. Podobné jako v pfipadé RT nestability se i s KH nestabilitou muzeme
casto setkat v astrofyzikalnich aplikacich. Namatkou lze uvést pozorované struktury
extragalaktickych jeti (Birkinshaw, 1991).

Opét uvazujme obecnou nevazkou a nestlacitelnou tekutinu s nenulovou horizon-
talni rychlosti v(v,,0,0). Déle pFedpoklddejme, 7e horizontalni slozka rychlosti je
funkei prostorové soufadnice v, = v,(z), stejné tak tlak p = p(z) a hustota p = p(z).
Gravita¢ni pole pro jednoduchost polozime rovno nule, tedy g(0,0,0). Celou situaci
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2.4. HYDRODYNAMICKE NESTABILITY 29

si muZeme predstavit tak, Ze tekutina je rozdélena na elementarni vrstvy, které se
vici sobé posunuji.

Vyjdeme z rovnic popisujich vyvoj poruch (2.24b), (2.25) v eulerovské nestlaci-
telné, nevazké kapaliné, do které dosadime jednotlivé vektory a rozepiseme do slozek
v kartézském soutfadném systému

ddp ddp dp
PP, P 5 CP 9.
ot gy Vg, (2.592)
dov, v, dov, 0op
i = _ZF 2.
Por TPy, Ty, o (2:59b)
ddv, ddv, dop
- 2P 9.
o TP or oy’ (2.59¢)
ddv, ddv, dop
= _— 2.
ot TP Tr 0z (2.59d)
Predpokladiame FeSeni ve tvaru !
du o< dug(z)exp (i(kyz + kyy — wt)), (2.60a)
dw o< dwpexp (i(kyx + kyy — wt)), (2.60Db)
v o< dugexp (i(kyx + kyy — wt)), (2.60c)
dp o 0po(z) exp (i(kyx + kyy — wt)), (2.60d)
dp o 0po(z)exp (i(kyz + kyy — wt)). (2.60e)
Dosadime piedpokladané feseni do rovnic (2.59d) a pfeskupime vyrazy
dp
i )y = — Lo, 2.61
i(w + vakz)dp 5,0 (2.61)
pi(w + kpv.)0v, + pa;; ov, = —ik,op, (2.62)
pi(w + kyv,)ov, = —ik,dp, (2.63)
0op
(W + kyvp)0v, = ——2F 2.64
pi(w + kg )ov P (2.64)
Misto rovnice kontinuity vyuZijeme relaci pro nestladitelnou kapalinu (2.34)
)
iy O + ik, dw = —a—;. (2.65)

Abychom obdrzeli disperzni relaci, postupné tuto soustavu upravime a eliminujeme

jednotlivé proménné. Nejprve vynasobime rovnici (2.62) vyrazem ik, a obdobné rov-

nici (2.63) vyrazem ik, a obé rovnice secteme

v,

0z
!Na rozdil od piipadu pro Rayleighovu—Taylorovu nestabilitu, kde v pfedpokladaném tvaru ne-

vystupovala imaginarni jednotka u ¢lenu w

p(w + voky) (kebvy + kyov,) — ipk,——6v, = —k*dp. (2.66)
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Z rovnice (2.65) plyne

.0dv,
kxdvm + ky(s’Uy = IW, (267)
tedy rovnici (2.66) pfepiSeme
. odv, . . Ou, 9

V rovnici (2.64) vystupuje derivace perturbace tlaku 0dp/0z. Abychom mohli pokra-
¢ovat v eliminaci proménnych, zderivujeme podle z rovnici (2.68)
0 odv ov 0ép
i— oky)——— — phy——bv, | = —k* ==, 2.69
"0z [p(w+v ) o Mo v] 0z (2.69)
Dosazenim do rovnice (2.64) a pfeskupenim jednotlivych ¢leni dostavame obecny

vztah
ddv, %

0z [p(w + vk 0z 0z

jehoz feSenim ur¢ime disperzni relaci a tim ¢asovy vyvoj poruch jednotlivych velicin.

Opét je tfeba nejprve urcit skokové podminky hydrodynamickych veli¢in v oblasti
nespojitosti. Uvazujme elementarni oblast, ktera protina oblast nespojitosti a rovnici
(2.70) zintegrujeme podél osy z v délce intervalu Az (srovnej obr. 2.3). Podobné jako
v piipad RK nestability i v tomto pripadé ¢iselny index odliSuje piislusnou stranu
nespojitosti, na které se nachazi dana veliina. Nejprve zintegrujeme rovnici (2.70)
v intervalu zy — 21

— pky 5%] — E?p(w + v ky)dv, = 0, (2.70)

19 ddv, o0v,

stejnym zpiisobem zintegrujeme rovnici (2.70) v intervalu zp — 2

21
dz = / Ep(w + vpky)dv.dz,  (2.71)

20

/ % {P(W + kxvx)agzz - pkx—agzm 5'Uz:| dz = / Ep(w + vk )ov.dz.  (2.72)

Provedenim integrace a ode¢tenim rovnice (2.71) a (2.72) dostavame

p1(w + kv, )ov," — prkavlov, 1 — pa(w + kpv,)0v, + pokyvldv, o =
zZ1 20
/ k2 p(w + vpky)dv.dz — / Ep(w + vpk,)dv.dz, (2.73)

20 29
kde pro vétsi piehlednost jsme dv,’, v/, oznadili derivaci veli¢in podle z. V limitnim
piipadé Az = 0, coz je identické s limitami zo — 2y a 21 — 2o jsou integraly na
pravé strané rovnice (2.73) rovny nule. Dostavame tak s vyuzitim (2.43) vyslednou
podminku pro veli¢iny v oblasti nespojitosti

A [p(w + vk, )ov," — pkyvldv,] = 0. (2.74)
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Kontinuum rozdélené horizontalni hranici na dvé ¢asti s konstantni husto-
tou py, p2 a s relativni rychlosti v,

Uvazujme piipad, kdy je kontinuum horizontalné rozdélené na dvé ¢asti a kazda z ¢asti
mé konstantni hustotu py, ps (viz 2.3). Déle pfedpokladejme nulovy vektor rychlosti
v2(0,0,0) a vektor v;(v,,0,0) s horizontélni slozkou u. Pro tento pfipad lze rovnici
(2.70) upravit na tvar

9%6v,
5z k*6v, = 0. (2.75)

Regeni této rovnice mé standardni tvar
.1 = Alw+ v k) exp (+hz) 2z <0 (2.76a)
dv,0 = A(w + vy ky)exp (—kz) z > 0. (2.76Db)

Reseni dosadime do hrani¢nich podminek skoku (2.74)

p1(w + kpvg 1 ) (w4 kyve 1 ) Ak exp (k 2)

2.77
ol hg )+ ke ) Ak exp (—kz) =0, 270)
preskladdnim jednotlivych ¢leni a Gpravou dostdvame kvadratickou rovnici
(P14 p2)w® + 2ku(p1va,1 + Pave )w + ko’ (P10a1 * + pava2®) =0, (2.78)
jejimz feSenim dostaneme dva kofeny
ky(prvg1 + povso ) £ kg Vgl — Vg )?
Wig = (Pl 1 P2 ,2) \/P1P2( 1 ,2) . (2.79)

p1+ p2

Oba kofeny muzeme rozdélit na redlnou a imaginarni ¢ast. Uvazime-li, ze
exp (i(w, £ wr)t) = exp (iw,t) x exp (fwrt),

pak vidime, Ze imaginarni ¢ast odpovida exponencialné nartstajicimu a klesajicimu
feSeni. Pro disperzni relaci nestabilniho feSeni dostavame vysledny vztah

VP2 g (2.80)

w = (U:v,l — Vg2 x
p1+ P2
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Obrazek 2.4: Horni ¢édst panelu: Graf disperzni relace Rayleighovy-Taylorovy nestability
pro riizné hodnoty pocateéni konfigurace hustot. Cervenou arou jsou znazornény hodnoty
odpovidajici konfiguraci p; = 0.9 po = 1.1, zelenou ¢arou konfiguraci p; = 1.0ps = 1.2 a
modrou ¢arou konfiguraci p; = 1.0 po = 1.4. V8echny veli¢iny jsou uvedené v bezrozmérném
tvaru. Doln7 ¢dst panelu: Graf disperzni relace Kelvinovy-Helmholtzovy nestability pro rizné
hodnoty pocate¢ni konfigurace hustot. Cervenou ¢arou jsou znazornény hodnoty odpovidajici
konfiguraci p; = 0.9 p2 = 1.1, zelenou Carou konfiguraci p; = 1.0 p2 = 1.2 a modrou Carou
konfiguraci p; = 1.0 p2 = 1.4. VSechny veli¢iny jsou uvedené v bezrozmérném tvaru.
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Obrazek 2.5: Znazornéni asového vyvoje hustoty v piipadé Rayleighovy-Taylorovy nesta-
bility, jednotlivé barvy odpovidaji riznym hodnotdm hustoty a jsou uvedeny v bezrozmér-
nych jednotkach (p2 = 0.8 p; = 1.1). Barevna hustotni Skala je znézornéna vedle obrazku.
Obréazky byly vytvoreny z vlastniho numerického modelu pomoci hydrodynamického kédu
VH-1. Detaily k v¥poctu jsou uvedeny v dodatku D.

Hydrodynamika obalek horkych hvézd 33




2.4. HYDRODYNAMICKE NESTABILITY 34

Obréazek 2.6: Znazornéni casového vyvoje hustoty v piipadé Kelvinovy—Helmoltzovy nesta-
bility, jednotlivé barvy odpovidaji riznym hodnotam hustoty a jsou uvedeny v bezrozmér-
nych jednotkich (p; = 0.9 po = 1.1). Barevna hustotni §kala je zndzornéna je vedle obrazku.
Obrazky byly vytvofeny z vlastniho numerického modelu pomoci hydrodynamického kédu
VH-1. Detaily k vypoctu jsou uvedeny v dodatku.
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Kapitola 3
ZAariva hydrodynamika

Velmi dulezitou roli v mnoha astrofyzikalnich problémech zastava zafeni. V piipadé
hvézdného vétru horkych hvézd interakce hmoty se zafenim tvoii zésadni soucést
hnaciho mechanismu. Zafiva hydrodynamika v sobé zahrnuje fyzikalni popis jak hyd-
rodynamickych procesii, tak pfenosu hybnosti a energie zafeni na hmotu.

3.1 ZArivé procesy

Pojmem zafivé procesy rozumime fyzikalni d&je mikroskopického systému (v dalsim
textu budeme pod pojmem mikroskopického systému rozumét atom, molekulu nebo
elementarni ¢astice), které vedou k vyzareni, pohlceni fotonu ¢ popiipadé dojde ke
zméné energie nebo hybnosti fotonu. Pti popisu jednotlivych procesi jsem ¢erpal pie-
vazné z knihy Mihalas (1978). Podle fyzikalni povahy zékladni zafivé procesy délime
na

® vazané—vazané

volné—vazané

vazané—volné

volné—volné

e rozptyl na volnych elektronech

Vazané—vazané zarivé procesy

Véazané-vizanymi procesy rozumime zafivé pirechody mezi dolni [ a horni u energi-
ovou hladinou daného mikroskopického systému . K prechodu mize dojit bud diky
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3.2. ZARIVE ZRYCHLENI 36

zdrivé excitact, spontinni zdrivd deexcitaci ¢i poptipadé stimulované zdrivé deexci-
taci. V dalsim textu budu pro tyto procesy, které popisuji spektralni ¢ary, pouzivat
oznaleni Carové procesy.

Véazané-volné zarivé procesy a volné-vazané

Véazané-volnymi zafivymi procesy rozumime piechod, pii kterém elektron daného
mikroskopického systému obdrzi energii vétsi nez je ioniza¢ni energie v daném mik-
roskopickém systému. Tomuto typu pfechodu se Fika ionizace. Opaénym procesem je
zachyceni volného elektronu potfebnym iontem, hovoiime o volné-vizanych ptecho-
dech.

Volné-volné zarivé procesy

Uvazujme volny elektron pohybujici se v poli kladného iontu po hyperbolické draze.
Béhem interakce elektronu s jadrem, pfi kterém je elektron odchylen a dojde k jeho
zpomaleni, je vyzaren foton. Mluvime o brzdném zéaieni. Toto zafeni mé spojité spek-
trum a vzhledem k faktu, Ze na zac¢atku procesu i na jeho konci se vyskytuje elektron
ve volném stavu, mluvime o volné-volném zatrivém procesu. Proces opacény, kdy volny
elektron ziska energii interakci s fotonem o libovolné vinové délce a prejde na jinou
hyperbolickou drdhu s vysS$i energii je nazyvan inverznim brzdnym zifenim. Casto
se v literatufe muzeme setkat s némeckym terminem bremsstrahlung, respektive
inverse bremsstrahlung.

Thomsoniv rozptyl

Thomsonuv rozptyl popisuje rozptyl fotont na volnych elektronech v piipadé, Ze ener-
gie fotonu a tepelna energie eletronu je mnohem mensi nez klidova energie elektronu.
Mnozstvi pfedané energie mezi fotony a elektrony je v takovém piipadé velmi malé.
Nicméneé v piipadé atmosféry horkych hvézd je tento proces velmi intenzivni a dokaze
uc¢inné redukovat gravitacni interakci zhruba na polovinu.

3.2 Zarivé zrychleni

Zarivé zrychleni v bodé o polohovém vektoru r v disledku interakce z&feni s hmotou
v obecné podobé muZeme napsat

1
9=+ [ §rlrn)iiennded (3.1)
C
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I, zna¢i monochromatickou intenzitu zafeni, n je jednotkovy vektor ve sméru toku
zafeni a x, udavad monochromaticky hmotnostni extinkéni koeficient. V literatuie za-
byvajici se hvézdnymi atmosférami a hvézdnym vétrem se muzeme setkat také s ozna-
¢enim opacita prostiedi, ale také s nespravnym oznac¢enim monochromaticky extink¢ni
koeficient. Monochromaticky extinkéni koeficient y, udava tbytek mnozstvi energie
v délkovém elementu d/ podél paprsku zafeni a lze jej definovat pomoci u¢iného pru-
fezu o, jedné Castice a Ciselné hustoty ¢éstic n

Xy = oun. (3.2)

Fyzikalni jednotkou extinkéniho koeficientu je [cm™!], zatimco hmotnostni extinké&ni
koeficient je dle definice u¢inny priifez na jednotku hmotnosti

Oy

(3.3)

Ry = )
Mpar
kde mp,, znac¢i hmotnost ¢astice. Fyzikalni jednotkou monochromatického hmotnost-
niho extinkéniho koeficientu je [cm?/g]. Vztah mezi monochromatickym extinkénim
koeficientem a opacitou je dan vztahem

Ky = 2 (3.4)
P

Je tfeba poznamenat, 7e obecné k, zavisi na sméru jednotkového vektoru n. Teo-
reticky pro urceni intenzity I, v daném bodé musime feSit rovnici pfenosu zafeni.
Chceme-li se vSak zabyvat hydrodynamickymi simulacemi, je tfeba pouZzit aproxi-
mativniho pfistupu. Vypocetni kapacita soucasnych dostupnych pocita¢i nedovoluje
soubézné feSeni hydrodynamickych rovnic a rovnice prenosu zareni. Pro piipad isot-
ropni opacity k, = k,(r) miizeme pfedchozi vzorec nadéle upravit

g(r) = 1/ /{V(r)du%ly(r, n)ndw = %//{VFV(r)dz/, (3.5)

C

kde vektorovou veli¢inou F, znac¢ime zarivy tok

F,(r) = f],,(r, n)ndw. (3.6)

Integraci zatrivého toku F, pies vSechny frekvence v

F— / F,dv (3.7)

=0

dostaneme celkovy zativy tok F. Definice obou veli¢in vyuzijeme v dalsi ¢asti textu.
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7 fyzikalniho hlediska rozdélime zafivé procesy na procesy odehravéjici se v urci-
tych spektralnich ¢aradch — ¢arové procesy znacené v dalsim textu indexem C' a procesy
probihajici v kontinuu, v dalsim textu znac¢ené indexem K. Oba tyto fyzikalné odlisné
druhy procest hraji v dynamice horkych hvézd velmi dilezitou roli. Ackoli “Carové”
procesy probihaji v relativné tizkém intervalu vinovych délek, je tato vlastnost ve
spojitosti s dopplerovskym posuvem klicovou vlastnosti, kterd ¢ini z hvézdného vétru
hnaného zafenim silné nelinedrni problém.

Dominantnim procesem probihajicim v kontinuu, v pfipadé atmosféry horkych

hvézd, je rozptyl na volnych elektronech. Pro zafivé zrychleni v kontinuu plati

0 F
gk = E/ %ly(r, n)ndwdv = fre (3.8)
c v=0

)
C

kde k. zna¢i opacitu pro rozptyl na volnych elektronech. Za pfedpokladu sférické sy-
metrie je nenulova pouze radidlni slozka zatfivého toku F a velikost zafivého zrychleni
v kontinuu (3.8) miZzeme piepsat vzorcem

KelLs
4dmrie

ng;d = (3.9)
s pomoci hvézdné luminosity L, a vzdalenosti od stfedu hvézdy r. Pro hodnotu o, =
0.66 x 1072* [cm?| klasického t¢inného priifezu pro rozptyl na volnych elektronech,
¢iselné hustoty elektronu n. a hustoty p je opacita pro rozptyl na volnych elektronech

déna vyrazem

N Y Z
/ﬁezae? =0.401 {[HX_'_[HeZ_'_[Zﬁ}’ (310)

kde X,Y, Z je hmotnostni zastoupeni vodiku, hélia a tézkych prvkia a Iy, Iy., 7 je
pocet elektronii na iont vodiku, helia a t&z§ich prvkua (Lamers & Cassineli, 1999). Pro
rané hvézdy populace I hodnota . lezi v intervalu (0.28 < k. < 0.35) cm?/g (Lamers
& Cassineli, 1999). Thomsontiv proces velmi u¢inné redukuje pfitazlivou gravitaéni
silu pusobici na expandujici material a jeho zapoc¢teni do modeli je proto nezbytné.
Vzhledem k faktu, Ze gravita¢ni zrychleni i zafivé zrychleni v kontinuu (3.8) maji
v pripadé sférické symetrie podobny priibéh, klesaji se ¢tvercem vzdalenosti, mizeme
je zahrnout do spole¢ného ¢lenu. Pomoci Eddingtonova faktoru I'., coz je pomér mezi
zativou silou v kontinuu a gravita¢ni

Kels

e — y 11
dreG M, (3.11)

lze zavést efektivni gravitacni zrychleni, zahrnujici redukei gravita¢ni sily v disledku
rozptylu zafeni na volny elektronech

(1 B Fe)

got = —GM.—3 (3.12)
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Yy,

cesy probihajici ve spektralnich carach, které jsou diky dopplerovskému posuvu tzce
spjaty s rychlosti expandujici obélky. Zarivé zrychleni rozdélime proto na dvé slozky,
jedna slozka g, reprezentuje rozptyl na volnych elektronech a druha slozka g<,
reprezentuje procesy ve spektralnich ¢arach

kel * K,
9ua(r) =950 + 95,0 = L)+ Y f [ n(rmndoan, (313)
m v=0

kde m je index spektralni ¢ary. Extink¢ni koeficient faktorizujeme uvaZzenim profilu
spektralnich car

Ky = Em®(V — 1p). (3.14)
Predpokladame, Ze extinkéni koeficinet k,, pro danou ¢aru m je konstatni. Funkci
profilu ¢ary ¢(x), kterd je normalizovana

N o(v—1y)dv =1, (3.15)

v=0

prevedeme do bezrozmérnych jednotek, konkrétné rozdil frekvenci mezi stfedem ¢ary
Vo a prislusné frekvence v vyjadiime v dopplerovskych jednotkach

v = (VA_V;O) (3.16)

s vyuzitim vztahu pro diferencialy veli¢in

dv = Avpdz. (3.17)
Dopplerovska sitka Av je dana
v
AI/D = I/Oﬂ, (318)
c

kde vy, znadi rychlost tepelného pohybu ¢astic kontinua. Jak uz bylo zminéno vyse, di-
lezitou roli v teorii hvézdného vétru horkych hvézd hraje dopplerovsky posuv. V sou-
Fadné soustavé spojené s urcitym objemem plynu vidime fotony z fotosféry posunuté
smérem k Cervené oblasti spektra. Obrécené to znamenad, ze v soufadné soustavé spo-
jené s fotony je stfed spektralni ¢ary v expandujici obalce posunut smérem k modré
oblasti. Diky tomu je plyn schopen absorbovat vice fotony posunuté do modré oblasti
v porovnani se statickou atmosférou — fotony s vyssi frekvenci. Aplikaci vztahu pro

dopplerovsky posuv
n. v]

I — 14+ — 1
v V0|:—|—C (3.19)

dostavame pro funkci profilu vztah

¢ (” — _Ail”f/c)""’) _ (:c . %) . (3.20)
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S pouzitim pfedchozich zavéri muzeme vyjadfit zafivou silu

KeF

Grad = gré(d(r) + ggd(’) = r+

3 ’%’”AVD%/ & (x - ﬂ) L(r,n)ndw dz (3.21)
m To=—c/vsp,

Uth,

s pfislu$nou zaménou spodni integraéni meze xy = —c/vy,. Zatim jsme stale v naich
uvahéch pocitali jak s absorpci, tak rozptylem fotonu. Pro dalsi postup pouzijeme
rovnici pfenosu zareni

dr,
Y — 1, ” 3.22
dr, 5 ( )
kde 7, znaci optickou hloubku v ¢are definovanou vztahem
7, (r) = / (") ko (1) (x - ﬂ) dr', (3.23)
ry Uth,

Formalni feSeni rovnice pfenosu zafeni (3.22) muZeme psat ve tvaru

I, = I%exp(—7,) + /OTU S;(t,) exp [— (1 —t,)]dt,, (3.24)

ktery se sklada ze dvou ¢lenti. Prvni ¢len — vyjadfujici exponencidlni ttlum zafeni,
odpovida absorpci, druhy ¢len — diftzni, v sobé zahrnuje rozptyl zafeni. Problema-
tika rozptylu v teorii pfenosu zaieni je velmi obtiZzna a jeho zahrnuti je numericky
velice naro¢né. V naSich vypoctech proto pro jednoduchost predpokladejme Cistou
absorpci. Tedy proces, pri kterém je foton urcité frekvence absorbovan a iont piejde
do excitovaného stavu, ze kterého je deexcitovan srazkou. Dojde k destrukci fotonu,
energie fotonu je pfedéna plynu a dochézi k jeho termalizaci. V praxi je ovSem situace
odlisné, vétsina zafivych prechodi ma kratkou dobu Zivota a foton je znovu vyzéien,
dochazi k jeho rozptylu.

O nékterych aproximativnich moznostech, jak zahrnout rozptyl zafeni do vypocti,
se jesté zminim v nasledujicich kapitolach. V piipadé ¢isté absorpce neuvazujeme
druhy ¢len z formalniho feSeni. Pro intenzitu zafeni v dané ¢afe muzeme psat

I(r,n,x) = 1,(r,n)exp (—7,(r,n,z)). (3.25)

Predpokladame, ze foton vychazi z bodu ry. Dale, pokud paprsek m prochézi foto-
sférou plati I,(ry, m) > 0, pokud paprsek neprochazi fotosférou je okrajové intenzita
nulova. Timto mame specifikované spodni okrajové podminky pro intenzitu I, (ry, n).
V nésledujicich vyrazech pouZiji pro okrajovou intenzitu zkraceny zéapis 0. Vyraz
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<L

jadro hvézdy

Obrazek 3.1: Geometrické znézornéni jednotlivych veli¢in vystupujicich v integralu
pro vypocet zafivého zrychleni. Jadrem hvézdy rozumime fotosféru danou polomérem
hvézdy R..

pro optickou hloubku (3.23) dosadime do forméalniho FeSeni rovnice pfenosu zéafeni
v piipadé &isté absorpce (3.25) a dosadime do vzorce pro zafivou silu (3.21)

F
Grad = KIT + ggd (3263)

Ko, o n.v
950 =) TAVDj{/_OO o) (az — v—th) I’n x (3.26b)

cfon (- [ et (- 22) )] v

Geometricka podoba situace véetné znazornéni jednotlivych diferencidlnich elementi
je znazornéna na obrazku (3.1). Je tieba jesté upozornit na rozsiteni spodni integraéni
meze z puvodni hodnoty o = —c/vy, na minus nekoneéno. Chyba, které se timto
dopoustime je zanedbatelné malé, uvazime-li koneény rozsah opacity v ¢are v celém
spektru vinovych délek. Abychom lépe pochopili fyzikalni vyznam vyrazu (3.26b), je

Hydrodynamika obalek horkych hvézd 41



3.3. SOBOLEVOVA APROXIMACE 42

druhy ¢len rozdélen na dvé ¢asti. Prvni ¢ast

Z ’%AVD%/OO i’ (x B M) °ndwdx (3.27)

Uth,

tika, kolik zafeni mize byt absorbovano v bodé r a druhé c¢ast

exp <— / o(F )i (1) <x _ %) ,dr') (3.29)

kolik zafeni dorazi z bodu ry do bodu r. Na zavér je t¥eba upozornit, ze vysledny
vyraz byl odvozen za predpokladu zanedbatelného rozptylu.

3.3 Sobolevova aproximace

V pfedchozim odstavci jsme odvodili tvar zafivého zrychleni pro piipad ¢isté absorpce.
Vyraz pro zafivé zrychleni (3.26) lze Fesit numerickou integraci. Vlastni integrace je
vSak pomérné numericky naro¢né a zvysuje naroky na vypodcetni ¢as, protoze je tieba
zvolit dostateéné hustou frekvenéni a prostorovou sit k rozliseni tepelnych pohybi.
Naproti tomu thlova integrace pies thly je diky symetrii problému velmi jednoduché
a sta¢i nejvyse dvoupaprskova aproximace. Vzorec (3.26) lze v8ak jesté vice zjedno-
dusit s vyuzitim Sobolevovy aproximace (Sobolev, 1957) na vyraz zéavisejici pouze
na lokalnich vlastnostech média. Diky tomu lze uSet¥it vypocetni naroky problému,
stanovit aproximativni analytické vzorce, nap¥iklad rychlost ztraty hmoty M, a tak
prispét k lepsimu porozumeéni dynamickych aspektt hvézdného vétru.

V Sobolevové aproximaci lze funkei profilu ¢(z) nahradit Diracovou d(x) funke.
Pokud je makroskopicka rychlost vétru mnohem vétsi nez rychlost tepelného pohybu
v > vy, a zaroven je material hvézdného vétru silné urychlovan, mizeme predpokla-
dat, Ze foton frekvence odpovidajici ptislusné spektralni ¢afe je absorbovan v pro-
storové velmi tizké oblasti, nazyvané Sobolevovou nebo také resonan¢ni zéonou. Mimo
tuto tizkou oblast je dopplerovsky posun daného fotonu piilis velky ¢i naopak maly a
jeho absorpce v dané absorpéni ¢afe je tak znemoznéna. V této tizké oblasti mizeme
pokladat hydrodynamické veli¢iny p, dv/dr i extinkéni koeficient x,, za konstantni a
muzeme tyto veli¢iny umistit pfed integral. Dale pfedpokladejme, Ze skalarni funkce,
dana skalarnim sou¢inem n.v(r) je monotoénni, coZ ndm umozni provést prechod od
prostorové proménné r’ k frekvenéni proménné z’

¥ o= x-— n.;}/(r) (3.29)
' = —dlnv(r) = —2AmvOldr __ aVinv(n)]dr g g

Uth, Uth
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kde jsme vyuzili faktu, Ze dr = ndr’. Ve vysledném vyrazu pro diferenciél se objevil
gradient rychlosti, ktery je kli¢ovou slozkou tvaru zafivého zrychleni v Sobolevové
aproximaci a tvoii fundamentélni veli¢inu v teorii zafenim hnaného hvézdného vétru.
S pouZitim vySe zminéné transformace upravime vyraz pro optickou hloubku (3.23)

— " _ n.v(r) r Hmp Uth
T, = /{mp(r)/o 0 (x . ) dr' = "y Inv( / d(x (3.31)

s pfislusnou transformovanou dolni mezi ¥ a horni mezi 7z, integralu. Uvazime-li,
7e mezi oblasti emise fotonu a rezonancéni oblasti je vzdalenost ekvivalentni mnoha
tepelnym §itkdm Zy > 1, mizeme horni frekvenéni mez 7, extrapolovat na nekone¢no

Po dosazeni piislusnych transformovanych veli¢in do vyrazu pro zafivou silu (3.26)
dostavame integral

95, = Z%AI/D% [S/ &(T) exp (—7'0/ 5(3:')d3:') dz ndw, (3.33)

K(2)

ktery lze Tesit analyticky. Je tfeba poznamenat, Ze lze tento postup provést pro libo-
volny tvar funkce profilu, pokud je zaru¢ena platnost Sobolevovy aproximace. Sym-
bolem K(x) jsme pro vétsi prehlednost oznaéili integral

_ /_ Z 6 (i) exp (—TO / h 6(x')da:’) dz, (3.34)

ktery budeme posléze upravovat a 7y znaci optickou hloubku v Sobolevové rezonanéni
oblasti — Sobolevovu optickou hloubku

Fom (1) (1) Vs

n.V [n.v(r)] - (3:35)

Vztah pro Sobolevovu optickou hloubku miizeme také zapsat v trochu jiné formé.
Pomér vy, / (n.V [n.v(r)]), ktery mé rozmér délky, ozna¢ime jako Sobolevovu délku

Uth,

Lo = PRaTYTeIL (3.36)

Urcuje délku, na které je rychlost kontinua v urychlena o lokalni tepelnou rychlost
iontu vy,. S pomoci Sobolevovy délky prepiSeme definici Sobolevovy optické hloubky

To = "impLsob- (337)
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Na Sobolevova délku se lze divat také tak, Ze oddéluje mikroskopické procesy od
makroskopickych. Presnéji feceno, v Sobolevové aproximaci se ¢arové zafivé procesy
déji na typické skale Sobolevovy délky L., zatimco hydrodynamické procesy (tedy
makroskopické) se odehravaji na typické skale délek L;,q ~ v/(dv/dr). Srovnani
téchto dvou 8kil nam dava piedstavu o platnosti Sobolevovy aproximace, v ramci
Sobolevovy aproximace musi platit Lg., << Ly

V nejjednodusim piipadé, kterym je sféricky symetricky vitr v aproximaci bodové
hvézdy, 1ze vyraz n.V [n.v] ve vzorci pro Sobolevovu optickou hloubku (3.35) zapsat
[viz (B.10)]

dr
~ ' 3.38
) = Fomprin (3.38)
S pomoci elegantni substituce (detaily viz Castor, 1974; Owocki & Rybicki, 1984)
AD(z) = ¢(2)di D7) = / 6(z)da (3.39)
s asymptotickymi mezemi
P(00) =0,P(—00) =1, (3.40)
pfevedeme integral (3.34) na jednoduchy tvar
1
1 — _
K(z) = / 4 (z) exp (—ryd(z)) = L= P L=T0). (3.41)
0 7o

Analyzou vztahu (3.41) uréime jeho hodnotu pro limitni pfipady optické hloubky. Pro
malé hodnoty optickych hloubek, 7y < 1 dostavame limitni vyraz'

1— _
lim 1= exp (=) = lim exp (—79) = 1, (3.42)

T0—0 70 T0—0
naproti tomu pro velké hodnoty optickych hloubek 75 > 1, obdrzime limitni vyraz

lim =20 1 (3.43)
T0— 00 T0 T0
Oba vyrazy maji ndzornou interpretaci, pro opticky tenké ¢ary je interakce natolik
slab4, ze foton projde prakticky celou absorpéni oblasti, zatimco v piipadé opticky
tlustych ¢ar je foton absorbovan v tzké vrstvé absorbujictho plynu a dal se jiz nedo-
stane. V Sobolevové aproximaci dostavame pro slozku zafivé sily (3.26b) odpovidajici
¢arovym procesiim pouze pro jednu ¢aru m obecny vztah

1— _
g", = " Ay f ndw {M] . (3.44)
C

To

'Pro Gpravu vztahu jsme vyuzili L’Hospitalovo pravidlo
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Povsimnéme si detailnéji zavislosti na Sobolevové optické hloubce 7y. Sobolevova op-
tickd hloubka je diky vyrazu n.V[n.v(r)| silné zavisla na thlu mezi vektorem makro-
skopické rychlosti kontinua v(r) a jednotkovym vektorem ve sméru zafeni n. V zafe-
nim hnaném hvézdném vétru je tak pritomna silnd nelinearni vazba, kdy vektorové
pole v je uréeno rovnicemi zafivé hydrodynamiky, kde hlavni hybnou silou je zafiva
sila (3.44), pfitemz zafiva sila (3.44) sama je urena geometrii proudnic. To ¢ini tento
problém velmi nelinedrnim a numericky komplikovanym. V souladu s ¢lankem Castor
et al. (1975) budeme opét uvazovat zjednoduseny sféricky symetricky vitr, ve kterém
se fotony §it{ pouze v radidlnim sméru. Sifent fotont pouze v radidlnim sméru je ekvi-
valentni §ifeni zafeni z bodového zdroje. Zarivé zrychleni ma pak v této aproximaci
pro danou spektralni ¢aru m tvar

Vi Lyvgnkim 1 — exp(—To)

raa(1) = — 55 - : (3.45)

kde L, je monochromatick4 luminosita hvézdy. V ptipadé opticky velmi slabych ¢ar,
pro které plati 7o < 1, dosazenim limitniho vztahu (3.42) obdrzime vyraz
VmLuvthK’m
h=—) 3.46
Gtk 47_”,,202 ( )
zatimco pro limitu opticky tlustych ¢ar 7y > 1 analogicky dosazenim limitniho vztahu

(3.43) dostavame vyraz
VL, du,

g = (3.47)

Ampr2c dr

S pomoci pfedposledniho vyrazu (3.46) muZeme upravit vztah (3.45) na koneény tvar

1 —exp(—7)
70

9raa(T) = G (3.48)

pro zarivé zrychleni v Sobolevové aproximaci a pro piipad sféricky symetrického
hvézdného vétru se zairenim z bodového zdroje.

3.4 Aproximace souboru spektralnich car

V predchozim odstavci jsme odvodili pomérné jednoduchy vztah pro vypocet zatrivé
sily g/ny v disledku interakce se spektralni ¢arou m v Sobolevové aproximaci. Cel-
kova zariva sila pisobici na element kontinua hvézdného vétru je vSak dana interakci
s velkym mnozstvim spektralnich ¢ar

Grad = Zg:gd' (3.49)
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Pro prakticky vypocet je nutné provést soucet pres vSechny mozné ¢arové piechody.
To vyzaduje spocitat stupen ionizace a excitace pro velké mnozstvi energetickych hla-
din mnoha raznych prvku a néasledné pro kazdy mozny prechod spocitat Sobolevovu
optickou hloubku. Naroky na vypocetni kapacitu jsou tak piili§ vysoké. Navic, hyd-
rodynamické vypocty jsou také velmi naroc¢né z hlediska vypocetniho ¢asu. Celkové
pozadavky na vypocetni kapacitu tak lezi na samé hranici soucasnych technickych
moznosti. Je tedy tfeba vypocet celkové zarivé sily aproximovat a tak podstatné
zjednodusit. V nésledujicich pasézich budeme sledovat stejny postup nacrtnuty au-
tory CAK teorie v préaci Castor et al. (1976), s pfihlédnutim k pracim Abbott (1982a)
a Abbott (1982b). Zakladni pfedpoklady v CAK teorii jsou

e Jednotlivé spektralni ¢ary hvézdného vétru se vzdjemné nepiekryvaji

Kazdy foton interaguje s hvézdnym vétrem pouze jednou, zanedbavame vicena-
sobny rozptyl

Hvézdny vitr je sféricky symetricky

e Pro zafeni z hvézdy lze pouzit aproximaci bodového zdroje

Magnetické pole a viskozita jsou zanedbatelné
e Plasmu tvorici hvézdny vitr lze povaZzovat za kvazineutralni s nulovymi proudy

Musime uvéazit, ze prvni ani druhy predpoklad, ktery jsme pouzili neni p¥ili§ realny.
Rozdéleni jednotlivych spektralnich ¢ar neni homogenni, nékteré frekvenéni tiseky ob-
sahuji pouze maly pocet ¢ar, které pFispivaji do za¥ivého zrychleni vétru (napiiklad
A > 1200 A u hvézd spektralniho typu O) a na druhou stranu, nékteré useky obsahuji
velké mnozstvi ¢ar (pro O hvézdy interval 300 A < A < 600 A), pro B hvézdy interval
(1000 A< X <3000 A) a tak se v disledku Dopplerova posuvu mohou piekryvat.
Podobné je tomu i s druhym pfedpokladem, foton miize interagovat s vice nez jednim
atomem (teoreticky rozbor lze nalézt v ¢lanku Friend & Castor, 1983). Nicméné vy-
sledny piispévek k celkovému z&fivému zrychleni téchto dvou efektt neni podstatny a
tudiz si mizeme dovolit jejich zanedbani. Detailnéjsi rozbor l1ze nalézt v knize Lamers
& Cassineli (1999).

Castor, Abbott, & Klein (1976) provedli detailni vypoéty vysledné zafivé sily g<,
pro velké mnozstvi riznych hodnot teplot a rychlosti hvézdného vétru. Tyto tabulkové
hodnoty potom parametrizovali a jako vhodny parametr zvolili bezrozmérny parametr
"izefvth,pp

L= /v,

(3.50)
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kde (mgef) je referen¢éni hodnota opacity pro rozptyl na volnych elektronech? s hod-

notou Abbott (1982b)

KT = 0.325cm?g 7,

a Uy,p je termdlni rychlost protoni ve vétru s teplotou rovnou teploté hvézdy. Vztah
pro vypocet vy, , je dan
2kpTog

Uth,p =
vy my )

kde kg je Boltzmannova konstanta, T.g je efektivni teplota hvézdy a my je hmotnost
protonu. Tvar parametru neni zcela bezdtivodny, zafivou silu v disledku interakce
s jednou spektralni ¢arou lze pomyslné rozdélit na dvé c¢asti, ¢ast obsahujci mikro-
skopicky popis ¢ary ~ k,, a ¢ast obsahujici informace o dynamické struktufe vétru
~ p(dv,/dr) viz (3.50). Tato ¢ast je pro vSechny &ary stejna. Je tedy rozumné vyjad-
it optické hloubky pro jednotlivé ¢ary pomoci referen¢ni optické hloubky, jez zavisi

pouze na struktuie vétru.

ref

e, tedy zafivého zrychleni v disledku

Zarivé zrychleni potom vyjadrili s pomoci g
rozptylu na volnych elektronech

refF refL*
SEEC) oy

C — refMt: — M(t bl
Grad Ge () c 47T7,QC () (35 )

ref

s referen¢ni hodnotou xI*. Z numericky vypocitanych hodnot pro rizné hodnoty
Temr,log g a elektronové hustoty n. (Abbott, 1982a) vyplyva, Ze mohou byt velmi dobie
aproximovany jednoduchou mocninnou funkci

M(t) = kt™“. (3.52)
Dosazenim mocninné funkce (3.52) do vyrazu pro celkovou zafivou silu (3.51) a's pou-

zitim definice bezrozmérného parametru (3.50) obdrzime vysledny vztah pro zafivou
sflu v CAK teorii

refl—a «
. RTUL (1do,
= — 3.53
Iraa(r) drevd 12 ( p dr ) ’ (3:53)

ve kterém veli¢iny k, o tvoii zédkladni parametry CAK teorie. V tabulce 3.1 prevzaté
z Abbott (1982b) jsou uvedeny jejich hodnoty pro rtzné hodnoty efektivni teploty
hvézdy T.g a gravitacniho zrychleni log g.

2Je t¥eba upozornit, Ze se asto v literatufe miZeme setkat se znadenim referenéni opacity pro
rozptyl symbolem o.. Vzhledem k ustélenosti symbol v teorii pfenosu zafeni se pfidrzime klasického
znaleni opacity k.
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T K] | logg | ne/W [em™3] | & o § | Q/10% | reference
6000 | 0.5 | 6.8.10° 0.018 | 0.502 | 0.055 A
6.8 .10% 0.029 | 0.465 | 0.037 A
.. | 6.8.10" 0.272 | 0.444 | 0.123 A
8000 | 1.0 | 1.7 .10 0.110 | 0.521 | 0.079 A
oo | 1.7 107 0.105 | 0.542 | 0.079 A
.o | 1.7 .10"2 0.108 | 0.555 | 0.024 A
10000 | 1.5 | 3.2.10 0.288 | 0.499 | 0.113 | 1.4 A
- 3.2.10° 0.362 | 0.538 | 0.099 | 1.1 A
.o ] 3.2.10"2 0.370 | 0.540 | 0.102 | 2.1 A
15000 | 2.0 | 1.3.107 0.189 | 0.505 | 0.013 | 1.4 A
... | 1.3.10% 0.253 | 0.511 | 0.020 | 1.1 A
oo [ 1.3.10% 0.945 | 0.517 | 0.092 | 2.1 A
20000 | 2.5 | 3.7.107 0.140 | 0.559 | 0.068 | 1.4 A
.. | 3.7 .10% 0.477 | 0.506 | 0.035 | 1.1 A
.. | 3.7 .10 0.617 | 0.523 | 0.031 | 2.1 A
30000 | 3.5 | 1.0.108 0.093 | 0.576 | 0.022 | 2.2 A
1.0 .10" 0.156 | 0.609 | 0.057 | 0.8 A
.o | 1.0 .10™ 0.571 | 0.545 | 0.018 | 1.4 A
40000 | 4.0 | 1.8 .108 0.051 | 0.684 | 0.041 | 1.7 A
1.8 .10 0.174 | 0.606 | 0.034 | 1.0 A
.o | 1.8.10™ 0.533 | 0.571 | 0.046 | 15.5 A
50000 | 4.5 | 3.1.10% 0.089 | 0.640 | 0.071 | 1.4 A
oo 31101 0.178 | 0.606 | 0.062 | 1.4 A
.. 3.1 .10 0.472 | 0.582 | 0.056 | 4.4 A
20000 0.320 | 0.565 | 0.020 P
30000 0.170 | 0.590 | 0.090 P
45000 0.124 | 0.640 | 0.070 | 2.8 K
50000 0.124 | 0.640 | 0.070 P

Tabulka 3.1: Hodnoty CAK konstant a parametru () v zavislosti na rizné teploté
T.¢ a gravitaénim zrychleni, pro referen¢ni hodnotu st = 0.325 cm?g~!. Pro sesta-
veni tabulky byly pouZity prace: A =Abbott (1982b) modifikované o korekéni faktor
(ne/W)°, P = Pauldrach et al. (1986), K=Kudritzki et al. (1989). Hodnoty parametru
@ byly pievzaty z prace Gayley & Owocki (1994). V nékterych p¥ipadech jsou vidét
rozdilné hodnoty pro stejné teploty.
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Distribué¢ni funkce

Ekvivalentni piistup, jak zahrnout soubor spektralnich ¢ar do vypoctu celkové zativé
sfly ¢<,, je volba vhodné distribu¢ni funkce, popisujici zavislost opacity na frekvenci.
Matematicky lze vyjadiit distribuéni funkci vztahem

% = /ON <LL”V) (s, v)dv, (3.54)

ktery udava pocet ¢ar v intervalu opacit (k,k + dx) na zakladé distribuéni funkce
n, stanovujici pocet spektralnich ¢ar lezicich ve frekven¢énim intervalu (v,v + dv)
s absorp¢nim koeficientem v intervalu (x, k + dk) a statistickou vahou (L,v/L,), od-
povidajici intenzité ¢ary a poctu spektralnich ¢ar N. S pomoci detailnich vypocti
provedenych na velkém poctu car lze ukézat, Ze distribu¢ni funkci je mozné aproxi-
movat linearni funkei (viz Abbott, 1982a; Puls et al., 2000) majici tvar

AN = = <E)H dk. (3.55)

Ro \ ko

Vidime, Ze v8echny spektrilni ¢ary jsou popsany pomoci dvou parametri, CAK para-
metru « a nového parametru kg, jehoZ vyznam bude vysvétlen pozdéji. Pro stanoveni
celkové zafivé sily vyjdeme ze vzorce (3.45) pro zafivou silu spektralni ¢ary m v So-
bolevové aproximaci. Celkova zafiva sila bude dana sou¢tem pies vSechny ¢ary m

Lv UmLy,\ 1 — exp(—r
ot = D= s 2o (0) T 099

47rr2c? To

Vztah pro zafivou silu (3.45) jsme upravili rozsifenim vyrazem L,/L,. Celkovou za-
fivou silu potom dostaneme nahrazenim sumace integraci pies opacitu z vyrazu pro
celkovou zafivou silu (3.56) v Sobolevové aproximaci vynasobeného distribuéni funkei

L. /1 —exp(— 2-a
e L [ () (9 s
0 K

4mr?c? To

Pro integraci pfes elementarni opacitu nejprve dosadime Sobolevovu optickou hloubku
7o podle definice (3.37)

To = KpLsob,

nasledné vsechny konstanty umistime pred integral a vyraz upravime

L.v o 1 — exp(—rpLsob)
c _ HxUth . (1-e) a—1 P PLSob d
Jrad = 220 /0 " ( KpLson ) "
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Pro dalsi ipravu usmérnime integrand vyrazem (pLson)” / (pLsob)” @ vhodnym uspo-
fadanim pfepiseme integrand pomoci Sobolevovy optické hloubky 7y (znac¢enou v dalsi
Casti textu jako proménna ¢ = 7y s diferencidlnim elementem dt = pL,,dk),

L.v _ *
c «*Uth  (1—a) —a a—2
05 = ot o)™ [ 1 = expl )i

Integraci pfes proménnou ¢ lze provést analyticky a to metodou per partes

{_ 1 1—exp(—t)r’

/000 t*72(1 — exp (—t))dt =

/00 t* Lexp(—t)dt. (3.58)

7 prvniho vyrazu je patrné, Ze je roven nule, zatimco druhy vede ke Gamma funkci,
definované

[(x) :/ exp(—t)t*1dt. (3.59)
0
V naSem pfipadé mizeme druhy ¢len s upravit s vyuzitim (3.59) na
1 < IN{))
t* Lexp(—t)dt = : 3.60
o [ e e = 112 (3.60)

Vyraz pro zéafivou silu zahrnujici v sobé cely soubor spektralnich ¢ar ma po téchto
vypoctech tvar

c F(Oz) L*Uth (1—a)

Irad = (1 — a)4dmr2e2 ™

Tento tvar lze jesté upravit, uvazime-li, ze ko mé rozmér absorpéniho koeficientu. Po-
tom vyraz ropLs,, muzeme povazovat za Sobolevovu optickou hloubku 7y pro hypo-
tetickou ¢aru s absorp¢énim koeficientem rovnym kg a vzorec pro zafivou silu mizeme
prepsat

(pLSOb)ia . (361)

D(@) movmLe . o _ T(a) (rovm) * L (ldvr>a, (3.62)

I= p dr

C —
Goaa(r) = (1—a) 4rc2r? ° (1—a) 4dnc®2 12

Vztah mezi CAK parametry k, a a parametrem kg je

1—a 1/(1—a) c 1/(1—a)

f -

=k, |k 3.63
Ko = K, ( ()) (Uth) 5 (3.63)

nebo v parametrech modelu ¢astéji pouzivany tvar

1/(1-a) a/(1-a)
KoUth 11—« c rof
= k—— — . 3.64
c ( Nm) <m) e (3:64)
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Je tifeba dodat, Ze v novéjsi literatuie a ¢lancich se ¢asto setkAme misto obvyk-
lych CAK parametria {«, k} s parametry {Q,a}. Bezrozmérny parametr @), ktery
je amérny metalicité hvézdného vétru, zavedl Gayley (1995) a jeho velikost je uve-
dena také v tabulce 3.1. Vztah mezi klasickym CAK parametrem £ a parametrem )
je

A (”ﬂ>aQ1—a. (3.65)

1—-a\e¢

Korekéni faktory CAK teorie

Pres nesporné tspéchy CAK teorie ve schopnostech vysvétlit zakladni pozorované
charakteristiky hvézdného vétru se zahy objevily nékteré rozpory vzhledem k po-
zorovanym faktiim, zejména pozorované konec¢né rychlosti vétru v,, a z pozorovani
nepiimo odvozené rychlosti ztraty hmoty M,,,s. Prvnim diskutabilnim bodem CAK
teorie jsou nékteré pfiilis zjednodusujici predpoklady, napiiklad bodova aproximace
hvézdy ¢i zanedbani zavislosti zafivého zrychleni na stupni ionizace ve hvézdném veé-
tru. VI1iv téchto efektu byl zahrnut do korek¢nich faktori CAK teorie. Prvni korekéni
faktor zavedl Abbott (1982a), ve kterém charakterizoval zavislost zafivého zrychleni
na stupni ionizace a excitace ve hvézdném vétru vztahem

ﬁmmwwm~(&%), (3.66)

ktery obecné zavisi na hustoté elektronu n. a geometrickém diluta¢nim faktoru

W(r) = % 1=y f1- (§)2 | (3.67)

r

Zminéné zavislost méa jednoduchou interpretaci, efektivita procesu fotoionizace v dané
vzdalenosti r zavisi na toku zafeni z hvézdy v daném misté, tedy proporcionalné na
W (r), kdezto proces rekombinace je imérny elektronové hustoté n.. I tento faktor lze
aproximovat mocninnou funkei, podobné jako v pfipadé klasickée CAK teorie (3.52).
Vysledny vyraz pro M (t) tak ma tvar (viz Lamers & Cassineli, 1999)

M(t) =kt~ (%)5, (3.68)

kde & doplituje sestavu fundamentalnich konstant CAK teorie a faktor 10~!! m4 roz-
mér [cm?]. Pro hvézdny vitr O a B hvézd se hodnota konstanty pohybuje v intervalu
(0.02 — 0.2). Vysledny korekéni ¢len fi,, je dan vztahem

J@:(%%$f. (3.69)
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Typicky pribéh zavislosti korekéniho faktoru fi,, na vzdalenosti od stfedu hvézdy r
je znazornén v grafu (3.2). Vyraz pro zafivé zrychleni v CAK aproximaci (3.53) tak
roz§ifime o korekéni faktor (3.69).

refl—a —11 ) o
Ky L, (107"n, 1dwv,
ggd('r’) = k<7W('r) ) ( ) ) (3.70)

dmevs r? p dr

Dalsim vyznamnym zpiesnénim CAK teorie bylo zahrnuti efektu kone¢ného disku
hvézdy. V klasické CAK teorii pfedpokladame, ze zafeni vychazi z bodové hvézdy,
coz v blizkych vzdalenostech od hvézdy zjevné neplati. Misto této aproximace bu-
deme predpokladat pouze radialni rychlostni pole a pfipustime existenci neradiélnich
paprski. Vyraz pro (3.35) lze za tohoto pfedpokladu upravit dosazenim podle (B.14)
na 5
20Uy 2\ Ur
sVsv=y o + (1 —p7) e (3.71)
Vyraz (3.71) dosadime do vztahu pro zafivou silu v Sobolevové aproximaci, zahrnujici
v sobé cely soubor spektralnich ¢ar pomoci distribu¢ni funkce, a to pro sférickou
geometrii problému (3.62). Za pfedpokladu rovnomérné jasného disku lze odvodit
analyticky vyraz pro korekéni faktor (detailni postup vypoétu je uveden v (C.11))

(1 + 0_)04-1—1 - (1 + O_lu*g)oﬂrl

fn s e D — D)+ 1)

(3.72)

Predpoklad rovnomeérné jasného disku je nerealistickym meznim pfipadem, ve sku-
tecnosti je tfeba pii vypoctu uvazit okrajové ztemnéni disku. Na zakladé této tivahy
lze ¥ici, Ze korekce fs, je trochu nadhodnocena.

Zafivé zrychleni zahrnujici obé vySe uvedené opravy (3.69), (3.72) je dano vztahem

refl—a o
© L 1dv
C e * T
= fonfion-o— ok = 3.73
grad(r) fﬁ f 47_‘_01}% r2 (p dr ) ( )

s vyuzitim tradi¢niho CAK tvaru (3.53), nebo vztahem

T(a) (kovw)' ™ Ly (1du,\"
— | - 3.74
l—a 4nc2 12 \pdr /)’ (3.74)

grca;d(r) = fﬁnfion

s vyuzitim ekvivalentniho tvaru zarivé sily stanoveného z distribu¢ni funkce pro bo-
dovou hvézdu (3.62).

Hydrodynamika obalek horkych hvézd 52



3.4. APROXIMACE SOUBORU SPEKTRALNICH CAR 53
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Obrazek 3.2: Priibéh korekéniho faktoru fi,n, CAK teorie zahrnujiciho efekt kone¢ného
disku hvézdy a korekéniho faktoru fion zahrnujiciho efekt ionizace a excitace ve hvézdném
vétru v zavislosti na vzdalenosti od hvézdy r[R.]. Byl pouZzit model hvézdy M, = 42 Mg
R+ =19 Ry Tog = 42000 K a s hodnotou CAK konstant o = 0.72, £ = 0.107 a 6 = 0.089.
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Kapitola 4

Hvézdny vitr

4.1 CAK reSeni stacionarniho vétru

Zname jiz tvar zarivé sily a jeji zavislost na hydrodynamickych proménnych. Bu-
deme zkoumat dynamické disledky tohoto nového ¢lenu, nasim cilem bude nalézt
jednoduché analytické feSeni. Uvazujme proto stacionarni feSeni Eulerovych rovnic
zatfivé hydrodynamiky a pro jednoduchost predpokladejme sféricky symetricky vitr,
ve kterém probihaji pouze izotermické procesy. Shrneme vychozi pfedpoklady

e Stacionarni - na ¢ase nezavislé feSeni
e Sféricka symetrie problému
e Platnost Sobolevovy aproximace

e Izotermické procesy

Do vypoé¢tu nezahrnujeme korekéni faktory (3.69), (3.72). Vyjdeme z Eulerovy rovnice
pro tento piipad (2.21), s tvarem zafivé sily (3.53), ve které za gravita¢ni zrychleni
g« dosadime efektivni gravita¢ni zrychleni (3.12) zahrnujici v sobé efekt rozptylu na
volnych elektronech

2 AN
, a®, GM,(1-T.) C /(v
v, = —;p S R + 2\ ) (4.1)
kde konstantou C' jsme oznagcili vSechny nehydrodynamické veli¢iny
-«

(Kjref)
C=k——1L, 4.2
4rcog,© (4.2)

Rovnice mizeme dale upravit s vyuZzitim zakona zachovani hmoty pro sféricky syme-
tricky pripad .
M = 4mp(r)v,r* = const, (4.3)
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ze kterého dostavame zderivovanim obou stran rovnic podle radidlni soutfadnice r
vztah oy
v
p=-p (—7" + —) - (4.4)
Vp T
S vyuzitim vztahu (4.4) dosazenim za p’ upravime rovnici (4.1) na tvar

2 2 GM* C I\ @
0 (1 - a_2) L . = (”—) . (4.5)

vy r r2 P

V dalsim postupu zanedbame ¢len a?/r a ¢len a?/v,2, které odpovidaji zvukovym

vlndm o
VUL, = ——GM*<12 L) + 92 (U—) (4.6)
r r2 \ p
a které jsou podstatné pouze v subsonické oblasti hvézdného vétru. Vzhledem k faktu,
7e sonicky bod se naléza velmi blizko povrchu hvézdy, je tato oblast velmi malé&
(Lamers & Cassineli, 1999).

V jiz zminovaném ¢lanku CAK teorie Castor et al. (1975) autofi ukazali, ze tato
diferencialni rovnice ma nekoneéné mnoho feSeni, které muzeme rozdélit na dvé cha-
rakteristické t¥idy feSeni s malou a vysokou akceleraci oznacované v dalsim textu jako
“pomalé” a “strmé”. Autofi ¢lanku dale argumentuji , Zze hvézdny vitr se adaptuje na
kritické feSeni, které spojité prechazi z pomalého fesSeni do strmého. Pfesnéji feceno,
zatind ve fotosfére jako nejrychlejsi mozné feSeni z mnoziny pomalych feSeni, které
zatinaji ve fotosféfe a konéi v nekoneénu. Kritické feSeni dale protina urcity kriticky
bod . (4.12) a hladce pfechazi do nejpomalej$iho feSeni z mnoziny strmych FeSeni,
které zaCinaji v nekone¢nu a kond¢i v sonickém bodé. Z celé mnoziny feSeni mé pravé
kritické feSeni maximalni ztratu hmoty. Jejich argumentace pro stacionérni vitr je za-
lozena Cisté na matematickych vlastnostech FeSeni, pfedevsim spojitosti feSeni (véetné
prvnich derivaci) v kazdém bodé. Otézkou ziistava, jak se k tomuto FeSeni hvézdny
vitr propracuje dynamicky. Jinymi slovy fe¢eno, pro¢ je na§ ¢asové zavisly hydrody-
namicky koéd schopen modelovat CAK feSeni. Predpokladana hypotéza spociva na
existenci dynamického atraktoru, kterym je kritické CAK feSeni.

Upravenou rovnici (4.6) vynasobime r?, upravime zlomek ve vyrazu pro zafivou
silu rozsifenim 47r? a nakonec upravime na koneény tvar

4 [e%
r*vv. = ~GM,(1—-T,) +C (MW) (rv,ul)*. (4.7)

V posledni tipravé jsme vyuzili vztahu pro rychlost ztraty hmoty ve sféricky symetric-
kém pifpadé (4.3). Provedenim substice v’ = r?v,v) dostavame algebraickou rovnici
pro u’

4 (0%
u' — C(MW) '+ GM,(1-T,) = 0. (4.8)
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45 - cos WL _ -

35

15F -

Obrazek 4.1: Graficky znézornéné feseni algebraické rovnice (4.10), kterd reprezentuje CAK
hvézdny vitr s pfedpokladem zanedbatelné rychlosti zvuku. Vidime, Ze pro volbu rychlosti
ztraty hmoty M vétsf ne# je hodnota Mcax odpovidajict kritickému FeSeni, Fefenf neexis-
tuje, zatimco pro hodnoty mensi nez je tato hodnota, existuji feSeni dveé. CAK feSeni tak
reprezentuje kriticky pfipad s jednim feSenim a maximalni ztratou hmoty.

Grafické feSeni této rovnice je znazornéno na obrazku (4.1). Je tfeba upozornit, Ze pro
zjednoduSeni grafické analyzy byla rovnice nejprve podélena vyrazem GM, (1 —T';)

u/

C 4\ o
GM.1-T.) GM.(1-T.) (ﬂ) u+1=0 (4.9)

a nésledné preznacenim w’ — u'/(GM,(1 —T'.)) upravena na tvar

w' — Kw'* +1=0, (4.10)

s novou konstantou K danou vztahem

K =

47TGM*> (4.11)

GM*(f— r.) ( M

Z nekonené mnoha FeSeni rovnice (4.8) vybereme kritické feSeni, jediné feSeni, které
spojité prechazi z subsonické ¢asti do supersonické. Z matematického hlediska kritické
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CAK fteSeni prochézi kritickym bodem r.. Kritickym bodem funkce nazyvame bod,

pro ktery plati podminka
oF
S 0, (4.12)

kde funké¢ni zavislost E(w’) je dana pravou stranou rovnice (4.10)

Ew')=w - Kuw" + 1. (4.13)
Provedenim derivace s pouzitim (4.13) podminku (4.12) upravime
1=auw* 'K, (4.14)

Rovnice (4.14) spolu s rovnici (4.10) tvofi soustavou dvou rovnic, jejichz FeSenim a
postupnou tpravou ziskdme kritické feSeni w.. S pomoci rovnice (4.14) vyjadiime
z rovnice (4.10) konstantu K
w 41
K=——. (4.15)

w'™

Zpétné dosazenim do rovnice (4.14) a jeji upravou

W — (4.16)

dostavame vztah pro kritické feSeni (indexem c jsme oznadili kritické FeSeni). Dale
dosazenim kritického FeSeni (4.16) zjistime hodnotu kostanty K pro kritické reseni

wh+1=Kuw", (4.17)
coz po upravé vede k hodnoté
1 — a—1
e i) (4.18)
(){CM

7Z velikosti konstanty K urc¢ime také rychlost ztraty hmoty pro kritické feSeni pouzitim
rovnice (4.11)

B L (nGM.(1—T.))"
Arevy  GM(1-T.) Me

= o (1 —a)*! (4.19)

a postupnou tupravou rovnice (4.19) obdrZime

Y 4 (GML(1 = T )@V o1 — o)V

1/e Vth (1-a)

(kL)

ket (4me)

M =

(4.20)
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Vysledny vyraz mizeme jesté usmérnit zlomkem (a'/*) / (a'/*) a upravit tak (4.20)
na tvar kompatibilni s knihou (Lamers & Cassineli, 1999, rovnice 8.108)

] 1/a . 1/a 1/a
Y " (“) (1 O‘) (m)l/Of(E) GM,(1 =T )@/ (4.21)

rrefug, \4m o c

Je t¥eba dodat, Ze v naSem vyrazu neni ioniza¢ni korekéni ¢len (3.69), ktery nebyl pfi
odvozovani zahrnut. Diivod je prosty. Na samotném odvozeni (4.21) tento ¢len nic

neméni a lze tedy tuto opravu zahrnout dodatec¢né. Vratime se ted zpatky k rovnici
(4.16). Rovnice

GM,(1-T,
r2vul = ( Ja (4.22)
1—«
nebo piepsana pomoci diferencialu
GM,(1-T.)ad
vdv,. = ( Jordr (4.23)

1—a r2’

ma jednoduché analytické FeSeni, popisujici zavislost rychlosti hvézdného vétru na
vzdélenosti od povrchu hvézdy v(r). Nejprve diferencialni rovnici (4.23) zintegrujeme
od hvézdného poloméru R, do vzdalenosti r od povrchu

W2(r) — v(R,) = 281 = Te)a <i - 1) | (4.24)

l—« R, r

Vyuzijeme-li faktu, Ze jiz pro malé vzdéalenosti od hvézdy je rychlost vétru v, (r)
mnohem vétsi nez rychlost vétru ve fotosfére v,.(R,), dostavame jednoduchou tpravou

vztah
[, GM,(1-Ta (1 1
v, = \/2 L (R* — r) pro  v.(r) > v.(R.). (4.25)

V literatufe se ¢asto vztah (4.25) vyskytuje v zobecnéné formé

1 1

kde konec¢na rychlost vétru v, je dana vztahem

Voo = (QGM*(l - Fe)a)ﬁ. (4.27)

1l -«

Vztah (4.26) je oznafovan jako [(-zakon. Je tieba poznamenat, 7e kritickymi body
v piipadé CAK feSeni jsou vSechny body CAK fteSeni. Toto tvrzeni plyne z rovnice
(4.22), ktera explicitné nezavisi na r a tudiz je splnéna pro v8echny body r CAK
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v [km.s'l]

g [cm.s'z]

2000
1800
1600
1400
1200
1000

800

600 |-

400

200

2500

2000

1500

1000 f

500

Obrazek 4.2: CAK feSeni hvézdného vétru. Pribéh rychlosti v, a zaFivého zrychleni gr.q
v zévislosti na vzdalenosti od hvézdy R/R.. Pro srovnani je v grafu rychlosti vykreslen tec-
kovanou pribé&h unikové rychlosti ves. a v grafu zafivého zrychleni pribéh efektivni gravitace
get- Model hvézdy s parametry M, = 42 My, Rx = 19 Ro, Teg = 42000 K a s hodnotou
CAK konstant o = 0.72, k = 0.107 a § = 0.089.
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feSeni. Degenerace CAK feseni je diisledkem zanedbéni zvukovych ¢lenii a®/r a a®/v,>
v rovnici (4.5). Pii jejich zapocteni se jediny kriticky bod naléza zhruba ve vzdélenosti
dané vyrazem (Lamers & Cassineli, 1999)

3 11—« R.a? !
_°R, . 4.2
re=gkt {H a QGM*(l—Fe)} (4.28)

4.2 Stabilita CAK reSeni

V predchézejicich odstavcich jsme analytickym feSenim hydrodynamickych rovnic ob-
drzeli zavislost rychlosti na vzdélenosti od hvézdy v,(r). V tomto odstavci budeme
analyzovat stabilitu tohoto feSeni, jinymi slovy odezvu systému na malou poruchu
charakteristickych veli¢in. Silnd nelinearni zéavislost zafivé sily g¢,.q na rychlosti v,
miiZe stacionérni feSeni ¢init dynamicky nestabilnim. Z tohoto pohledu ¢asovy vyvoj
nestabilit muze byt zodpovédny za pozorovanou promeénnost a strukturovanost hvézd-
ného vétru, jak bude detailnéji zminéno v néasledujich odstavcich. Prvni prace zaby-
vajici se linearni analyzou stability (Carlberg, 1980; MacGregor et al., 1979 ; Nelson
& Hearn, 1978) piedpovidaly vysoce nestabilni hvézdny vitr, zatimco pozd&jsi vy-
znamn prace Abbott (1980) pfedpovidala stabilni poruchy — zafivé-hydrodynamické
vlny — a odhalila tak fundamentalni zdroj vln v teorii zatfivé hydrodynamiky podobny
akustickym vlndm v klasické hydrodynamice.

Tyto na prvni pohled rozdilné vysledky jsou dany rtiznym aproximativnim pfistu-
pem, zejména ve vztahu k vyjadfeni perturbace zéarivé sily. V prvnim pripadé bylo
pouzito predpokladu opticky tenkych poruch. V takovém piipadé miizeme zanedbat
zmény v optické hloubce a zamérit se pouze na zmény v dusledku dopplerovského
posuvu. V druhém piipadé predpokladal Abbott pro pertubovanou silu platnost So-
bolevovy aproximace. Kone¢nou odpovéd za jakych predpokladu vede porucha k ne-
stabilnimu chovani ¢i naopak ke stabilnim vinadm pak pfinesla prace Owocki & Rybicki
(1984), ve které autofi sjednotili oba p¥istupy a rozsitili platnost zavéra i mimo kla-
sickou line4rni analyzu.

Linearni analyza stability

Vychozi bodem pro nasi analyzu bude soustava rovnic (2.12). Linearni analyzou sta-
bility hydrodynamickych rovnic pro rizné konfigurace problému, se zabyvala cela
fada praci, namatkou lze uvést jiz zmifiovanou knihu Chandrasekhar (1981). Vzhle-
dem k faktu, Ze budeme zkoumat stabilitu systému vuéci porucham a tedy i pfipadné
§iteni vln, budeme predpoklddat dvojrozmérnou konfiguraci problému s valcovou sy-
metrii. Déle pfedpokladejme, Ze dynamické proménné v, p,p, g lze rozdélit na Cést
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odpovidajici ustadlenému feSeni (nulty ¥ad) a malou poruchu (1. ¥ad)

v =w(r)+ov(rg¢t),
p = po(r) +dp(r, ¢,1),
p = po(r) + dp(r, o, 1),
Grad = Grad,0(7, Ur) + 0Grad, (4.29)

kde vektor poruchy rychlosti jv méa v naSem piipadé slozky (dv,, 0, dvy). JelikoZ uva-
Zujeme izotermické procesy, miZzeme pro perturbaci tlaku ze stavové rovnice psat

§p = a*dp. (4.30)

V pfipadé gravita¢niho zrychleni uvazujeme pouze nulty fad. Dosazenim (4.29) do
(2.12) obdrzime obecnou soustavu rovnic pro perturbované i neperturbované veli¢iny.
Nejprve upravime rovnici kontinuity

5 2 5 T 5 T a 5
a(f’oai p) | 2pot p)ﬁv 00U | 0+ 5vr)w + (po + 0p) x
8(”7»0 + 5”7’) ('UG 0+ 5'09) a(pO + 5P) (,00 + 5p) 8(1}9 0+ 5’09)
) ) d == . 4. ].
X o + . 20 + , 96 0. (4.31)

Obdobné upravime rovnice pro hybnost

8vr +5UT avr +5vr
(o + 30) 2000 (4 )+ ) A0
(po + 9p)(veo + dvg) A(vrp + 0v,)  (po + Ip)(vep + dvg)? L d(po + dp)
r or r or
= —(po +3p)g + (po + 6p)(grad + 0graa), (4.32a)
O(vg,0 + 0vp) n (po + 0p)(ve0 + dvg) y

+

6(1}970 + 5’09)

(p() + 5/)) ot + (pO + 5p)(UT + 5UT> or r
2
" O(vg,0 + 0vp) n (po + p)(vr0 + dv;) (Vg0 + Ovg) n a” 9(po +9p) = 0. (4.32Db)
agb r T 67“

Abychom soustavu rovnic popisujicich vyvoj perturbovanych veli¢in co nejvice zjed-
nodusili, budeme uvazovat nékolik aproximativnich pfistupt. V prvni fadé budeme
uvazovat perturbace pouze do prvniho fadu, vyssi ¢leny jsou zanedbatelné malé. Déale
prepiseme rovnice do vztazné soustavy, ktera se pohybuje se zkoumanou oblasti hvézd-
ného vétru. V této vztazné soustavé je rychlost vg o = 0, v, = 0. Dale vyuzijeme WKB
aproximace, tedy predpokladame, Ze zmény neperturbovanych veli¢in jsou zanedba-
telné malé ve srovnani se zménami perturbovanych veli¢in. Kromé jiného nidm toto
umozni zanedbat efekt setrva¢nych sil, které bychom museli zapodcist pii nasi volbé
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neinercialni vztazné soustavy. Aplikovanim téchto aproximaci obdrzime z (4.31),(4.32)
vyslednou soustavu

ddp 00v,.  po Advg

ot + po or + 7 a¢ =0, (433&)
dov, ~ ,00p
Lo ot +a ? = pOégrada (433b)
dovg  a*dbp
Po ot + 78—(25 = 0. (4.33c)

Reseni soustavy téchto rovnic pro neznamé juv,., dvg, 6 p predpokladame ve standardnim
tvaru normalnich médu

ov, exp (i(k,r +m¢ — wt)), (4.34a)
dvg exp (i(k,r + m¢ — wt)), (4.34Db)
dpexp (i(k,.r +mo — wt)). (4.34c)

V nésledujicich analytickych vypoctech se vSak omezime na piipad, kdy muzeme
povazovat lok4dlni médium za ptiblizné planparalelni a pouzijeme kartézské souradnice.
Predpokladany tvar perturbovanych veli¢in pfepiSeme na tvar

dvy exp (i(kx + kyy — wt)), (4.35a)
dvg exp (i(kyx + kyy — wt)), (4.35b)
dpexp (i(kyx + kyy — wt)) (4.35¢)

a rovnice pro perturbované veli¢iny (4.33) s vyuzitim transformacnich vztahta dz = dr
a dy = rdo

ddp oo, 0dvy

= 4.
ot + po 7 + po oy 0, (4.36a)
v, ,00p B
Lo ot +a a—,jl] —poégradu (436b)
dovg ~ ,00p
Lo o +a dy = 0. (4.36(:)

Jak bylo jiz zminéno vySe, zcela zdsadnim krokem pro celou analyzu je urceni velikosti
perturbace zativé sily. Vzhledem k obecné komplikovanému vyrazu pro zéarivou silu,
vychézejicimu z feSeni rovnice pfenosu zafeni, omezime se na aproximativni piistup,
vedouci k analytickym vyrazim. Konkrétné uvazujme, ze zafeni vychazi z bodové
hvézdy a jsou splnény podminky pro Sobolevovu aproximaci pro neperturbované ve-
liciny.
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4.2.1 Abbottovy viny

Nasledujici pasaz byla zpracovana podle prace (Cranmer, 1996). Abbott (1980) ve své
préci déle predpokladal, ze vlnova délka poruch je mnohem vétsi nez Sobolevova délka
0x > L, tedy platnost Sobolevovy aproximace také pro poruchovy ¢len. Zariva sila
v této aproximaci zavisi na radialni vzdalenosti r a na gradientu rychlosti dv,/dz.
Provedeme-li Tayloriv rozvoj ¢y.q jako funkce dv,/dz do prvniho ¥adu, dostavame

i (U — ) 8g]rad
dr Y 9(dv, /dx)

Ovr

(4.37)

dv,
Grad = Grad,0 + 5grad ~ Orad,0 +

dx 0

Z ptedchoziho vztahu (4.37) je patrné, Ze pro poruchovy ¢len v tomto piibliZeni
mizeme psat

dévr 8grad
dz 0(dv,/dx)

Dosazenim za poruchovy ¢len rychlosti dv, z predpokladaného feSeni ve tvaru nor-
méalnich modi (4.35) dostavame pro poruchovy ¢len zafivé sily

5grad = (438)

0

5grad = ika:g;«ad(svra (439)

kde symbolem ¢/ , jsme oznafili derivaci zafivé sily podle gradientu v bodé& v, .
Nyni méme vyjadieny vSechny potiebné veli¢iny i jejich perturbace. Mizeme tedy
dosadit do soustavy rovnic (4.36) vyraz (4.39) a dale dosadit za perturbované veli¢iny
predpokladané feseni (4.35)

poik0v, + poikydvy — iwdp =0, (4.40a)
poi(w + kegl.qg)0v, — a*ik,6p = 0, (4.40Db)
poiwdvg — a*ik,Sp = 0. (4.40c)

Abychom ur¢ili disperzni relaci, vyjadiime si determinant této soustavy

poik, poik,  —iw
D= poi(w+kygnqy) 0 —a’ik, (4.41)
0 poiw  —a’ik,

a standartnimi metodami uréime jeho velikost, kterou polozime rovnu nule
D = w? —wa?(k,” + k%) + glagke(w?® — a®k,%) = 0. (4.42)

Toto je hledana disperzni relace (Abbott, 1980) majici obecné t¥i kofeny, které mohou
byt reprezentovany relativné komplikovanymi vyrazy. V ramci dalSich avah proto
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vvvvvvvv

sméru z) a budeme sledovat vyvoj poruch pouze v téchto privilegovanych smérech.
Pro prvni pfipad budeme uvazovat perturbace pouze v horizontalnim sméru, tedy
k. = 0. Dosazenim do (4.42) dostaneme vztah pro kofeny

W —wa’k,’ = ww®—d’k,*) =0, (4.43)

wy = #d’k,*, wz3=0 (4.44)

a tedy pro fazovou rychlost tohoto médu miizeme psét

Vpt+ = (Z—i = *a. (445)
Y

Vidime, Ze fazova rychlost je rovna rychlosti zvuku, coz odpovida normélnimu ¢isté
akustickému modu. V druhém piipadé budeme uvazovat perturbace pouze ve verti-
kalnim sméru, tedy k, = 0. Opétovné dosazenim dostaneme

w? 4 gl qkew? — a*k 2w = 0, (4.46)
1 1 L
i = ke | S0t 3 (gTd) et W=l (4.47)

Obdobné pro fazovou rychlost dostaneme

wt 1

1 q. 2
_ = Zd 4+ = rad 2] . 4.4

Tyto dva médy w; a w_ popisuji novy nadzvukovy vgi resp. podzvukovy vg_ typ
vln, které se §ifi ve sméru zafeni, resp. proti sméru zafeni. Na rozdil od predchéazejici
situace pro ¢isté akusticky moéd, popisuji tyto mody jiny typ vin - zarivé akustické
viny (Abbott, 1980). Pro obecnou situaci, tedy poruchy §ifici se v neprivilegovaném
sméru k,, k, # 0, lezi vysledna rychlost Sifeni v intervalu daném rychlosti pro ¢isté

akusticky mod a zarivé akusticky podzvukovy resp nadzvukovy mod.

4.2.2 Nestabilita v ¢darami rizeném hvézdném vétru

Jiny pfistup k vyjadieni perturbace zafivé sily pouZili Nelson & Hearn (1978), Carl-
berg (1980) a také MacGregor et al. (1979) . V ném jiz nepfedpokladali platnost
Sobolevovy aproximace pro perturbaci zafivé sily. Pro jednoduchost analyzy nejdiive
pfepiseme vyraz pro zafivou silu (3.26) pro sféricky symetricky piipad radialniho toku
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a striktné radidlntho sméru Sifeni zafeni a pouze pro jednu spektralni ¢aru m, pficemz
vyuZijeme vztah pro zafivou silu v opticky tenké limité (3.46)

Jod = gtk/_ o) (:17 — 5—;) dx exp (—/ p(r" )k (1) (3: - 5—;) dr') . (4.49)

kde L, je monochromatickd luminosita. Autofi vySe zminhovanych praci MacGregor
et al. (1979) a Carlberg (1980) povazovali perturbace za opticky tenké, tedy piedpo-
kladali, ze zmény v optické hloubce od stfedni hodnoty ¢,

to = / ()6 <:1: _ E) dr’ (4.50)

o Uth

jsou zanedbatelné. Perturbace zativé sily g je v tom piipadé vysledek dopplerovskych
zmén v lokdlnim absorpénim profilu (Owocki & Rybicki, 1984). Vyraz (4.49) jesté
transformujeme do soufadné soustavy spjaté se zkoumanou oblasti hvézdného vétru
a pohybujici se radialni rychlosti v, o(r)

%w:gm/ b (2 — (0(r) — vpo(r) o) A X
X exp [—/ﬁmp('r’)/ p(r" ) Em (o (2 — (v.(r") = vp0(r)) /o) dr' | . (4.51)
0
Nyni aplikujeme poruchovy pocet

v (1) = vy o(r) + vy, (4.52)

na vyraz (4.51) s vyuzitim pfedpokladi stanovenych na za¢atku odstavce, konkrétné
zanedbame zmény v optické hloubce a soustfedime se pouze na dopplerovské zmény
v profilu ¢ary.

Grad,0 + 59 = gtk/ d$¢ ["L‘ - ('UT,O + 5vr - 'UT,O)/vth] X exp (—t0($’, 7")) =

[e.e]

= G /OO dzo [x — v, /o] X exp (—to(z, 7)), (4.53)

[e.e]

kde to oznacuje vyraz pro optickou hloubku bez aplikace poruchy (4.50). Abychom
urdili velikost poruchy zafivé sily, provedeme Tayloriv rozvoj funkce profilu ¢(x)
v okoli bodu = do prvniho fddu. Pro hodnotu funkce profilu pak dostavame

o (o= 2 ~ o) - 02 (4.54)

Uth Uth
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Dosazenim rozvoje do (4.53) obdrzime

o0 o0 /x
Grado + 09 = gtk/ o(z) x exp (—to(x,r))dz — 5vrgtk/ (bv(h) X exp (—to(z,r))dx.
—00 —00 t
(4.55)
Pro poruchovy ¢&len zafivé sily 0¢g..q pak ze vzorce (4.55) plyne
o0 /
dg = —5vrgtk/ gbv(x) X exp (—to(z,7))dx. (4.56)
—c Uth
Vyraz dale upravime na kone¢ny tvar
dg = —5vr%/ @' (z) x exp (—to(z,r))dx = Awgdv,, (4.57)
Uth —00
kde symbolem A jsme oznadili redlnou konstantu
A=-— / @' (x) x exp (—to(x,7))dx (4.58)

awy = g /vy, Podobné jako pro pfedchozi pfipad dosadime tvar pro perturbaci zafivé
sily do rovnic (4.36) a pouZijeme piedpokladany tvar FeSeni ve tvaru normalnich modu
(4.35)

poiky0v, + poikydvg —iwdp = 0,

poliw + A)dv, — a*ik,6p = 0,

poiwdvy — a’ik,dp = 0. (4.59)
Zcela analogicky vyjadiime determinant této soustavy

poik, poik,  —iw

D=|p(iw+A) 0 —d%k, (4.60)
0 poiw —a?ik,

a taktéz ur¢ime disperni relaci z velikosti determinantu, kterou poloZime rovnu nule
iw? + Aw? —id’w(k,” + k,*) — Ak,*a® = 0. (4.61)
Tato rovnice m4 t¥i kofeny, dva reilné a jeden imaginarni (Nelson & Hearn, 1978).
Realné koteny popisuji zvukové viny mirné tlumené zafenim, zatimco imaginarni ko-

Fen popisuje exponencidlni nartust poruchy, tedy nestabilni chovani. Aproximativné
mizeme tento kofen ilustrovat, pokud budeme uvazovat, Ze rychlost zvuku se blizi
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limitné nekonecénu, tedy a — oco. Potom lze zanedbat ¢leny druhého adu 1/a? a vztah
tak velmi zjednodusit (Nelson & Hearn, 1978)

3 Ai 3
%‘ ;C; —w(k.” + k%) + Aik,* = 0
w = iAk:y2
k2R
A

— 4.62
o + k.2 )k, (4.62)

7 tohoto aproximativniho vyrazu vidime, Ze pro malé horizontalni perturbace, pro
které platirelace k, > k,, se vyraz (4.62) blizi hodnoté A. Na druhou stranu pro velké
horizontalni perturbace k, < 1 se vyraz (4.62) blizi nule. Rychlost exponencialntho
rustu nestability, ktera zavisi na konstanté A, ur¢ime numerickym feSenim piislusné

integrace. Detailn&jsi analyzu lze nalézt v pracech (Nelson & Hearn, 1978 ,Carlberg,
1980 a MacGregor et al., 1979).

4.2.3 Sjednoceni pristuptd obou analyz

Z predchézejicich dvou analyz plyne, Ze hvézdny vitr miZe vacéi porucham bud vy-
kazovat stabilni chovéani v podobé Abbottovych vin, nebo naopak vysoce nestabilni
chovani. Tyto vzajemné rozporné vysledky sjednotili Owocki & Rybicki (1984), ktefi
zobecnili vyjadieni perturbace zarivé sily vztahem

ikXb
Xb + ik

5grad = Qb 5UT (463)

Veli¢ina x, mé rozmér pievracené délky a velikost X;l ~ Lsoup/2 (Owocki, 2004).
Z vyrazu (4.63) je patrné, ze pro poruchy s vinovou délkou vétsi nez Sobolevova délka
k < xp je vztah mezi poruchou zafivé sily a poruchou rychlosti pfiblizné d¢,.q o<
ikdv,, coz odpovida vztahu (4.38) pouzitému v analyze (Abbott, 1980). Naopak pro
poruchy s vlnovou délkou mensi v srovnani se Sobolevovou délkou k > x, mizeme
pro poruchu zafivé sily psat dg,aq x ikov,, coz odpovida vztahu (4.57), ktery pouzili
Nelson & Hearn (1978), Carlberg (1980) a také MacGregor et al. (1979). Veli¢ina
2, odpovida rychlosti nartstu nestability a je dana p¥iblizné Q) &~ ¢raq/vin (Owocki,
2004). Vzhledem ke komplikovanosti vyrazi pro €2, x» neuvadim pfesné vzorce, pouze
aproximativni vyrazy. Cely postup odvozeni je uveden v jiz citované praci (Owocki
& Rybicki, 1984). Vysledek lze tedy slovné shrnout do zavéru, ze pro poruchy mensi
nez je Sobolevova délka je porucha nestabilni, zatimco v opa¢ném piipadé generuje
Abbottovy viny.
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Kapitola 5

Numerické simulace jednoslozkového
hvézdného vétru

5.1 Popis reSeni

Jak bylo popsano v predchézejicich kapitolach, je chovani hvézdného vétru za pied-
pokladu sférické symetrie toku i sméru Sifeni zafeni popsano rovnici kontinuity

dp | 10(r*pv,)

= 1
ot + r2  Or 0 (5-1)
a rovnici pro hybnost
ov, ov, 5 Op GM,(1-T,) C [(1dv.\"“
= —pu, - —p——" —| - ) 5.2
P ot P or or P r? + p'r’2 p dr (5:2)

Rovnice jsou pouze aplikaci obecné&jsitho vyjadieni (2.13) a (2.14) pro zafivou silu
danou vzorcem (3.12) a predpokladanou stavovou rovnici (2.4). Pro zkraceni zapisu
jsme vyuzili také (4.2).

K numerickému FeSeni rovnic (5.1) a (5.2) je t¥eba zvolit vhodnou numerickou
metodu. Obecné existuje pro feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic hyperbolic-
kého typu mnozstvi riznych metod. Tyto metody se navzajem lisi pfesnosti vypoctu,
schopnosti modelovat rtizné typy diskontinuit, ke kterym mize p¥i simulaci dojit (ty-
pickym piikladem jsou napiiklad razové viny) a které jsou numericky velmi obtizné
simulovatelné. Odlisuji se také naroky na vypocetni kapacitu pocitace a stabilitou.
Kazda z téchto metod je vice ¢i méné vhodnéa pro rizné kategorie tiloh.

Pted vlastni tvorbou viceslozkového kodu jsem se zabyval simulaci ¢asové zavis-
lych jednoslozkovych modeli hvézdného vétru. Jednoslozkovymi simulacemi jsem se
zabyval ze dvou duvodi. Prvnim davodem je, Ze mohu jednoslozkové simulace pouzit
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jako vhodny srovnévaci test pro viceslozkové simulace a déle, Ze 1ze na jednoslozko-
vych simulacich 1épe pochopit a objasnit néktera tskali a problémy, kterym je t¥eba
se ve viceslozkovych hvézdnych vétrech vyhnout. K témto simulacim jsem pouzil kod
flu.f, vefejné dostupny na adrese (Feldmeier, 2003). Jedna se o hydrodynamicky kod
pouzivajici k feSeni 1-D hydrodynamickych rovnic jednoslozkového ideadlniho plynu
Eulerovo schéma s Van Leerovou metodou pro spojovani toku. Detailni popis tohoto
numerického schématu je v obecné roviné shodny s popisem pro viceslozkové simulace,
a lze jej nalézt v nasledujici kapitole.

Casové zavislymi simulacemi nestabilit jednoslozkového hvézdného vétru se zaby-
vali velmi detailné Owocki et al. (1988) a Feldmeier (1995). Jejich simulace potvrdily
existenci silné nestabilniho hvézdného vétru generujictho rdzové vlny. Interakce téchto
razovych viln s okolnim materidlem a mezi sebou vede ke strukturovanému hvézdnému
vétru. Pro simulace nestabilit je vSak tfeba pouzit jiny tvar zarivé sily, nez jednoduchy
vztah (3.12) odvozeny za predpokladu platnosti Sobolevovy aproximace. Jednosloz-
kové simulace nestabilit v ¢arami fizeném hvézdném vétru nicméné piesahuji ramec
diserta¢ni prace, lze pouze odkazat na jiz citované prace Owocki et al. (1988) a Feld-
meier (1995).

5.2 Numericka razova vlna

Jednoslozkové modely zalozené na jednoduchém tvaru zativé sily (3.12) vedou ve vét-
§iné piipadu O a B hvézd k CAK typu feSeni. Samotna konvergence k CAK feSeni,
reprezentujicitho uréity typ atraktoru, je zndzornéna na obrazku (5.1). Pro vypocet
jsem pouzil parametry odpovidajici hvézdé « Cas (viz tabulka 7.2). Zafiva sila byla
vypocitana podle vzorce (3.73), ve kterém je zahrnut ioniza¢ni korekéni faktor a
korekce na konec¢ny disk hvézdy. Pro simulaci jsem pouzil 900 prostorovych bodi rov-
nomérné pokryvajicich oblast 5R, (hvézdnych poloméri) se zvolenym Courantovym
éislem c.q = 0.4.

Za povSimnuti stoji vznik razové viny, casty jev v piipadé simulace stacionar-
niho fesSeni pomoci ¢asové zavislého kodu, pokud zvolime pocateéni podminky, které
pfili§ neodpovidaji stacionarnimu FeSeni (srovnej obr. 5.1 a obr. 5.2). P¥i pfechodu
z pocatecnich podminek do stacionarniho feSeni vznika razova vina, po jejim odeznéni
hvézdny vitr pokracuje v pfechodu na CAK Feseni spojité. Po skonc¢eni simulace mode-
lované feseni vérné koresponduje s CAK feSenim (viz obr. 5.1). V ramci srovnavaciho
testu jsem zvolil jiné pocateéni podminky, které lépe odpovidaly stacionarnimu CAK
feSeni. Konkrétné jako pocateéni podminku pro rychlost jsem zvolil $-zdkon s volbou
B = 1/2. Nasledné jsem stanovil pocateéni podminku pro hustotu ze spoc¢itané CAK
rychlosti ztraty hmoty (4.20) a rychlosti. Z obrazku (5.2) je patrné, 7e jiz ke generaci
rdzové vlny nedochézi a FeSeni rychle a spojité konverguje do CAK fteseni. Razova
vlna tedy nepopisuje realny fyzikalni déj, ale spiSe ukazuje, jak moc se zvolené po-
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¢atecni podminky odlisuji od redlného pribéhu. Vstupni charakteristiky modelu jsou
shrnuty v tabulce (7.2). Zajimavé je, Ze pii simulacich viceslozkového hvézdného vétru
jiz k tomuto artefaktu nedochézi, zjevné dusledkem tlumiciho efektu t¥eci sily.

5.3 Pulsujici obalky

Zajimavym jevem, ktery predesila mozZnosti a slozitosti viceslozkovych simulaci, je
vznik pulsujicich obalek okolo hvézd spektralniho typu B. Zakladni myslenkou tvorby
pulsujicich obélek je model, ve kterém zariva sila prestava pusobit na hvézdny vitr
v urcité vzdalenosti od hvézdy, pricemz pro tuto vzdalenost plati, Ze je zde material
stale gravitacné vazany ke hvézdé. Presnéji feceno, lokalni rychlost vétru je mensi nez
unikova rychlost vétru v, < wve., pfi¢emz tnikova rychlost od hvézdy je definovana

vztahem
2(1 - T'.)GM,
vee(r) = J U-T.)GM. (5.3)

r

Tento jednoslozkovy model zjednodusené popisuje proces oddélovéani slozek ve dvou-
slozkovém hvézdném vétru. Ve dvouslozkovém hvézdném vétru je urychlovana zate-
nim pouze jedna slozka plazmatu (aktivni slozka), ktera skrze coulombické srazky
predava ¢ast hybnosti zbylé ¢asti plazmatu hvézdného vétru (pasivni slozka). Za ur-
¢itych podminek prestava byt mechanismus zajistujici pfenos hybnosti mezi aktivni
slozkou a pasivni slozkou efektivni a dochézi k oddéleni obou slozek. Pokud je zbyla
hmota stéle gravitacné vazana, pada po jisté dobé zpét smérem k povrchu hvézdy a
interaguje s hvézdnym vétrem. Cely proces je na obrazku (5.3).

V ramci modelu jsem zvolil parametry hvézdy odpovidajici hvézdé e Ori (viz ta-
bulka 7.2). Opét jsem pouzil 900 prostorovych bodii pokryvajicich rovnomérné oblast
5R, hvézdnych poloméri. Ve vzdélenosti r > 1.2 R, (hvézdnych polomérii) jsem uméle
vynuloval zafivou silu. Vzdalenost byla zvolena tak, aby hmota v této vzdalenosti byla
stale gravita¢né vazana ke hvézdé. Okrajové podminky korespondovaly s konfiguraci
charakteristik, tedy na vnitfnim okraji jsem zafixoval hustotu p a extrapoloval tok
pU-, na vnéjsim okraji jsem obé veli¢iny extrapoloval. Tyto okrajové podminky vSak
neplati vzdy. Je tfeba uvazit, ze v okamziku, kdy hmota pada zpatky ke hvézdé,
mé zapornou rychlost. Po urcitém case se struktura se zapornou rychlosti dostane
az na hranice vypod&etni oblasti (viz 5.4) k okrajovym podminkdm. Pokud bychom
ponechali stejné okrajové podminky, tedy extrapolovali bychom hustotu a tok, do-
stavala by se ndm hmota zpoza okrajové oblasti zpét do vypocetni oblasti. Tim by
se zvedla hustota nejprve v okrajovych ¢astech a posléze kolem celé hvézdy. Takto
vytvorena husta obalka by svym tlakem kompletné prerusila mechanismus hvézdného
vétru. Abych tomuto artefaktu plynoucimu z poc¢ateénich podminek predesel, pouzil
jsem v souladu ¢lankem Porter & Skouza (1999) upravené okrajové podminky, kdy
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jsem pro zaporné rychlosti na vnéjsim okraji polozil rychlost rovnu nule a hustotu
nastavil na malou hodnotu 1073°[g.cm~3|. Jako pocateéni podminku jsem si zvolil
CAK fteSeni pro danou hvézdu, které jsem si predtim vygeneroval. Hodnotu Couran-
tova Cisla, které urcuje velikost ¢asového kroku pro zvoleny prostorovy krok tak, aby
byla splnéna podminka stability, jsem zvolil c.q = 0.4.

Vidime, Ze se nejdfive vytvofila na urcitém misté husts$i obélka, kterd pada po-
stupné smérem ke hvézdé, a to stale rychleji. Cestou obalka interaguje s hvézdnym
vétrem, ziskidva vice a vice hmoty a pada stéale rychleji ke hvézdé. Po kontaktu obalky
s hvézdou miize hvézdny vitr opét volné expandovat, pficemz s sebou posbirava c¢ast
materidlu z predchoziho cyklu, ktery nedopadl na hvézdu. Zacina se tak tvorit dalsi
obalka. V okamziku, kdy hmota padi zase zpét ke hvézdé se cely cyklus opakuje.
Vytvari se tak pravidelné pulsujici obalka s periodou zhruba P ~ 59 hodin, podobné
jako v ¢lanku Porter & Skouza (1999).
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Obrézek 5.1: Vznik razovych vin pii simulaci stacionarniho CAK feseni (znézornéno pre-
ruSovanou ¢arou) pro parametry hvézdy s Cas. Jednotlivé grafy ukazuji zavislost rychlosti
vy(r) na vzdalenosti od hvézdy riiznych Easovych okamzicich. V grafech je rychlost zna-
Cena jako v(r). Na obréazcich je dobfe patrna razova vlna, napadna svym ostrym poklesem
rychlosti na svém cele. Razova vina zajiStuje pfechod FeSeni na CAK stacionarni feSeni.
Parametry hvézdy « Cas byly pfevzaty z tabulky 7.2.
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Obréazek 5.2: Simulace staciondrniho CAK feseni pro stejné parametry hvézdy s Cas, jako
v pfipadé obrazku 5.1, ale pro jiné pocéateéni podminky. Zvolené pocateéni podminky, které
jsou znézornény na prvnim obrazku, lépe odpovidaji CAK FeSeni (znézornéno pferuSovanou
¢arou). Jednotlivé grafy ukazuji zavislost rychlosti v,(r) na vzdélenosti od hvézdy riznych
Casovych okamzicich. V grafech je rychlost znacena jako v(r). Parametry hvézdy x Cas byly
prevzaty z tabulky 7.2.
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Obrazek 5.3: Simulace pulsujicich obéalek pro hvézdu s parametry e Ori. Z jednotlivych
grafii, ukazujicich zavislost hustoty log p(r) na vzdélenosti do hvézdy, je patrny vznik obalky
s peridou zhruba P ~ 59 hodin. Zafiva sila byla uméle vypnuta ve vzdalenosti r > 1.2 R,.
Parametry hvézdy e Ori byly prevzaty z tabulky (7.2).
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Obrazek 5.4: Simulace pulsujicich obalek pro stejnou hvézdu s parametry € Ori. Na grafech je
znézornén pribéh rychlosti v, na vzdéalenosti do hvézdy. Pro lepsi nazornost je v grafech také
preruSovanou ¢arou vykreslena zavislost unikové rychlosti vesc na vzdalenosti r. Parametry
hvézdy e Ori byly pfevzaty z tabulky 7.2.
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Kapitola 6

Viceslozkovy hvézdny vitr

6.1 Uvod do problematiky

V modelech hvézdného vétru horkych hvézd hnaného zarenim obvykle pouZivime
aproximaci jednoslozkového vétru, v ramci které ignorujeme fakt, ze se plasma skladéa
z pasivni slozky (tvofena zejména protony), ktera neinteraguje se zafenim a aktivni
slozky, ktera se zafenim interaguje. V naSem piipadé to jsou absorbujici ionty a elek-
trony. Plasmu bereme jako celek, kde dany element objemu je urychlovian zafivou
silou. Ukazuje se vSak, Ze tato jednoslozkovi aproximace neplati pro nékteré hvézdy
s dostateéné ridkym hvézdnym vétrem. Dobrym piikladem takovychto objektid mohou
byt B hvézdy hlavni posloupnosti, centralni hvézdy planetdrnich mlhovin a nékteré
trpasli¢i hvézdy spektralniho typu O.

V pripadé hvézdného vétru s nizkou hustotou je zapottebi detailni popis pienosu
hybnosti mezi jednotlivymi slozkami, viceslozkovy popis. Zafenim jsou urychlovany
pouze absorbujici ionty a elektrony, zatimco pasivni slozka je urychlovana v disledku
coulombickych srdzek s absorbujicimi ionty. Pii malych hustotdch hvézdného vétru
miize dojit k situaci, kdy diky nizkému poctu “tercti” klesne intenzita srazek natolik, Ze
dojde k oddéleni obou slozek. Po tomto oddéléni je pasivni slozka pouze zpomalovana
gravitacni silou hvézdy, zatimco absorbujici ionty jsou prudce urychlovany zafenim.
Driftova rychlost mezi ionty se tak pfekotné zvétsuje, v literatufe je tento dynamicky
proces oznacovan jako “ion runaway”.

Jedna z prvnich praci diskutujici moznosti viceslozkového popisu hvézdného vétru
byla prace (Castor et al., 1976). Dalsi prace zabyvajici se viceslozkovym hvézdnym
vétrem se omezovaly bud pouze na stacionarni modely (viz prace Springmann & Paul-
drach (1992); Porter & Drew (1995); Krticka & Kubat, 2000, 2001a,b, 2002) nebo po-
uzily nekonzistentni 1-slozkovy Casové zavisly model (viz Porter & Skouza, 1999). Za
prvni préci, kterd poprvé detailnéji popsala viceslozkovy hvézdny vitr horkych hvézd,
lze povazovat ¢lanek Springmann & Pauldrach (1992). Autofi zde na zékladé zékladni
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analyzy hydrodynamickych rovnic pro sféricky symetricky jednodimenzialni, vicesloz-
kovy hvézdny vitr predpovédéli mozné oddélovani slozek pro piipad hvézd s malou
hustotou hvézdného vétru. Také aproximativné odvodili jednoduchy analyticky vyraz,
urcujici vzdalenost od hvézdy, za kterou k tomuto oddélovani dochézi. V dalsi préci
(viz Porter & Drew, 1995) autofi pouzili viceslozkovy popis pfi modelovani equatoriél-
niho disku kolem Be hvézd s pouzitim Bjorkmannova-Cassineliho modelu (Bjorkman
& Cassinelli, 1993) a zkoumali, jaky vliv bude mit vzidjemné oddélovani jednotlivych
slozek na charakteristické vlastnosti disku. Ukézalo se, Ze viceslozkové efekty umoz-
nily formovani disku pfi relativné niz§ich rotacnich rychlostech hvézdy v porovnani
s klasickym jednoslozkovym modelem. Velmi zajimavy jev nastava, pokud k oddéleni
slozek dojde pied dosazenim tnikové rychlosti, pasivni slozka je pak stale gravita¢né
vazana ke hvézdé a pada zpét k jejimu povrchu. Numerické modely provedené v (5.3)
na zakladé prace Porter & Skouza (1999) ukazuji formovani prstence plynu okolo
hvézdy, ktery je nestabilni a pulsuje na §kale hodin az dnu. Je t¥eba ale poznamenat,
ze byl pouzit pouze 1-slozkovy ¢asové zavisly model s redukovanou hustotou a zafivou
silou, kter& byla v urcité vzdalenosti od hvézdy poloZena rovna nule.

Ptekvapivy vysledek obdrzeli v praci Krticka & Kubat (2000). V jejich modelech
nedochéazelo pro nékteré B hvézdy s nizkohustotnim hvézdnym vétrem k predpokla-
danému oddéleni, ale vitr se v uréitém bodé adaptoval na nové feSeni. Toto feSeni
mé v porovnani s CAK feSenim mnohem mensi akceleraci a diky tomu také mensi
rychlost v nekone¢nu. V terminech klasicktho CAK vétru, tento typ feSeni odpovida
feSeni s malou akceleraci. Platnost feSeni je ale zna¢né omezena predpokladem staci-
onarnosti feSeni. Linearni analyza stability viceslozkového vétru ukazala, ze vitr ne-
bude schopen se adaptovat na feSeni s malou akceleraci (Owocki & Puls, 2002). Dale
analyza ukazala, Ze klasické Abbottovy viny jsou diky Skdlovacimu faktoru zhruba
100krat rychlejsi nez v klasickém jednoslozkovém piipadé (Krticka & Kubat, 2002;
Owocki & Puls, 2002). Na zakladé téchto faktu je zietelné, 7e konzistentni vicesloz-
kovy Casové zavisly model mize prispét k lep§imu pochopeni dynamiky viceslozkového
vétru, zejména s ohledem na moznost a pribéh oddélovani jednotlivych slozek. Velmi
podstatny je fakt, ze samotny jednoslozkovy vitr je znacné nestabilni a vliv této
nestability miize byt ve viceslozkovych modelech také velmi podstatny.

6.2 Hydrodynamické rovnice

Pro viceslozkovy popis budeme uvazovat podobné jako pro jednoslozkovy popis jed-
nodimenzionalni sféricky symetricky hvézdny vitr s pouze dvéma slozkami, absorbuji-
cimi ionty a pasivni plasmou. Dale zanedbdme efekty makroskopického elektrického a
magnetického pole. Na absorbujici ionty piisobi gravitace, gradient tlaku, dynamické
tfeni a zafiva sila, zatimco na pasivni slozku ptisobi pouze gravitace, gradient tlaku a
dynamické tieni. Vyjdeme z hydrodynamickych rovnic (2.13), (2.14) pro obé slozky,
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Obréazek 6.1: Chandrasekharova funkce G(zpi) podle vzorce (6.9) je znézornéna v grafu
plnou ¢arou, aproximace Chandrasekharovy funkce G 4(zpi) vyuzitim vyrazu (7.14) je zna-
zornéna v grafu prerusovanou arou a rozdil obou funkci G(zpi) — Ga(xpi) je vyznacen
teckovanou carou.

které upravime pro néas piipad. Rovnice kontinuity ma tvar

9pp + 1 A7 pyvyp)

E 2 ar = 0, (61&)
8pl 1 8( T2pi’0i) .
o o 0 (6.10)

kde index p znadi veli¢iny pfislusné pasivni slozce a index ¢ absorbujicim iontim.
Obdobné pro pohybové rovnice

vy ov., 1 0p, R,
7 N £y = — — et » 6.2a
8’07» i 8’07» i 1 8pz Rpi
: r,a : e - rad — {Yef — . 62b
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V naSem znaceni v, ;, p;, p; znaci rychlost, hustotu a tlak absorbujicich ionti a ob-
dobné v, ,, p,, pp, znaci rychlost, hustotu a tlak pasivni plazmy. Déle g je efektivni
gravitaéni zrychleni (3.12) a R,; je tfeci sila, kterd je detailn&ji popsana nize (viz
6.6). V ramci dalsiho zjednodugeni vypoctii budeme piedpokladat pouze izotermalni
hvézdny vitr. K pohybovym rovnicim (6.2) a rovnicim kontinutiy (6.1) pfipojime jesté
stavové rovnice obou slozek

Py = af,pp, (6.3a)

Zarivé zrychleni pro viceslozkovy hvézdny vitr méa tvar

a—1 ref) 11— )
Graa(r) = e L (1) Loy (iavm

Arcvg® 12 \p; Or ) fion fon; (6.4)
analogicky (3.53) s mCAK multiplikatory k,«,d, kde multiplikidtor § je obsazen v
korekénim faktoru fgo, (3.69). Korekéni faktor fs, je spocitan podle vzorce (3.72).
Definice a vyznam pouzitych veli¢in je stejny jako v piipadé (3.53). Vzhledem k tomu,
Ze v piipadé viceslozkového hvézdného vétru pisobi zatrivé zrychleni pouze na absor-
bujici ionty, musime pouzit skalovaci faktor 7, jehoz hodnotu stanovime ze zndmého
hmotnostniho podilu tézsich prvka ve hvézdném vétru (2.7)

Z
n=3 =0.0127 (6.5)

s hodnotou Z odpovidajici solarni abundanci. Interakce mezi pasivni plasmou a absor-
bujicimi ionty je zprostfedkovana coulombickymi srazkami. Tyto srazky jsou popsany
Chandrasekharovym vzorcem pro dynamické tfeni (Chandrasekhar, 1943; Spitzer,
1956)

Rpi = npnik:piG(xpi). (66)

Tteci koeficient k,; je definovan vztahem

L ATInAZ 7%t v — vy (6.7)
Pt kgT ‘Um' - Uhp| ’ ‘

n; ,Z; e je ¢iselné hustota a naboj absorbujicich iontti, obdobné n, , Z, e ¢iselna hustota
a naboj pasivni plazmy. Coulombuv logaritmus spocitame podle vzorce

1.5
A [& (k_T)

Tt (6.8)
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s teplotou vétru 7', Boltzmannovou konstantou kp a celkovou ¢iselnou hustotou hvézd-

ného vétru n. Chandrasekharova funkce G(z) je definovana pomoci Error funkce ®(z)

(Spitzer, 1956)

q)(l’pi) €xp (_%231)
2%, 27

a jeji graf je na obrazku (6.1). Chandrasekharova funkce zavisi na relativni driftové

rychlosti iontu vzhledem k pasivni slozce (viz Owocki & Puls, 2002)

|'U7",i - 'Ur,p|

o= (6.10)

" /1T + AJA)

kde A; a A, znaci stiedni atomovou vahu ionti a pasivni slozky v atomovych jednot-
kach.

6.3 Stabilita viceslozkového hvézdného vétru

Analyzou stability viceslozkového hvézdného vétru se zabyvali Krticka & Kubat (2002)
a Owocki & Puls (2002). Nasledujici postup byl zpracovan na zakladé prace Owocki
& Puls (2002), ve které je podrobné analyzovan problém oddélovani slozek. Tento
proces je pii ¢asové zavislych simulacich viceslozkového hvézdného vétru velmi pod-
statny.

V ramci analyzy se budeme zabyvat stabilitou dvouslozkového hvézdného vétru
(absorbujici ionty a pasivni plazma) v ustaleném stavu, ve kterém jsou obé slozky
vazané. To znamend, Ze obé slozky maji zhruba stejné rychlosti v, ; = v, a zrychleni
vy dv,; /dr & v, ,du,.,/dr. Analyzu budeme provadét v soufadné soustavé spojené
s vétrem a pohybujici se rychlosti neporuseného toku iontu a plazmy, to znamené, 7e
v rAmci této soustavy budeme pokladat neporusené rychlosti za nulové

Uri = Uy = 0. (6.11)

Déale budeme predpokladat platnost WKB aproximace, ve které se zmény neporuse-
nych veli¢in odehravaji na Skile mnohem véts$i nez je vlnova délka poruch. V tako-
vém piipadé mizeme zanedbat gradienty neporuSenych veli¢in, konkrétné dv,,/dr,
dv,,/dr. V ramci jednoduchosti se soustfedime pouze na poruchy rychlosti, zane-
dbame tedy vliv poruch hustoty obou slozek dp,, dp;. Pro poruchu zafivého zrychleni
budeme uvazovat platnost vztahu (4.39)

69 = 1k 04 10Vr,- (6.12)

Tento vztah plati pouze za predpokladu, zZe vinova délka poruch je mnohem del$i nez
Sobolevova, délka kL < 1. Tohoto pfedpokladu jesté vyuzijeme pii zjednoduSovani
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nékterych vyrazi. Vzhledem k faktu, Zze ve vlastnich modelech je zafiva sila pocitana
pouze v této aproximaci, nebudu se zde zabyvat pfipadem, kdy tato aproximace
splnéna neni. Ctenafe lze odkazat na jiz vySe zmitovany ¢lanek, ktery publikovali
Owocki & Puls (2002).

Nejprve aplikujeme poruchovy podet na rovnice (6.2). S vyuzitim nasich piedpo-
kladi se rovnice pro neporusené veli¢iny zjednodusily na tvar

Urp ag;’” = ]Zi — get » (6.13a)
Uri 8;;2 = Grad — Jef — Rji (6.13b)
a rovnice pro perturbované veli¢iny na tvar
dov,., _ Ry (6v.; — dv,p) (6.14a)
B ppom 11 AJA,
Ovyi i Ovni = 0vnp) ol i OVei (6.14b)

o pm V14 Ai/A,

kde R}, znaci derivaci tfeci sily podle driftové rychlosti z,; (srovnej se vztahy (26) a
(27) v ¢lanku Owocki & Puls (2002)). Dosazenim piedpokladaného feseni 0v,.,, dv,.;
ve tvaru normélnich modu

vy, o Ouppexp (i(kr — wt)), (6.15a)
0 o< Ovy;exp (i(kr — wt)) (6.15Db)

do rovnic (6.14) dostavame soustavu

R R
_Z.CL)(S'UT,p _ DL (507’,1 5’07»’1,) (6163)

PpUth +/ 1+ Az/Ap

RI' J re o o T
ity = i (O = OUnp) gy & Ve (6.16b)

PiVtn /1 + A; /A,

Pro dalsi analyzu by bylo vhodné dat do souvislosti tieci silu a zafivou silu. Hnaci
silou iont1 je zafiva sila, naopak tfeci sila, setrva¢nost a gravitacni sila, iontim v po-
hybu brani. Pokud se zabyvime vazanym hvézdnym vétrem, tedy stavem kdy se
slozky neoddélily, mizeme v pohybové rovnici iontii zanedbat gravita¢ni ¢len, zvu-
kovy a setrva¢ny clen, které jsou v porovnéni s tfeci silou zanedbatelné malé. Pro
zvukovy ¢len sta¢i uvézit, Ze je podstatny pouze v podzvukové oblasti hvézdného
vétru. K zanedbéani zbyvajicich ¢lent, tedy gravitaéniho a setrvacného, vede nasledu-
jici ivaha. Hlavni hnaci silou hvézdného vétru je zariva sila udélujici iontim zarivé

Hydrodynamika obalek horkych hvézd 82



6.3. STABILITA VICESLOZKOVEHO HVEZDNEHO VETRU 83

zrychleni g,,q;. Absorbujici ionty jsou brzdény tfeci silou, udélujici jim zpomaleni
R,/ p; fadové stejné velikosti jako je zafivé zrychleni g,.q;. Jak je patrné z obrazku
(4.2), velikost CAK zafivého zrychleni g..q pievySuje velikost gravita¢niho zrychleni.
Uvazime-li, Ze zafivé zrychleni pro absorbujici ionty je Skdlované faktorem 1/n ~ 100
oproti klasickému CAK zafivému zrychleni g,.4, je opravnéni nasi aproximace pocho-
pitelné. Mizeme tak pro pohybovou rovnici (6.13b) psat pfiblizné

Rpi & pigrad,i, (6.17)

kterou jesté dale upravime, uvazime-li, Ze zafivé zrychleni piisobici na ionty graq; a
CAK zafivé zrychleni g,.q je pfiblizné ve vztahu

Grad ~ &grad,i- (618)
Pp

S pomoci pFiblizného vztahu (6.17) a pouzitim (6.18) upravime vyraz obsahujici tfeci
¢len

R;;i _ R_;;i Ry _ leoi 9radPp _
Uth\/l—FAi/Ap Rpivth\/l—i‘Ai/Ap Rpivth \/1+Ai/Ap

1 G'(x,;) ( Grag
() ( g d) P = 4(@pi)Qpp, (6.19)

T a1+ A4, Glz,)

kde parametr ¢(x,;) popisuje silu vazby mezi ionty a pasivni plasmou a je dan vztahem

1 G,(pri)

Uth,

q(pi) = . 6.20
! V1+A/A, G (7pi) ( )
Dale ) oznacuje veli¢inu
Q = oJred (6.21)
Uth
a (); tutéz veli¢inu, ale 8kdlovanou vzhledem k iontim
QO = qJradlr. (6.22)

Uth Pi

Jesté vyuZijeme vyraz pro Abbottovu rychlost (Abbott, 1980; Owocki & Puls, 2002)

agrad
VAB = o

= LQ, (6.23)

kde L je Sobolevova délka d4na vzorcem (3.36). Rovnice (6.16) upravime s pouzitim
(6.19), (6.21) a (6.22)

—iwov,, = q(2y)Q0v,; — vy ), (6.24a)
—1wov,; = —q(2,:)8% (00, — vy p) + kL 00, . (6.24b)
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ReSeni soustavy rovnic (6.24) zapiSeme pomoci matice

_lw + QQ —qQ 5,07"1? B O

Déle ur¢ime hodnotu determinantu matice soustavy

D = (—iw + ¢Q)(—iw + ¢ — kL) — ¢*Q8Y = (6.26)
w? 4+ w ((ig + kL) +1g9) + ikqgLO:Q = 0. (6.27)
Disperzni relaci stanovime feSenim této kvadratické rovnice pro w. Nejdfive si pro

prehlednost oznac¢ime
B = (kL + iq)€2; + g% (6.28)

a dale

Ve hvézdném vétru je pomér mezi hustotou pasivni plazmy a absorbujicich ionti
zhruba p,/p; ~ 100. Mizeme tedy ve vztahu (6.28) zanedbat maly ¢len s ©

B =~ kLS, +1g$;. (6.30)
S pouzitim limity kL < 1 miZeme zanedbat i dalsi ¢len a ponechat pouze
B ~ i¢Q;. (6.31)
Kvadraticka rovnice (6.27) ma dva kofeny

_ —-B+BVD

S (6.32)

W+

kde D oznaluje diskriminant kvadratické rovnice (6.27). Uvazime-li, ze

=R~ v — K 6.33
B2 IQQZQ QZ Pp ( )

miizeme pro vypocet odmocniny diskriminantu pouzit Tayoloruv rozvoj do I. fadu
funkce /1 — z v okoli bodu 1, ktery vede k aproximativnimu vyrazu

\ﬂ—le—g. (6.34)

S pouzitim pi¥iblizného vyrazu (6.34) muzeme psat pro diskriminant kvadratické rov-
nice (6.27)

D=1-—m~1-" (6.35)
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a dosazenim (6.35) do (6.32) dostavame pro prvni kofen vysledny vztah

Wi R~ (6.36)

a pro druhy koten
C
_~—-B-——. .
w 3 (6.37)

Oba koteny jesté mizeme dale zjednodusit pouzitim limity kL < 1. Nejprve prvni
kofen (6.36)

C ik LqQ(€; kL

N —— R — N — — =~k 6.38

q

obdobné pro druhy kofen muzeme zanedbat ¢len C/B, ktery je maly v porovnani
s ¢lenem B a s pouzitim (6.31) dostavame

w_ & —B = igf);. (6.39)

Vysledna disperzni relace popisuje oba mody (6.36), (6.39).
Abychom analyzovali vliv obou moédi na jednotlivé slozky, dosadime disperzni
vztah do rovnice (6.24a)

Sy = (1 . ;—?’2) 5vr. (6.40)
Pro kladny moéd tak obdrzime
+ ikvap N ikL N
5vr,i ~ (1 - q—Q) 51):12 ~ (1 - 7) 51):12 ~ (;U:p. (641)

Toto plusové TeSeni popisuje vazany mod, kdy je rychlost ionti témér identicka s rych-
losti pasivni plazmy. Déle je patrné z disperzni relace pro tento mod (6.36), Ze se jedna
o stabilni feSeni v podobé Abbottovych vin, jako v pfipadé jednoslozkového hvézdného
vétru. Naproti tomu, druhy mod

_ AN _
v, , ~ (1 — ﬁ) v, , ~ _%&}r,p’ (6.42)
popisuje oddélovani iontii, obé poruchy rychlosti jsou vii¢i sobé v opacné fazi, pficemz
porucha rychlosti iontti m& mnohem vétsi amplitudu. Z disperzni relace plyne, Ze
v pfipadé dobfe vazaného hvézdného vétru ¢(z,) > 0 dochazi k utlumu, kdezto
pro slabé vazany hvézdny vitr ¢(x,;) < 0 k zesileni a tudiz nestabilité. Realna ¢ast
disperzniho vztahu ndm ukazuje, 7e porucha se §ifi smérem ke hvézdé Abbottovou
rychlosti vap,; Skdlovanou pro ionty. Cely mechanismus vzniku nestability lze popsat
tak, ze v okamziku, kdy se driftova rychlost obou dobfe vazanych sloZzek nachéazi pobliz
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Stabilni

Obrazek 6.2: Zavislost imaginarni ¢asti frekvence pro mod popisujici oddélovani obou slo-
zek (6.37) v zavislosti na driftové rychlosti xp;. Frekvence modu w_je skalovana faktorem
Q;. Zaporné hodnoty odpovidaji stabilnimu chovani, zatimco kladné hodnoty odpovidaji
nestabilnimu chovani. Obrazek byl pfevzat z prace (Owocki & Puls, 2002).

maxima daného Chandrasekharovou funkci, miize mala porucha rychlosti iont zménit
driftovou rychlost na vétsi hodnotu. Driftova rychlost se tak dostane za hodnotu
odpovidajici maximu Chandrasekharovy funkce. V takovém piipadé jiz dynamické
tfeni mezi absorbujici ionty a pasivni slozkou neni tak intenzivni. Na absorbujici
ionty tak ptsobi mensi tfeci sila, takZe mohou snadnéji akcelerovat, zatimco pasivni
slozka zpomaluje. Zvétsuje se driftova rychlost, coZ znamené, Ze na absorbujici ionty
plisobi jeSté mensi tieci sila a cely proces se opakuje. Nestabilni chovani pfi oddélovani
slozek zptusobuje zna¢né numerické problémy pii simulaci slabé vidzaného hvézdného
vétru. Numerické feSeni v okamziku oddélovani velmi rychle diverguje.
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Kapitola 7

Numerické simulace viceslozkového
hvézdného vétru

7.1 Metoda resSeni

V ramci této kapitoly bude stru¢né nastinén numericky postup feseni hydrodynamic-
kych rovnic popisujicich viceslozkové kontinuum vcéetné detailniho popisu kédu. Pii
tvorbé hydrodynamického k6du mflu.f pro simulaci ¢asové zavislého viceslozkového
hvézdného vétru jsem pouzil jako zéklad hydrodynamicky kod flu.f, jehoz autorem je
Achim Feldmeier (Feldmeier, 1995) a je vefejné dostupny (viz Feldmeier, 2003).

Program mflu.f fesi soustavu rovnic (6.1), (6.2) a (6.3) pro pasivni plasmu (zna-
Cenou indexem p) a absorbujici slozku (zna¢enou indexem 7). Rovnice (6.1), (6.2)
miizeme piepsat do vektorového tvaru

Ou, 9

ot + E(Fp) = Q,, (7.1a)
8"1 0 B
o + E(Fl) = Q.. (7.1b)

Vyznam jednotlivych veli¢in je pro absorbujici slozku dan

2
0 T PiVr 0 )
u = F. = Q= ;
( PiUri ) ( pi+ 12 (pe)’ /i ) ( —Pigef + Pigrad — Bpi
(7.2a)

a pro pasivni slozku

2
_( r B 72 PpUryp ) _ ( 0 )
u, = F, = Q, = . (7.2b
’ ( PpUrp ) i ( DPp + TQ(PpUr,p)Q/Pp P —Ppef + Rpi ( )

Veli¢inou F nazyvime zobecnény hydrodynamicky tok, indexem je znacena piislus-
nost k pasivnim iontim (p) a absorbujici plazmé (i). Vektorova veli¢ina Q charakte-
rizuje zdroje hmoty a externich sil. Zvolenou metodou fesici hydrodynamické rovnice
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A gria O Bgid ®

Obrazek 7.1: Schématicky obraz zvolené stiidavé uspofadané sité. Skalarni veli¢iny jsou
centrovany na stied vypocetni molekuly, (B typ sit&), zatimco vektorové veli¢iny na krajich
vypocetni molekuly (A typ sité).

(7.1) a (6.3) je klasické Eulerovo upwind schéma (Hirsch, 2002, str. 415) s Van Lee-
rovou metodou (Van Leer, 1982), pouzivajici techniku oddélenych toku (detalné&jsi
rozbor metody viz 7.3).

V programu mflu.f je pouzZita st¥idavé usporadana sit (viz obrazek 7.1). Skalarni
veli¢iny p;, p, jsou umistény na B siti, coz jsou stfedy vypocetnich molekul, zatimco
vektorovy tok p;v;, p,Vp je umistén na A siti, tedy na krajich vypocetnich molekul.
Detailni rozbor vyhod tohoto typu sité je uveden v knize (Hirsch, 2002, str. 666).

7.2 Numerické schéma

Upwind schéma je jednostranné diferen¢ni schéma, které je konzistentni s rychlosti
a smérem, kterym se §ifi viny (informace) v daném médiu. Nejprve fesim vektorové
rovnice bez pravé strany, které rozepisu ve zvoleném diskretiza¢nim schématu

n+1/2 _ o At

u; U T oA (e = Flip) (7.32)
B = £ (a5t )+ F () (159
ujn-‘rl —u - % (FJTZ%Q _ F;j}f) , (7.3d)

kde At je Casovy krok a Az je prostorovy krok. Volba velikosti ¢asového kroku je
rozebrana detailnéji v popisu procedury clock. Toto diskretiza¢ni schéma je rozepsano
pro obecnou rychlost v a je aplikovano na obé rychlosti, tedy jak na pasivni plazmu
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tak na absorbujici ionty. Hornim indexem n zna¢ime diskrétni ¢asovy vyvoj, pfi¢emz
hodnoty s 1/2 oznacuji prediktorovy krok a celo¢iselné hodnoty oznacuji korektorovy
krok. U prostorového indexu j polovi¢ni hodnota znac¢i hodnotu veli¢iny definované na
krajich vypocetni molekuly (sit A), zatimco celo¢iselna hodnota veli¢inu definovanou
na stfedu vypocetni molekuly (sit B). Vice informaci o této metodé 1ze nalézt v knize
(Hirsch, 2002, stranka 408).

7.3 Technika oddélenych tokt

Tato metoda, znama spise pod svym anglickym nazvem fluz splitting technika (Hirsch,
2002, stranka 415), umoziuje rozdélit feSeni parcialni diferenciélni rovnice na ¢asti,
kde kazd4 ¢ast reprezentuje jeden samostatny ¢len z uvazované rovnice. Schématicky
zapsano, pro dynamicky systém dany rovnici

Jy
a L(y) (7.4)

je y reprezentovano sloupcovymi vektory u; (7.2a) a u, (7.2b). Operator £(y) miZeme
rozdélit na ¢asti L(y) = L1(y)+La(y)+. .. anumerické feseni rovnice (7.4) obdrzime
postupnou aplikaci jednotlivych operatoru

(y' =y /(At) = Li(y”), (7.5)
(y? —yH)/(At) = Lo(y),
(¥’ —y?)/(At) = Ls(y?),

—

Operétor £ v sobé zahrnuje jednotlivé dynamické ¢leny jako dynamické t¥eni, zafivou
silu apod. Cely postup muZeme shrnout tak, Ze nejdfive v daném casovém kroku
aktualizujeme hodnoty p a pv, obou slozek podle schématu (7.3). Nasledné v témze
casovém kroku vypocitame zmény obou veli¢in p;, p;v.; a pp, ppvr, diky plisobeni
externich zdroju sil (zafiva sila, tlak apod.) charakterizovanych vektorem Q a to
postupnou aplikaci vzorce

n+1 _ ., n+l n+1
' = ALQT (7.6)
Po skoné¢eni toho postupu, aplikaci okrajovych podminek a pfipadné numerické visko-
zity, pokratuje vypocet dalsim ¢asovym krokem (viz schéma na obrazku 7.2). Tento
postup tvofi zdklad viceslozkového kodu, vyjimku v tomto schématu tvori dynamické
tTeni.
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7.4 Dynamické t¥eni

Zahrnuti dynamického ti¥eni do modelu pfineslo zasadni problém, ktery bylo tfeba vy-
fesit. Aplikaci postupu (7.6) pro dynamické t¥eni se staly simulace numericky velmi
nestabilni, dynamické tfeni totiz funguje jako silné tlumeni. P¥esnéji fec¢eno, hydro-
dynamické procesy simulujeme na casové skale t,,q. Zahrnuti tfecich procest, které
v systému ustanovuji rovnovazny stav a jejichz casova skala ;. je mnohem mensi
nez Casovéa Skala hydrodynamickych procest, ¢, < tnyq, zpisobuje numerické potize.
Systém se snazi prejit do rovnovazného stavu, nicméné velikost ¢asového kroku, ktery
odpovida hydrodynamickym procesim nedovoluje rovnovahu ustavit, systém zacné
silné oscilovat a dochézi k numerické havarii. Bohuzel nemtizeme jednoduse pouzit
mensi ¢asovy krok, odpovidajici ¢asové Skéle tfecich procesi. Doba vypoctu, ktera
pri normalnim vypoctu trva fadové dny, by se pii pouziti mensiho ¢asového kroku
dostala fadové na desitky roki, coZ je nepfipustnd hodnota doby vypoctu. Z to-
hoto divodu jsem zvolil jiny pfistup, aby hodnota ¢asového kroku byla v rozumnych
mezich. Rovnice reprezentujici t¥eci ¢len v kodu mflu.f mizeme zapsat (v souladu
s postupem 7.4).

8vm~ _ _CG(l‘pi) (7 7a)
ot P .
oy CG(xp)
% P (7.7b)

kde G(x) reprezentuje Chandrasekharovu funkci. Konstanta C je dana podle (6.6)

¢ __Fu (7.8)

A AmME

Pokud bychom postupovali stejné, jako v p¥ipadé zafivé sily, stadilo by rovnice (7.7)
numericky integrovat s pouzitim kroku At. Tento piistup k vypoctu vSak vedl k silnym
oscilacim pobliz fotosféry, které nakonec vyustily v havarii kodu. Proto jsem zvolil jiny
pristup.

Jelikoz argumentem tieci sily je driftova rychlost xp;, ob& dvé rovnice (7.7) od sebe
odetteme a podélime faktorem vy,+/1 + A;/A, (viz definice driftové rychlosti 6.10).
Tak dostaneme diferencialni rovnici popisujici ¢asovy vyvoj driftové rychlosti

dpi (pi + pp)C
= — G(xy;). 7.9
dt Uth\/1+Ai/Ap (xp) ( )

V dalsim textu budeme opét z diivodu ¢itelnosti indexem 0 znacit hodnotu v Case t
a indexem 1 hodnotu pfislusné veli¢iny v ¢ase t + At. Abychom mohli rovnici (7.7)
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feSit analyticky separaci proménnych

M)
= — C———=dt, 7.10
/m G (zpi) 0 v V1 + A (7.10)

pi,0

je tfeba Chandrasekharovu funkci vhodné aproximovat. Integral na levé strané vy-
razu (7.10) pro Chandrasekharovu funkci (6.9) neni analyticky integrovatelny. Pokud
v8ak vhodné Chandrasekharovu funkci aproximujeme tak, aby byl vyraz (7.10) ana-
lyticky integrovatelny, budeme schopni fesit rovnici popisujici vyvoj driftové rychlosti
(7.9) analyticky v elementarnim ¢asovém kroku At. Tento zptisob vypoétu se ukazal
mnohem stabilnéjsi a odstranil potiZze s oscilacemi pobliZ fotosféry.

Proto jsem aproximoval Chandrasekharovu funkci vyrazem G4(z) =~ G(z), diky
kterému bylo mozné rovnici charakterizujici tfeci ¢len (7.7) analyticky integrovat a tak
urCit zmény v;, v, analytickym vyrazem v ramci elementarniho intervalu At. Pouzil
jsem t¥i riizné aproximace, aplikovatelné na t¥i odli§né ¢ésti intervalu driftové rych-
losti. Pro malé hodnoty driftové rychlosti byla pouzita aproximace (Owocki & Puls,
2002)
2IL'pi

3V

pro velké driftové rychlosti aproximace (Owocki & Puls, 2002)

Gi(zp) = Pro Zp; < T12, (7.11)

1

2.Tpi2

Gs(xp) = Pro Zpi > Ta3, (7.12)

a kone¢né pro hodnoty nachézejici se mimo tyto intervaly jsem pouzil interpolaci
pomoci polynomu druhého stupné

GQ(SL’pi) = alxpi2 —+ blxpi + ;. (713)

Parametry aq, by, c; jsou voleny tak, aby interpola¢ni polynom co nejlépe odpovidal
pribéhu funkce. Pro aproximaci G4(xp;) Chandrasekharovy funkce G(xpi) pro cely
interval plati
Gl<.§lfpi) Tpi < T12
GA(ZL'pi) = GQ(SL’pi) 12 S xpi S 23 (714)
Gg(ZL'pi) Tpi > T23

Graf funkce Ga(xp), funkce G(xp;) a rozdilu obou funkei G4(zy) — G(zpi) je na
obrazku (6.1). Maximum funkce G(z}}**) = 0.214 se nachazi v bodé 2} = 0.968.
Dynamicky nejdilezit€jsi ¢ast intervalu se nachazi v oblasti xp; < z™ driftovych
rychlosti, za touto oblasti velikost dynamického tfeni zase klesé. Jako vychozi hodnoty
ay, by, ¢1 jsem zvolil hodnoty z prvniho ¥adku tabulky (7.1) (a; = —0.1760, b; = 0.404,

¢; = —0.0011) s hrani¢nimi hodnotami jednotlivych intervali x5 = 0.15 a x93 = 1.85.
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Tabulka 7.1: Koeficienty interpola¢niho polynomu pro dany interval

a1 by &1 T12 T23

—0.1760 | 0.404 | —0.0011 | 0.15 | 1.85
—0.2180 | 0.485 | —0.0136 | 0.20 | 1.65
—0.0014 | 0.377 | —0.0003 | 0.10 | 1.10

Dalsi fadky hodnot v tabulce byly pouzity pro testovani vlivu zvolené aproximace na
simulace hvézdného vétru. Z grafu (6.1) Chandrasekharovy funkce a jeji aproximace
je patrné, Ze pro zvolené vychozi hodnoty rozdil mezi aproximaci a reilnou funkci
neni prilis velky.

Pro zvoleny polynom druhého stupné s koeficienty aq, by, ¢; (viz 7.13) dostavame
dosazenim a integraci z (7.10)
Tpi,1

= —CAt=, (7.15)

Tpi,0

2(1,1{L‘pi + bl - =
n
2a1xpi + b1 + =

1

kde = = \/b? — 4a;c;. Pii integraci (7.10) jsme pouzili tabulkovy integral (Bartsch,

/ dz 1 ) 2ax + b — \/b? — dac
= Il b
ax? +br+c  Vaxr?+bx2+c¢  |2ar+ b+ Vb — dac

ktery plati za piedpokladu 4ac — b*> < 0, coZ je splnéno u vsech zvolenych hodnot
ai, by, c;. Pievedenim logaritmu na exponencialni zavislost pFepiSeme rovnici (7.15)
na

(7.16)

2a1xpi 1+ b1 - = 2(1,1{L‘pi 0 + b1 - =
: = : exp (—CAt=). 7.17
201Tpin + 01 2 201250 + b1 2 P ) (7.17)

Postupnou tpravou a vyuzitim substituci

g— = 2a1Tpi0 + by — =, (7.18&)
g+ = 2a1$pi,0 —+ b1 + E, (718b)

dostavame vysledny vztah pro driftovou rychlost v ¢asovém kroku ¢ + At
1 |1+ Zf exp (—CAtz)

Tpi,1 = = =
P 2a; | 1= = exp (—CAIE)

(1]

—by|. (7.19)

Podobny postup pouZijeme i pro aproximativni asymptoticky vyraz (7.11), ktery po
dosazeni do (7.10) dava vysledny vztah pro malé driftové rychlosti

2
Tpi,1 = Tpi,0 €EXP (_ﬁCAt) (720)
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Zcela analogickym postupem dostaneme vztah pro velké driftové rychlosti. Asympto-
ticky vyraz (7.12) dosazenim do (7.10) vede ke kone¢nému vztahu
5 3

_ 3
l‘pi71 = x

o~ 5CAL (7.21)

Vztahy (7.20), (7.19) a (7.21) tvoii vysledné vztahy pro vypocet rychlosti jednotlivych
slozek v k6du mflu.f.

7.5 Program mflu.f

V této C¢asti popisu detailnéji jednotlivé procedury a ¢asti kodu mflu.f. Popis procedur
je usporadan ve stejném pofadi, v jakém jsou volany v programu. Schéma vypoctu
programu je uvedeno na obrazku (7.2).

Vstupni parametry a specifikace problému
Normalizace — subroutine norm

V této procedute se zadavaji fyzikalni parametry modelovaného systému, efektivni
teplota hvézdy 7., hmotnost hvézdy M, a hvézdny polomér R,.. Déle se zde za-
davaji tabelované hodnoty CAK konstant «, k, §. Na zékladé téchto udaji je pro-
vedena normalizace, kdy vS8echny pouzité veli¢iny jsou vyjadfeny v bezrozmérnych
jednotkach. Zakladem nasi soustavy je normaliza¢ni podminka G.M, =1, R, =1 a
Mcak /4w = 1, ktera vede na normaliza¢ni jednotky pro délku Ry, hmotnost My a
Gas Sy

RN = R*, (722&)
Ry
N i 29
SN GM,’ (7.22b)
M,
My Z;‘K S (7.22¢)

CAK rychlost ztraty hmoty Mok je spo¢tena pomoci vzorce (4.20). Poté jsou urceny
dalsi veli¢iny ze zadanych idaju, které jsou nezbytné pro vypocet: hvézdna luminosita
L., rychlost zvuku plasmy jako celku a, tepelna rychlost vodikovych atomu vy, Ed-
dingtoniiv faktor I'. a konstanta pro zafivou silu radc. Konstantou radc jsme v kodu
oznacili vyraz slozeny z konstant

ref «
radc = L, Ze k <%) : (7.23)

T Oe

Vstupni tidaje a zarovén normaliza¢ni faktory jsou shrnuty v souboru 'header.dat’.
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VSTUPN{ PARAMETRY
Pasivni plasma Absorbujici ionty
DO
/ A A \
van Leerova advekce van Leerova advekce
Pp PpUryp Pi PiVr i
dynamické t¥eni CYmETiE,e it
. t < tend .
gravitace gravitace
gradient tlaku gradient tlaku
zaren{
okrajové podminky
umél3 viskozita — - uméla viskozita
ENDDO
Vysledek
Obrazek 7.2: Vypocetni schéma programu mflu.f
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Nastaveni fidicich hodnot programu — subroutine set!

V ramci této procedury nastavujeme zakladni specifikaci problému, konkrétné veli-
kost pocitané oblasti (Zin, Tmax) @ dobu vypoltu te,q. Dale se zde nastavuje typ sité
prepinacem grd, typ okrajové podminky obou slozek pro vnitini okraj ble, blep a ob-
dobné pro vnéjsi okraje bri, brip. Volbou hodnoty vi2 nastavujeme rychlost ztraty
hmoty M v jednotkéch Mqax pro nastaveni pocateénich podminek. V ramei rutiny
se také inicializuji nékteré vnitini proménné.

Diskretiza¢ni sit — subroutine grid

Stejné jako v pfipadé kodu flu.f je pouzito dvouvrstvého typu prostorové sité. Sit B
centrovand na stied vypocetni bunky a sit A, centrovana na krajich bunky. Skalarni
veli¢iny prislusi siti B, zatimco A sit slouZi pro vektorové veli¢iny (viz 7.1). Prostorova
sit je stejna pro oba typy kontinua, pasivni plasmu i absorbujici ionty.

Pocate¢ni podminky — subroutine init

Pocatecni podminky pro obé slozky jsou nastaveny tak, aby umoznily vyvoj systému
do CAK feSeni. Konkrétné pro podzvukovou oblast profil rychlosti odpovida isoter-
malni statické atmosfére

Vpp = %exp(Hr), (7.24a)
Ve = %exp(Hr), (7.24Db)

kde H je tlakova Skala a a,; rychlost zvuku pro pfislusnou komponentu. Pro nadzvu-
kovou ¢ést jsme zvolili poc¢ateéni podminky ve tvaru

Vpp = ap+ 2apr, (7.25)
Vrp = @+ 2ar, (7.26)

odpovidajici linearnimu profilu. Hustota obou slozek potom byla pfepocéitané z pied-
pokladané CAK rychlosti ztraty hmoty, uréené vzorcem (4.21). Tyto pocate¢ni pod-
minky se ukézaly z numerického hlediska nejvhodnéjsi, prestoze nekopiruji presné
CAK feSeni. Nicméné podobné jako v jednoslozkovém piipadé konvergovaly k CAK
FeSeni velmi rychle.

Hlavni vypocetni cyklus

Hlavni vypocetni cyklus tvofi samotné jadro programu, volani téchto procedur se
opakuje az do dosaZeni €asu t.,q (viz obrazek 7.2). Abych zamezil p¥ilisnému pie-
indexovani v textu, dovolim si v rdmci této sekce vynechat pro procedury volané
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pro obé slozky nezavisle indexy ¢, p pro piislusnou slozku a index r znacici radialni
komponentu.

Interpolace rychlosti — subroutine speed

V ramci této rutiny je provadén jednak vypocet rychlosti u4 definované na A typu
sité z vypocitaného toku pu. Potom je z téchto hodnot urcena linearni interpolaci
hodnota rychlosti up definované na B typu sité (viz obrazek 7.5 a popis v subroutine
leerl,leer?)

200) :
N - Ty ( Pvi - (7.27)
p]fl_'_pj)
0B = M. (7.28)

Tato procedura se vola pro obé slozky plazmy, tedy jak absorbujici ionty tak pasivni
plazmu.

Van Leerova interpolace pro hustotu — subroutine [eer1?

Procedura leer1 tvoii spolu s procedurou leer2 jadro hydrodynamického kédu. Pomoci
Van Leerova schématu se v této rutiné pocita v kazdém casovém kroku hustota p pro
obé slozky. V programu se procedury leer! i leer2 volaji pro obé slozky. Hustota jako
skalarni veli¢ina je definovana na B typu sité. V prvni fazi vypoctu se stanovi pomocné
proménné

Ap. =P Pimt (7.29a)
Ty — Tj—1

Ap, = PP (7.29b)
Ti+1 = 2

ze kterych se ur¢i Van Leerova derivace

(ap) Van Leer B 2Ap7Ap+

— = : 7.29
Ox Apy + Ap_ (7.29¢)

S pomoci Van Leerovy derivace extrapolujeme hodnoty hustoty na levych okrajich
elementéarni buiikky (prostorova sit A) v ¢ase dt/2 (prediktorovy krok)

) 8 Van Leer dt
pt=p"+ (8_;)) (xA - (:UB + UAE)) (7.294d)
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Ay dt
U =
| (\ )”2 Nbij
/A'n\
P
!
B
b
A
~. 'p,]Jrl
******* xA s
] j Lit1

Obrazek 7.3: Schématické znézornéni Van Leerovy metody aplikované na hustotu. V prv-
nim prediktorovém kroku je extrapoloviana hodnota hustoty na okrajich elementarni buiiky
pomoci Van Leerovy derivace v ase ¢t + dt/2. V nasledujicim korekénim kroku je pomoci
tokll pjvj, pj+1vj4+1 na okrajich buiiky urcena hustota v Case t + dt.

a na zakladé znalosti hodnot toku pv na okrajich elementarni buiikky provedeme vy-
pocet hustoty v ase ¢ + dt (korekéni krok)

" . dt o/ /
Pt =pt — qr (pjﬁlvﬁrl - /)jAU]A> . (7.29)

Van Leerova interpolace pro tok — subroutine leer2

Obdobné je provadén vypocet pro tok pv, ktery jakozto vektorové veli¢ina je definovan
na A typu sité. Opét nejdiive ur¢ime

M) = P, (7300
A(pv), = (mgfl__;ﬁ”)j, (7.30D)

nasledné vypocitame Van Leerovu derivaci

(@)Vw 20 (pv) Apu)y
O A(pv)+ + Apv)-

(7.30c)
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S pomoci Van Leerovy derivace extrapolujeme hodnoty toku na stfedech elementarni
buniky (prostorova sit B) v ¢ase dt/2 (prediktorovy krok)

(pv)' B = (pv)4 + (%)wa (xB - (:cA + vB%)) (7.30d)

a na zakladé znalosti hodnot pvv na st¥edech elementarni buiiky provedeme vypocet
hustoty v ¢ase ¢ + dt (koreké¢ni krok)

. At , /
(po)"™ = p" = — ((pv)ﬁlvfﬂ - (pv)ij]B> . (7.30e)

Kontrola stability — subroutine clock

Procedura zajistuje splnéni Courantovy podminky (viz Courant & Hilbert, 1967)

Az

At = cegq———
o] + a)

, (7.31)

nutné k zajiSténi stability hydrodynamického kodu. éasovy krok At pro zvoleny ele-
ment a prisluSnou slozku kontinua je uréen ze zadaného Courantova ¢isla c.q, velikosti
prostorového kroku Ax, rychlosti v a rychlosti zvuku a. Takto urcéené ¢asové kroky
jsou tedy obecné zavislé na typu slozky (pasivni nebo absorbujici) prostorové sou-
fadnici x, ve které ur¢ujeme velikost rychlosti v a velikost prostorového kroku Ax.
Abych splnil Courantovu podminku stability (viz Courant & Hilbert, 1967) pro obé
slozky, urdil jsem z této podminky casovy krok pro absorbujici ionty At; a ¢asovy
krok pro pasivni slozku At, a jako skute¢ny ¢asovy krok At jsem pouzil krok s mensi
hodnotou,

At = min(At;, At,). (7.32)

Hodnota ¢asového kroku se stanovuje pokazdé znovu. Pro provedené viceslozkové
vypocty jsem volil hodnotu c.q = 0.01.

Vypocet treci sily — subroutine friction

Vypocet treci slozky sily je nejproblemati¢téjsi ¢asti vypoctu, detailni popis vypoctu
je v umistén v kapitole (7.4).

Vypocet tlakovych sil — subroutine pressure

Procedura urcuje tlakovou silu piisobici na danou slozku za predpokladu isoterméalnich
procest.
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Vypocdet efektivni gravitace — subroutine grav

Procedura pocita gravitacni silu ptisobici na element kontinua redukovanou zafivou
silu v dusledku rozptylu na volnych elektronech. Vzhledem k faktu, Ze neuvazujeme
zatim tiislozkovy model, jsou elektrony zahrnuty jak v absorbujicich iontech tak v pa-
sivni plasmé. Proto je redukovana gravitace zapocitand pro obé slozky.

Vypocet zarivé sily — subroutine radia

Zariva sila v dusledku absorpce v ¢arach v nasem modelu ptisobi pouze na absor-
bujici ionty. Procedura poéita zafivou silu v Sobolevové aproximaci ze vzorce (3.53).
K vypoctu zafivého zrychleni (3.53) jsme pouZili tabelované hodnoty CAK konstant
z tabulky (3.1). Zarovei jsou ve vypoc¢tu zahrnuty také korekce CAK teorie — kon-
krétné koreké¢ni ioniza¢ni faktor fi,, a korekce na kone¢ny disk hvézdy fion-

Numericka viskozita — subroutine visco

Koncept numerické viskozity, poméahajici automaticky numericky rozlisit a priblizné
spotitat diskontinuity v simulacich, poprvé rozpracoval (von Neumann & Richtmyer,
1950). Tento p¥idavny ¢len, ktery se zahrnuje do rovnic, zajiStuje hladky a spojity
prechod z jedné oblasti diskontinuity do druhé na Skile ~ Ax. Velikost viskozniho
¢lenu je stanovena ze vztahu

a7 = p" Quis(uy — ), (7.:332)
B _ B
(pu)? = (pu)? — dtw (7.33b)

(7 — "L‘ifl)’

kde Q.is je koeficient umélé viskozity (ve kodu je oznalen jako vis).

Okrajové podminky — subroutine bound

V souladu s teorii smiSeného problému pocateénich-okrajovych podminek jsou okra-
jové podminky urc¢ovany podle poc¢tu charakteristik, které vstupuji, popiipadé vystu-
puji z vypocetni oblasti. Pocet vstupujicich charakteristik do vypocetni oblasti na
jejim okraji odpovid& poctu zafixovanych hydrodynamickych veli¢in na témze okraji,
podobné pak pocet vystupujicich charakteristik z oblasti odpovida poc¢tu extrapolo-
vanych hydrodynamickych veli¢in.

Okrajové podminky byly nastaveny v souladu s charakteristikami systému. Pro
absorbujici ionty jsem zafixoval hustotu p; a extrapoloval tok p;v; na vnitinim okraji

Pi2 = Pi2, (7.34)
(/)U)z‘,:s = (PU)M, (7-35)
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zatimco pro pasivni plazmu jsem na vnitinim okraji zafixoval obé véli¢iny

Pp.2 = Pp,2; (736)
(Pv)p3 = (PV)p,3. (7.37)

Obdobné pro vnéjsi okrajové podminky absorbujicich iontii jsem obé veli¢iny extra-
poloval

Pinp+3 = Pinp+2s (7.38)
(pv)i7np+3 - (pv)i,np-l—% (739)

a stejnym zpusobem také pro pasivni plazmu

Pinp+3 = Pinp+2; (740)
(pv)i7np+3 = (pv)i,np-l—% (741)

kde np je pocet pouzitych bodi pro vypocet. Index u okrajovych podminek, konkrétné
2, n + 3 pro hustotu p a 3, n + 3 pro tok pv, u obou slozek odpovida skute¢nym
okrajim vypocetni oblasti. Veli¢iny s indexem 1, n + 3 pro hustotu a 1, 2, np+ 3 pro
tok jsou takzvané ghost zones, které jsou zde z divodu symetrie (Hirsch, 2002). Jak
bude diskutovano pozdéji, problém nastava, pokud dojde k oddéleni slozek, jelikoz se
zméni konfigurace charakteristik.

Vystup z programu — subroutine out

Vystup z programu je pfesmérovin do dvou souborii: flua.dat’ uréeny pro hydrody-
namické veli¢iny popisujici absorbujici ionty a ’flub.dat’ uréeny pro hydrodynamické
veli¢iny popisujici pasivni plazmu. Vystup se provadi v pravidelnych intervalech, da-
nych celkovou dobou vypoctu t.,q a poCtem vystupl iout. Forméat vystupu platny
pro oba soubory méa néasledujici strukturu

X p U

0.999830794  1.01751379 2.76150391
1.00050852  1.00785514  2.78797043
1.00084784  0.982010551 2.86134434
1.00118741  0.952455058 2.97838832
1.00152712  0.926301376 3.05727337

Uvedené veli¢iny jsou v bezrozmérném forméatu. K pfevodu na CGS soustavu jsou
uvedeny Skalovaci faktory v hlavickovém souboru "header.dat’.
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Tabulka 7.2: Parametry modelu
Star M Tog R Q@ k ) Zi|Z,
Mo] K] [Ro]
e Ori  90.0 28500 37.0 0.590 0.170 0.09 3.0
k Cas 29.0 21600 354 0.5 0.287 0.09 3.0
7 Sco 20.0 32000 6.7 0.609 0.156 0.057 3.0
e Per 20.0 27500 11.9 0.545 0.571 0.018 3.0

7.6 Viceslozkové modely hvézdného vétru

Viceslozkovy kod jsem aplikoval na hvézdy s dobie vizanym hvézdnym vétrem. Kon-
krétné jsem se zabyval hvézdami s parametry € Ori, x Cas, 7 Sco, € Per. Parametry
modelu jsou shrnuty v tabulce (7.2), pfi¢emz parametry hvézdy x Cas, 7 Sco a ¢ Per
jsem prevzal z Wilson & Dopita (1985) a parametry pro hvézdu e Ori jsem pfe-
vzal z ¢lanku Krticka & Kubat (2000), abychom mohl porovnat modely. Vysledky
jednotlivych simulaci jsou shrnuty taktéz v tabulce (7.2). U v8ech téchto hvézd se
predpokladé dostatecné husty hvézdny vitr, ktery je dobfe vazany. U dobie vizaného
hvézdného vétru viceslozkové simulace vykazuji dobrou shodu v porovnani s jedno-
slozkovymi modely. Abych analyzoval vliv pfesnosti aproximace Chandrasekharovy
funkce G 4(x) na simulace, pouzil jsem rizné hodnoty parametru aj, by, c; interpo-
la¢niho polynomu. Hodnoty byly voleny zamérné tak, abych analyzoval i pfipad ne-
vhodné aproximace, jak je patrné z obrazku (7.6). Jednotlivé hodnoty pouzitych pa-
rametri aq, by, c; jsou shrnuty v tabulce 7.1. Graf znazoriujici prubéh jednotlivych
aproximaci G (xpi),Ga(2pi) a Gs(xpi) spolu s pribéhem skuteéné funkce G(z) je zna-
zornén na grafu (7.6). Je tfeba poznamenat, 7e v pfipadé simulaci slabé vazaného

Star Voo Uobs Uoth
[kms™'] [kms™'] [kms™!|

g Ori 1600 2010 1950

k Cas 800 1600 -

T Sco 1600 2000 -

¢ Per 1200 1500 -

Tabulka 7.3: Srovnéani empirickych hodnot rychlosti v s hodnotami stanovenymi z pro-
gramu mflu.f. Hodnoty v, uréené z programu mflu.f jsou v prvnim sloupci, empirické
hodnoty, které byly prevzaty z ¢lanku Wilson & Dopita (1985), jsou ve sloupci vops. Po-
sledni sloupec v,ps 0bsahuje hodnotu stanovenou jinym programem (Pauldrach et al., 1986)
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Obrazek 7.4: Horni levy panel: Pocate¢ni podminky pro rychlost ¢asové zavislého
modelu hvézdy 7 Sco z tabulky 7.2. Hvézda byla vybrana diky predpokladu dobie
vazéaného hvézdného vétru. Horni pravy panel: Numericky mezivysledek po uplynuti
zhruba 1/10 celkové vypocetni doby. Vidime, jak numerické feseni konverguje k pied-
pokladanému CAK feSeni. Dolni levy panel: Podobna situace po uplynuti 1/20 cel-
kové vypocetni doby, numerické feSeni je mnohem blize k CAK feSeni. Dolni pravy
panel: Koneéné, numerické feseni dokonvergovalo k CAK feSeni. Porovnanim néseho
dvouslozkového modelu s jednoslozkovym modelem vidime, Ze dvouslozkové feSeni
(¢arkovana ¢ara) koresponduje s jednoslozkovym modelem (plna ¢ara).

vétru, ve kterém muze dojit k oddéleni sloZek, je dobré zvolit co nejlepsi fit interpo-
laénim polynomem pro oblast 0 < x < xy.x = 0.24. Tento zavér je patrny z analyzy
Chandrasekharovy funkce, kde oblast pokryvajici rozsah driftové rychlosti od nuly
az po hodnotu korespondujici s maximem Chandrasekharovy funkce méa velky vliv
na piipadny proces oddéleni slozek. Na druhou stranu, jak je patrné z vysledné ta-
bulky (7.6), neméla v p¥ipadé dobfe vazaného vétru hrubost aproximace velky vliv na
vysledek, coz odpovida pfedpokladanému chovani. Simulace hvézdného vétru hvézd
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s fidkym vétrem prozatim nebyly tispesné, diky zavaznym numerickym obtiZznostem.
Hlavni problém spociva v generaci nestability (6.42). Tato nestabilita vznikajici p¥i
oddélovani aktivni a pasivni slozky je extrémné silnd a velmi rychle vede k nume-
rické havarii kodu. Dosud provedenym numerickymi experimenty s pouzitim vét§iho
koeficientu umélé viskozity se nepodafilo dokonvergovat k feSeni. Zkusil jsem také
experimentovat s riznou hodnotou skalovactho faktoru n a tim ovlivnit narust této
nestability. Zatim se vSak nepodafilo simulovat oddélovani slozek ve hvézdném vétru.
Diky tomuto faktu také simulace pulsujicich obalek s pomoci piesnéjsiho viceslozkové
modelu neni mozna. V obou piipadech koéd po urcité dobé havaruje. Oba tyto pro-
cesy jsou velmi zajimavé a v soucasné dobé pracujeme na zménach kodu tak, abychom
mohli studovat i tyto procesy.
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Obrazek 7.5: Horni panel: (nalevo) Vypod&itany rychlostni profil z viceslozkového modelu
pro hvézdu k Cas, rozloZeni hustoty pro absorbujici slozku (pFeruSovana ¢ara) a pasivni
slozku (plné ¢ara) pro tutéz hvézdu. Stiredni panel:-obdobné rychlostni profil z viceslozkového
modelu pro hvézdu 7 Sco (nalevo) a rozloZeni hustoty pro absorbujici slozku (pferuSovana
Cara) a pasivni slozku (plna ¢ara) (napravo). Spodni panel: (nalevo) Vypocitany rychlostni
profil z viceslozkového modelu pro hvézdu e Per, (napravo) rozlozeni hustoty pro absorbujici
slozku (pferuSovanou ¢arou) a pasivni slozku (plnou ¢arou) pro stejny model.
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Obrazek 7.6: Chandrasekharova funkce a jeji aproximace. Chandrasekharova funkce je zna-

zornéna v grafu plnou ¢arou, aproximace G1(xpi),G2(Zpi) a G3(zpi) uréené podle vzorce (6.9)

jsou znézornény v grafu teckovanou, ¢arkovanou a teckované ¢arkovou Carou odpovidajici
sadé parametrii z tabulky (7.1)
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Kapitola 8
Zaveér

V praci jsem se zabyval numerickymi simulacemi hvézdného vétru a to jak jedno-
slozkového tak viceslozkového. Také jsem numericky modeloval hydrodynamické ne-
stability, které souvisi s problematikou hvézdného vétru. K simulaci jednoslozkového
hvézdného vétru jsem pouzil kéd flu.f a pro simulaci klasickych hydrodynamickych
nestabilit kod VH-1. V ramci jednoslozkovych simulaci jsem se zabyval analyzou
konvergence vypoctu k CAK feSeni. Ukazalo se, ze v prubéhu konvergence dochazi
¢asto ke vzniku razové viny. Déle jsem se zabyval analyzou vzniku pulsujicich oba-
lek, poprvé popsanych v ¢lanku (Porter & Skouza, 1999). Vysledné zavéry, popsany
pribéh i predpovéd ¢asové skily tohoto procesu je plné v souladu s praci (Porter
& Skouza, 1999). Detailni popis téchto zajimavych hydrodynamickych procest, jejich
simulace i s vyslednou animaci jsou jako soucast této diserta¢ni prace na priloZzeném
CD.

Vyvinul jsem viceslozkovy kéd mflu.f, kterym lze studovat ¢asové zavislé procesy
ve viceslozkovém hvézdném vétru. V ramci této prace jsem vymyslel metodu k po-
tlaceni numerickych oscilaci, objevujicich se pti simulaci diky dynamickému tfeni.
Dynamické t¥eni svym charakterem, zna¢né numericky komplikuje vypocet. V pii-
padé zahrnuti dynamického tfeni do vypoctu se problémem stava silné tlumeni, které
zpusobuje silné oscilace, zejména pobliz fotosféry hvézdy. Vyvinuta metoda tento pro-
blém tspésné fesi a to bez vyznamného narustu vypocetni ¢asu. Metodu jsem tspésné
aplikoval na hvézdny vitr vybranych B hvézd. Také jsem zjistil, Ze pro simulace dobte
vazaného hvézdného vétu horkych hvézd, neméa hrubost aproximace vyznamny vliv na
kone¢ny vysledek simulace. Potvrdil jsem také numericky pfedpovéd existenci silné
nestability, kterda vznika pii oddélovani slozek plazmatu v pripadé slabé vazaného
hvézdného vétru horkych hvézd.

Jednou z klicovych aproximaci je predpoklad izotermality hvézdného vétru. Diky
tomuto predpokladu jsem uSetfil vypocetni naroky zhruba o tietinu, nemusel jsem

v v v

totiz FeSit detailni rovnice pro pfenos energie (2.3). Na druhou stranu ma tento pied-
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poklad velmi omezenou platnost. Jednak prvni ¢asové zavislé simulace (Feldmeier,
1995) ukéazaly, 7e hvézdny vitr u hvézd spektralniho typu O lze pokladat za izo-
termélni az ve vzdalenosti od 5 R,.. Az do této vzdéalenosti muze razovy ohiev a
ochlazovani mit podstatny vliv na dynamiku systému. Podobny zavér lze ocekavat i
pro nékteré hvézdy spektralniho typu BO.

Dalsim vyznamnym procesem naruSujicim isotermalitu ve viceslozkovém hveézd-
ném vétru B hvézd je ohfev v disledku dynamického tfeni mezi jednotlivymi slozkami
vétru. Krticka & Kubat (2001a) ukazali, ze tfeci ohfev se u hvézd spektralniho typu B
uplatni hlavné ve vzdélenéjsich oblastech a vede k vyrazné teplotni stratifikaci vétru.
Dynamickym disledkem tfeciho ohfevu je pokles hodnoty rychlosti v nekoneénu v,.
Dale Krticka & Kubat (2001b) ukazali, Ze u hvézd spektralniho typu B2 a pozdé&jsiho,
kde se predpoklada vétsi vyznam viceslozkového popisu vétru, mohou mit absorbujici
ionty vétsi teplotu nez pasivni slozka v diisledku Galeyho-Owockého ohievu (Gayley
& Owocki, 1994) a to fadové az o 10® K. Vechny tyto argumenty vedou k jednoznad-
nému zavéru, ze v dalsim kroku je nutné misto piredpokladu isotermélnich procesi
spocitat detailné pfenos energie v rovnici pro energii (2.3).

Déle ve viceslozkovém modelu zatim uvazuji pouze zafivou silu v Sobolevové apro-
ximaci, pfesnéjsi popis napiiklad pomoci SSF metody (Owocki & Rybicki, 1985) neni
mozny diky vétsim vypocetnim narokim. Nejsem tedy schopen zatim simulovat za-
fivou nestabilitu, touto nestabilitou generované razové viny a tedy ani rdzovy ohiev
ve viceslozkovém hvézdném vétru, ale je to naplih dalsiho vyzkumu. Je tieba také
upozornit na fakt, Ze jsem pouzil tabelované hodnoty CAK konstant. Velikost CAK
konstant urcuje efektivnost prenosu hybnosti zafeni, proto jejich pfesnost je pii si-
mulacich velmi dilezitd. V ramci zpfesnéni vypoc¢tu by bylo dobré spoéitat hodnoty
CAK konstant pro nase vstupni parametry hvézdy a elektronovou hustotu hvézdného
vétru namisto pouziti tabelovanych hodnot.

Asi nejvétsim problémem, se kterym je nutno se vyporadat je simulace dynamic-
kého oddélovani slozek ve hvézdném vétru. Je tfeba dalsiho vyzkumu k vyteSeni pro-
blému s oddélovanim slozek plazmatu. Béhem testovini a simulace hvézdného vétru
horkych hvézd se slabé vazanym hvézdnym vétrem, tedy u hvézd s predpokladanym
oddélovanim slozek plazmatu, jsem narazil na dalsi numerické potize. Ukazalo se,
Ze nestabilita generovani oddélovanim slozek velmi rychle vede k numerické havarii
koédu. Potlaceni této nestability a simulace oddélovani slozek je n4plni dalsi préce.

Velmi zajimavym problémem se ukazala simulace dynamického oddélovani slozek
ve hvézdném vétru. V pribéhu testovani a simulace hvézdného vétru horkych hvézd
se slabé vazanym hvézdnym vétrem, tedy u hvézd s predpokladanym oddélovanim
slozek plazmatu se ukazalo, Ze vypocet nedokonverguje k feSeni. Je to pravdépodobné
disledek silné nestability generované pii oddélovani obou slozek. Hledani zpiisobu, jak
simulovat tento proces a potlacit nartst této nestability miize byt velmi p¥inosné.

K oddéleni slozek dochézi pokud coulombické interakce nejsou piili§ efektivni, coz

Hydrodynamika obalek horkych hvézd 108



109

miize byt pfipad hvézdného vétru nékterych B hvézd zejména pozdéjsiho typa (B3
a vice). Ukazuje, Ze proces oddélovani je z numerického hlediska velmi slozity, a to
zejména ze dvou divodi. Viceslozkovy hvézdny vitr je velmi nestabilni, kromé jiz
zmifiované nestability v dusledku interakce zafeni se spektralnimi ¢arami (zkracené
¢arové nestability), se zde vyznamné uplatiiuje nestabilni moéd pifi oddélovani absor-
bujicich ionti od pasivni slozky (6.42). Rychlost naruastu separa¢niho modu prevysuje
jiz tak velkou rychlost ¢arové nestability o fadové 10% a to pro vSechny vlnové délky
perturbace, na rozdil od Carové nestability, kterd se uplathuje pouze pro male po-
ruchy vinové délky. Numericky simulovat tuto nestabilitu je velmi obtiZzné, vyzaduje
to velké naroky na vypocetni kapacitu, efektivnost a stabilitu algorithmu. Druhym
divodem, ktery je ale tizce spjat s prvnim, je fakt, Ze po oddéléni obou slozek jsou
iontové Abbottovy vlny, jenz umoziuji Siteni signalu, zhruba 100-krat rychlejsi nez
klasické Abbottovy viny z jednoslozkového modelu. Z tohoto pohledu je stacionarni
feSeni podkritické a informace se miize §ifit diky témto super Abbottovym vlnam
skrze hvézdny vitr na povrch hvézdy z celé vypocetni oblasti. Méni se tak konfigu-
race charakteristik, tedy i okrajové podminky problému. V soucasné dobé probiha
intenzivni vyzkum, jakym zpiisobem vyfeSit ¢i obejit tyto numerické tézkosti pti za-
chovani realistické doby vypoctu v fadu dni. Pak bude mozné konzistentné urcit, zda
a jakym zpisobem dochézi k oddélovani slozek u B hvézd s fidkym vétrem a také stu-
dovat pfipadné dynamické jevy souvisejici s oddélenim, napiiklad generaci pulsujicich
obalek.
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Dodatek A

Sftérické souradnice, diferencialni
operatory ve sférickych souradnicich

Vztah mezi kartézskymi soutadnicemi a sférickymi souradnicemi

x =rcos¢sinb, (A.1)
y = rsin ¢ cos b, (A.2)
z =rcosf. (A.3)

Jednotlivé vektory ve sméru soutadnych os

cos ¢ sin 0 R —sin ¢ A cos ¢ cos 6
7= | sin¢sind o= coso 0= |singcosb | . (A.4)
cos 0 —siné

Operator nabla
0 10 1 0
Vet = <5’ r oo’ rsin@(’?_gb) ' (4.5)

Operator rotace

v (L Lo L on v dvw du 10n) o
~ \tané rof rsinf ¢’ sin@dp r Or’r  Or rob)’ .
Operator divergence
, 19, , 1 v 1 0, .
div, 9 (V) = ﬁa(r u) + 50000 + rsin@%(sm Ow). (A.7)
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Dodatek B

Odvozeni vztahu s.V(s.v)

Nésledujici postup odvozeni je zpracovan podle Koninx (1992). V zavedeném zna-
¢eni podle Koninx (1992) miizeme pro rychlost psét

v =0, + vwﬁ + ’U@é
a podle obrazku 7.6 muZeme psat pro jednotkovy vektor ve sméru zaieni s

cos Usin A
s=|sinUsinA |. (B.1)
cos A

Projekce rychlosti ve sméru zareni je dana skalarnim soucinem
S.V = 0.(8.7) 4 vs(5.0) + vy(s.6),

kde pro jednotlivé skalarni souciny plati

(s.7) = cos Usin A cos ¢ sin 6 + sin W sin A sin ¢ sin 6 + cos 6 cos A = (B.2a)
= sin Asin 6 cos(¥ — ¢),

(s.) = — cos W sin A sin ¢ + sin W sin A cos ¢ = (B.2b)
sin A sin Asin (U — ¢),

(5.0) = cos W sin A cos ¢ cos § + sin U sin A sin ¢ cos @ — sin 6 cos A = (B.2¢)

sin A cosf cos (¥ — ¢) — sin 6 cos A
a pii apravé jsme pouzily souctové vzorce

sin (a + ) = sinawcos 8 £ cos asin 3,

cos (o £ 3) = cos acos 5 F sin asin 3.
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oy

Obrazek B.1: Vztazny systém pouZity pfi odvozeni vztahu s.V(s.v). Soufadnice 7, 0, ¢
jsou bézné sférické souradnice, udavajici polohu bodu v prostoru. Jednotkovy vektor
s urcuje smér k pozorovateli a je dan thly A, U. Soufadné soustava byla prevzata
z prace Koninx (1992)

S pouzitim (B.2) rozepiSeme projekci rychlosti

s.v =u,sin Asinfcos (U — ¢) + v, cos A cos 0 + v, sin Asin (¥ — ¢)+ (B.3)

+wvg sin A cos 0 cos (¥ — ¢) — vgsin 6 cos A,

pro gradient projekce rychlosti obecné plati (viz (A.5))

VT,97¢<SV).
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Rozepsano do jednotlivych slozek

d(sv)  Ov, v,
5 = B = sin A sin § cos (U — ¢) + e ~ cos A cos 0+

dvg . : v .
+W sin Asin (¥ — ¢) + EsmAcos@cos (U —¢)—
vy

5 sin 6 cos A

d(s.v)  Ov,
50 8—¢smAsm9cos (U — o)+

0
+u, sin A sin fsin (U — ¢) + ai(; sin A sin (¥ — ¢) — vg sin A cos (U — ¢)+

g—qbsm/\cosﬁcos(llf — @) 4 vgsin A cosOsin (¥ — ¢) — aa—¢81n0c:os/\+

8
"9
d(s.v) Ov,
o) WsmAsm@cos (U —o¢)+

+v,-sin A cos 6 cos (¥ — ¢) + % cos Acos 6
v

) _oy 1 Qo -
50 sin A sin (U ¢)+60 sin @ cos A — vy cos 0 cos A

— v, cos A sin 0+

PouZijeme stejné znaceni jako v Koninx (1992),Kubat (2005)

a; = sin Asin 6 cos (¥ — ¢) + cos A cos ¢
as = sin A cosf cos (U — ¢) — cos Asiné
az = sin Asin (U — ¢)

aqs = —sin A cos (U — ¢)

a piepiSeme vyrazy (B.4) do vektorového vyrazu

Vr,d),@(S.V) =
ov, O0vy Ovg 1 [0ov, 8% Ovy
( o ai + Wag EaQ — [Wal + — 89 3+ 20 — G + V.ag — U9a1:| ,
1 {avr %a2+a—a2+v sin fas + vgay + v cos@a})
rsinf | 0¢ 190, 0¢ " pra o ’

(B.4a)

(B.4b)

(B.4c)

(B.ba
(B.5b
(B.5c
(B.5d

— e’ e S

(B.6a)

Nyni uz zbyva jenom provést projekci vektoru (B.7a) ve sméru zafeni, tedy s.Vs.v,
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kterou provedem analogicky s pfedchozim postupem

ov, Ovy  Ouvg . .
5, + e + Ea2:| (sinAsinfcos (¥ — ¢) +cosAcosd)  (B.7a)

s.Vs.v =

1 {0v, ov Ovg
+; |: 90 a; + a;ag + %CLQ “+ v.a9 — Vgaq | . (B?b)

1 [ 8vr 8v¢

vy
g &b 8—¢a3 + 8—¢a2 +veagsinf+  (B.7c)

Vg + vgaz cos 0] .(sin A cosf cos (¥ — ¢) —sinfcosA)  (B.7d)

.sin Asin (U — ¢) +

seskupenim jednotlivych ¢lent lze vyraz (B.7) zjednodusit

oo (5 H)or (e
(ot ang)ar s (2012 s
vy 1 Ov, 1 Jvg 1 Oup
+<8r Jr7“si110 8¢) i 3+< 00 Jr7“sin€ 8¢)a2a3+
% a3aq
7 sin 0

coz je vysledny obecny vyraz pro projekci gradientu projekce rychlosti toku hmoty
ve smeéru zafeni.

Specialni pripady odvozené z vyrazu s.Vs.v
Radialni rychlostni pole a radiilni paprsky zafeni

V pripadé aproximace bodové hvézdy uvazujeme pouze radialni paprsky zareni. Pro
sféricky symetricky vitr tak pro jednotlivé thly z obrazku plati

U=¢ 0=A
a nésledné také pro koeficienty (B.5)
a;=1 a;=0 a3=0 a4 = —sinf (B.9)
dosazenim (B.9) do (B.8) dostavame tak vysledny vztah

ov,

5 (B.10)

s.Vs.v=
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Radialni rychlostni pole a neradialni paprsky zafeni

V této aproximaci plyne pro jednotlivé ihly ¥, ¢ a A

m
U = A= —
¢ 2

opétovné pro koeficienty (B.5)
a; =sinf ay=cosf a3=0 ay4=0

a analogicky dosazenim (B.11) do (B.8)

. o0V v
s.Vs.v =sin0>— + cos*>-=.

or r

Definujeme promeénnou g

— - 0-
1% COS 5

(B.11)

(B.12)

(B.13)

S pomoci proménné (B.13) mizeme piepsat vyraz (B.12) pro radilni tok a neradialni

paprsky na konec¢ny tvar

s.Vs.v = ,LLQ% + (1 — p?)-=.

(B.14)
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Dodatek C

Odvozeni vypoctu korekéniho faktoru
pro konec¢ny disk hvézdy

Nasledujici pasaZ byla zpracovana podle prace (Cranmer, 1996) pro volbu rovnomérné
jasného disku. Nejprve intenzitu kontinua od povrchu hvézdy v bodé r, 0, ¢ vyjadiime
pomoci funkce okrajového ztemnéni D(v,r)

L.
4T R,
pro vyjadieni funkce okrajového ztémnéni vyuZijeme aproximace rovnomérné jasného

disku. Na kolik tato volba poznamena vysledny vypocet je uvedeno v diskuzi na konci
této kapitoly. Pro rovnomérné jasny disk méa funkce okrajového ztemnéni tvar

D(p,r), (C.1)

0, —1<pu<p.
D(Vur){ 1 ,LL*<M<1NJ

™

(C.2)

kde konstanta % byla vybrana tak, abychom dostali po thlové integraci stejny tok
jako v pripadé bodové aproximace

L, 1
= 27r/ Dpdp = D=

A7y 4HR2 T

Zariva sila pro cely soubor spektralnich ¢ar ma tvar

1 — o Koy, 1 L. 1 /1 5 OU,. o U |
rad = -2 D 11— — dp. (C.3
grad F(O{) c c 7T47TRZ (p'Uth)a 1 (V7 T) M ar ( M ) r M M ( )

Pomér mezi touto zobecnénou zéfivou silou pro neradidlni paprsek a zarivou silou
v aproximaci bodové hvézdy je dan

KD «
Gred 27?7’ 8vr Uy
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pro dalsi postup (C.4) pouzijeme vyraz pro logaritmickou derivaci jako proménnou

Olnw, r Ov,
- 1=, .
o Olnr L v, Or (C.5)

Pomoci ni snadno upravime vyraz

ov v v r Ov
2 0Ur IR I VA _
L R B TR IR (C6)
. 0uOr [ 4 1 O, ¢! + ou?) Ov,
© 7 Ov0r [ (vr or D+ 1} o+l o’ (C1)

takze pro (C.4)

27 1ot (14 op?) ov, 1*
K = D|—2 dp = C.8
1 — p? (Ov,.0r) /1 { o+1 or } HEH (C8)

- (o _: 1) (1 _27;*2) %/ (1+ UMQ)aMd/i- (C.9)

*

Integral ve vyrazu (C.9) lze jednoduse spoéitat pomoci substituce

1 2
2\ _ | t=(o+]) ti=1+0
/u (L+opu7) ,ud,u—’ dt = 2uodp t_ = 2o +1 (C.10)

*

a néaslednou integraci dostavame vysledny vyraz pro korekéni faktor zahrnujici v sobé
vliv koneéného disku hvézdy

1 ty 1 at+l 1 *2 a+1
i / podr — 119) (L+on.) (C.11)
t

(0 + 1)1 — w2) 7o oo+ 11— mw2)(a+1)’
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Dodatek D

VH-1

Kod VH-1 (Virginia Hydrodynamics) byl vyvinut na univerzité ve Virginii skupinou
astrofyziki v ramci prace (Blondin & Lufkin, 1993). Program je plné zdarma k dis-
pozici ke stazeni na adrese http://wonka.physics.ncsu.edu/pub/VH-1/. Je uréen pro
feSeni Eulerovych rovnic pro idealni plyn. Zakladni metodou pro feSeni hydrodyna-
mickych rovnic je metoda PPM (Piecewise Parabolic Method), kterou vyvinuli Collela
& Woodward (1984). Kod je psan v jazyce FORTRAN-77 a je tvofen nékolika pro-
cedurami v samostatnych souborech, které jsou volany v hlavnim téle programu. Je
obecné vicedimenzionalni, konkrétné je k dispozici verze pro 1D a 2D vypoéty. Vystup
programu je ukladan do formatu HDF - Hiearchical Data Format. Vice podrobnosti
o tomto formétu lze nalézt na adrese http://hdf.ncsa.uiuc.edu/.

V porovnani s metodou pouzitou v program mflu.f, je metoda PPM metodou
druhého fadu. To znamend, Ze v porovnéni s Van Leer metodou prvniho radu, je
pfesngjsi, coZ ma ur¢ité vyhody pii simulaci (napifiklad razovych viln). Na stranu
druhou, modifikace tohoto programu pro viceslozkové vypocty by byla mnohem slo-
7it&jsi, nez modifikace programu flu.f. Proto jsem zvolil jako vychozi kéd pro tvorbu
viceslozkového programu koéd flu.f. Nicméné program jsem pouzil pro 2D simulaci
Rayleighovy-Taylorovy nestability a Kelvinovy-Helmholtzovy nestability. Barevnou
skalu, kterou jsem pouzil pfi simulacich, mi laskavé poskytnul Dr. J. Porter. Kod
je v ramci astrofyzikdlni komunity ¢asto pouzivan a spolu s programem ZEUS patii
k nejcastéji pouzivanym programim pro feSeni hydrodynamickych problémi v ast-
rofyzice. Jako priklad pouziti kodu VH-1 pro simulaci hvézdného vétru mohu uvést
praci (Dessart & Owocki, 2003) popiipadé (Dessart & Owocki, 2005), kde byl program
VH-1 pouzit pro modelovani 2D zafivé nestability.

J& jsem program VH-1 pouzil pro simulaci Rayleighovy-Taylorovy nestability a
Kelvinovy-Helmholtzovy nestability. Pro obé simulace jsem pouzil prostorovou sit
600x600 bodi s hodnotou Courantova ¢&isla c.g = 0.5. Doba vypoctu se u obou ne-
stabilit pohybovala fadové kolem 6 hodin (pracovni stanice AMD XP 1800, 512 MB
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DRAM, OS Linux, kernel 2.6.8 ). Veskeré vypocty jsou provedeny v bezrozmérnych
veli¢inach.

Pro simulaci Rayleighovy-Taylorovy nestability jsem pouzil model kontinua roz-
déleného na dvé vrstvy. Konkrétné jsem kontinuum rozdélil na horni vrstvu s bezroz-
mérnou hustotou p; = 1.1 a na spodni vrstvu s hustotou p; = 0.8. Polytropicky index
pro stavovou rovnici jsem zvolil v = 5/6. Rychlost byla na pocatku v celé vypocetni
oblasti nulova. Gravita¢ni zrychleni mélo konstatni velikosti g = 0.5 s vertikalni ori-
entaci, pfi¢emz mifilo se shora doli (viz obrazek 2.2). Na za¢atku jsem na hranici
obou vrstev inicializoval drobnou sinusovou poruchu. Vysledek vypoctu je uveden na
obrazku (2.5), animace je soucastipiilozeného CD.

Pro simulaci Kelvinovy-Helmholtzovy nestability jsem opét pouzil model kontinua
rozdéleného na dvé vrstvy. Horni vrstva méla hustotu p; = 0.9 a vici spodni vrstvé
se pohybovala rychlosti —0.1. Spodni vrstva méla hustotu p; = 1.1 a byla v klidu (viz
obréazek 2.3). Polytropicky index pro stavovou rovnici jsem zvolil v = 5/6 a nepiisobily
zde zadné externi sily. Opét jsem na zacatku inicializoval drobnou sinusovou poruchu.
Vysledek vypoé¢tu je uveden na obrazku (2.6), animace je soucasti pfilozeného CD.
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Dodatek E

Seznam pouZzitych veli¢in

stfedni atomova viha ionti

stfedni atomova viha plazmy

rychlost zvuku v plynu

rychlost zvuku absorbujicich ionti
rychlost zvuku pasivni plazmy
parametry polynomu druhého tadu
rychlost svétla

naboj elektronu

koreké¢ni faktor na konecny disk
korekéni faktor pro ionizaci
Chandrasekharova funkce

gravita¢ni konstanta

vektor gravita¢niho zrychleni
efektivni gravitace

vektor zarivého zrychleni

radialni slozka zarivého zrychleni pro procesy v kontinuu
radialni slozka zarivého zrychleni pro procesy v ¢arach
entalpie plynu

monochromatické intenzita

koeficient dynamického tieni
Boltzmannova konstanta

svitivost hvézdy

svitivost Slunce

rychlost ztraty hmoty pro CAK feSeni
rychlost ztraty hmoty

hmotnost hvézdy

hmotnost Slunce

hmotnost atomu vodiku
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S5 =

Urp

Vo,p

o(z)
OV,
ovy

pocet spektralnich car

jednotkovy vektor ve sméru Sifeni zareni
¢iselnd hustota ¢astic v plynu

¢iselnd hustota absorbujicich ionti

¢iselnd hustota pasivni plazmy

¢iselna hustota elektront v plynu

tlak plynu

polomér hvézdy

polomér Slunce

vzdalenost od hvézdy

vzdalenost kritického bodu od hvézdy
efektivni teplota

vnitini energie plynu

vektor rychlosti

tepelnd rychlost iontu

tepelna rychlost protonti

x-ové slozka rychlosti

y-ova slozka rychlosti

z-ova slozka rychlosti

radialni slozka rychlosti

radialni neporusené slozka rychlosti
radialni slozka rychlosti pro pasivni plazmy
radialni slozka rychlosti pro ionty

uhlova slozka rychlosti pro soufadnici ¢
uhlova slozka rychlosti absorbujicich iontt pro soufadnici 0
uhlové slozka rychlosti pasivni plazmy pro soutadnici €
uhlova slozka rychlosti pro soufadnici ¢
naboj absorbujicich ionti v jednotkach elektronu
naboj pasivni plazmy v jednotkéich elektronu
hmotnostni zastoupeni tézkych prvki
hmotnostni zastoupeni vodiku

relativni driftova rychlost ionti (6.10)
hmotnostni zastoupeni hélia

geometricky dilutac¢ni faktor

CAK konstanty

Gamma funkce

Eddingtoniiv faktor

dopplerovska sitka

Diracova delta funkce

perturbace x-ové slozky rychlosti
perturbace y-ové slozky rychlosti
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ov,  --- perturbace z-ové slozky rychlosti

v, .-+ perturbace rychlosti

op .-+ perturbace hustoty

n -+ gkalovaci faktor

ket ... referenéni hodnota opacity pro Thomsoniiv rozptyl
Ky .-+ monochromaticky hmotnostni extinkéni koeficient
Ke -+ opacita pro Thomsonuv rozptyl

InA --- Coulombuv logaritmus

I .-+ smérovy Kkosiniis

L -+ stfedni molekulovad hmotnost v plynu

v -« frekvence zafeni

Vo .-+ frekvence stfedu spektralni ¢ary

®(z) --- Error funkce

¢(x) --- funkce profilu ¢ary

P .-+ hustota plynu

oy .-+ ufinny prufez

Oc .-+ ufinny prifez pro Thomsoniv rozptyl

Xv -+ monochromaticky extink¢ni koeficient
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