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1 Modely vesmı́ru I.

1.1 Stavová rovnice

Vı́me již, že k řešeńı Friedmannových rovnic je nám zapotřeb́ı znalost stavové rovnice pro př́ıslušnou kom-
ponentu, př́ısṕıvaj́ıćı k hustotě energie ve vesmı́ru

P = P (ρ) = P (ε)

Stavová rovnice nemuśı být v̊ubec jednoduchá záležitost, nicméně v kosmologii máme relativně
jednoduché typy formy hmoty.

1.1.1 Nerelativistický zředěný plyn - prach

Pro tento typ plynu plat́ı, že tepelný pohyb částic je nerelativistický. Plat́ı klasická stavová rovnice

P =
ρ

µ
kT

kde µ je středńı hmotnost částice nerelativistického plynu. Hustota energie je dána předevš́ım

ε ≈ ρc2

Z toho plyne úpravou

P ≈ kT

µc2
ε

Ze vztahu mezi středńı kvadratickou rychlost́ı
〈
v2
〉
, teplotou T

3kT = µ =
〈
v2
〉

Můžeme tedy pro nerelativistickou hmotu psát s použit́ım předchoźıch vztahu stavovou rovnici ve tvaru

Pprach = wεprach � 1

kde

w ≈
〈
v2
〉

3c2

Abychom si učinily představu, v jakém rozmeźı teplot můžeme považovat hmotu za nerelativistickou, tak
v př́ıpadě protonu toto plat́ı až do teploty T � 1013 K.
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1.2 Fotonový plyn

V př́ıpadě fotonového plynu je situace složitěǰśı. Přesné odvozeńı budete prob́ırat v rámci předmětu Teorie
přenosu zářeńı a hvězdných atmosfér uvedeme si přibližné odvozeńı pro 1-D př́ıpad. Foton, přestože nemá
žádnou hmotnost, podle Einsteionovy relace sebou nese hybnost o velikosti

p =
E

c
= hνc

a d́ıky tomu vytvář́ı tlak. Tento ** tlak zářeńı**. lze odvodit ilustrativně podobně jako tlak molekul
plynu na odraznou desku. Fotony př́ılétaj́ıćıho z prostorového úhlu dΩ ze směru daného úhlem θ, jsou od
perfektně odrážej́ıćı elementárńı plochy dA desky odráženy opět pod úhlem θ do prostorového úhlu dΩ.
Změna z-ové složky momentu hybnosti foton̊u s vlnovou délkou v intervalu < λ, λ + dλ > odražených od
elementárńı plošky dA v časovém intervalu dt je dána

dpλdλ =
[
pfinal,z
λ − pinitial,z

λ

]
dλ (1)

=

[
Eλ cos θ

c
−
(
−Eλ cos θ

c

)]
dλ (2)

=
2Eλ cos θ

c
dλ (3)

=
2

c
Iλ dλ dtdA cos2 θ dΩ (4)

Uváž́ıme-li, že pokud poděĺıme dp elementárńım časovým intervalem dt a ploškou dAm dostaneme śılu,
kterou p̊usob́ı fotony na elementárńı plošku dA (znaménko mı́nus plynoućı z Newtonova třet́ıho zákona
ignorujeme, znač́ı jenom opačný směr śıly). To neńı nic jiného než tlak zářeńı od foton̊u z prostorového úhlu
dΩ. Integraćı přes celou polokouli dostaneme výsledný tlak zářeńı od foton̊u s vlnovou délkou < λ,dλ >

Prad,λdλ =
2

c

∫
polokoule

Iλdλ cos2 θ dΩ (5)

=
2

c

∫ 2π

φ=0

∫ π/2

θ=0

Iλ dλ cos2 θ sin θ dθ dφ (6)

V našem př́ıpadě nebudeme zkoumat odraz od zdi, bude nás zaj́ımat tlak izotropńıho zářeńı existuj́ıćı v
celém vesmı́ru, odmysĺıme si tedy naši pomocnou odraznou desku a nahrad́ıme ji matematickým popisem
plochy z skrze kterou zářeńı procháźı, tedy kouli. Z předchoźıho vztahu tedy zmiźı faktor 2, který značil
změnu momentu v d̊usledku odrazu a integrace bude prob́ıhat přes celou kouli

Prad,λdλ =
1

c

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

Iλ dλ cos2 θ sin θ dθ dφ. (7)

Nav́ıc využijeme předpokladu izotropńıho zářeńı, tedy intenzita nebude záviset na úhlech θ, φ a výraz
můžeme zintegrovat

Prad,λdλ =
4π

3
Iλdλ

Celkový tlak zářeńı do foton̊u všech vlnových délek dostaneme opět integraćı pře vlnové délky

Prad =

∫ ∞
0

Prad,λ dλ

Pokud budeme předpokládat zářeńı s vlastnostmi zářeńı absolutně černého tělesa dostaneme

Prad =
4π

3c

∫ ∞
0

Bλ(T ) dλ =
1

3
aT 4 =

1

3
u
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Figure 1: Tlak zářeńı od foton̊u - odvozeńı
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kde u je celková hustota energie zářeńı absolutně černého tělesa. Můžeme tedy pro stavovou rovnici
relativistického plynu psát

Prad = wεrad =
1

3
εrad

1.2.1 Různé formy hmoty

Obecně lze psát stavovou rovnici v kosmologii ve tvaru

P = wεrad

kde w nabývá r̊uzných hodnot pro r̊uzné druhy formy hmoty.

2 Kosmologická konstanta

Kosmologická konstanta vděč́ı za sv̊uj objev Albertu Einsteinovi. Po té co v roce 1915 spatřila světlo světa
Teorie relativity, nic nechybělo k tomu, aby tuto teorii aplikoval na reálný vesmı́r. Již v tu dobu bylo
známo, že energie zářeńı pocházej́ıćı z hvězd je mnohem menš́ı než př́ıspěvek klidové energie nerelativistické
hmoty (hvězdy, galaxie. . . ). Samozřejmě je třeba zmı́nit, že ještě nebylo známo nic o reliktńım zářeńı a i co
se týče galaxíı, byly teoretické poznatky o jejich složeńı, morfologii a vzdálenosti dosti mlhavé. Relativně
tedy správně tedy usoudil, že dominantńı př́ıspěvek k hustotě energie ve vesmı́ru pocháźı od nerelativistické
hmoty.

Na základě tehdeǰśıch neúplných informaćı bylo velmi snadné se domńıvat, že vesmı́r statický, tedy
že se nerozṕıná ani nesmršťuje. Otázka je, jestli takovéto chováńı je v souladu s teoríı, tedy jestli může
být vesmı́r plný nerelativistické hmoty statický. Odpověď na tuto otázku je překvapivě záporná. Vesmı́r,
který obsahuje hmotu se může buď rozṕınat nebo smršťovat. Pod́ıvejme se na celou situaci v newtonovské
aproximaci. Hmota ve vesmı́ru daná hustotou ρ určuje gravitačńı potenciál φ v souladu s Poissonovou rovnićı

∇2φ = 4πGρ

Gravitačńı zrychleńı ~a lze určit v jakémkoliv bodě ze znalosti gravitačńıho potenciálu

~a = −~∇φ

Pokud by vesmı́r měl být statický, pak muśı také v každém bodě prostoru ~a = 0. To znamená, že
potenciál φ muśı být konstantńı v prostoru. Z Poissonovy rovnice pak plyne

ρ =
1

4πG
∇2φ = 0

Jediný zp̊usob jakým lze realizovat statický vesmı́r, je vesmı́r prázdný. Pokud vzniklý vesmı́r obsahuje
hmotu, která je v počátečńım stavu statická, vlivem gravitace se začne smršťovat. Pokud vzniklý vesmı́r
obsahuj́ıćı hmotu na začátku expanduje, pak bude v expanzi pokračovat buď navždy nebo do určité doby,
po které se začne opět smršťovat. Vše zálež́ı na množst́ı hmoty ve vesmı́ru.

Jak tedy Abert Einstein vyřešil tento problém, když mu bylo jasné, že vesmı́r rozhodně neńı prázdný ?
Jednoduše přidal do Poissonovy rovnice člen

∇2φ+ Λ = 4πGρ

označený řeckým ṕısmenem Λ, který je známý sṕı̌se jako kosmologická konstanta. Pokud jej́ı velikost
bude

Λ = 4πGρ

doćıĺıme t́ım podmı́nku pro statický vesmı́r. Je nutné modifikovat také Friedmannovu rovnici, korektńım
odvozeńım bychom dostali
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(
ȧ

a

)2

=
8πG

3c2
ε− κc2

R2
0a

2
+

Λ

3

Z předchoźı rovnice je patrné, že přidáńı kosmologické konstanty je ekvivalentńı přidáńı nové komponenty
o hustotě energie

εΛ =
c2

8πG
Λ

Rovnice pro tekutinu kosmologickou konstantou neńı nijak dotčena

ε̇+ 3
ȧ

a
(ε+ P ) = 0.

Rovnice pro zrychleńı

ä

a
= −4πG

3c2
(ε+ 3P ) +

Λ

3
.

Pokud kosmologická konstanta Λ z̊ustává konstantńı v čase, totéž plat́ı pro hustotu energie př́ıslušej́ıćı
kosmologické konstantě. Z rovnice pro tekutinu plyne pro konstantńı hustotu energie

PΛ = −εΛ = − c2

8πG
Λ

to znamená, že kosmologickou konstantu můžeme považovat za složku hmoty ve vesmı́ru, která má
konstantńı hustotu energie a záporný tlak.

T́ımto zp̊usobem dostal Einstein statický vesmı́r. Stač́ı dosadit do rovnice pro zrychleńı a uvážit, že pro
statický vesmı́r ä = 0 a ȧ = 0. Dostáváme

0 = −4πG

3
ε+

Λ

3

Dále, pokud ȧ = 0, pak z Friedmannovy rovnice plyne s použit́ım hodnoty kosmologické konstanty 4πGρ
pro statický vesmı́r

0 =
8πG

3
ρ− κc2

R2
0

+
Λ

3
= 4πGρ− κc2

R2
0

Z toho pohledu Einstein̊uv statický model muśı být pozitivně zakřivený κ = +1 s poloměrem křivosti

R0 =
c

2(πGρ)1/2
=

c

Λ1/2

Pokud Λ má hodnotu větš́ı než 4πGρ0, pak expanze vesmı́ru bude akcelerovat. Původně Einstein
považoval zavedeńı kosmologické konstanty za sv̊uj největš́ı omyl, nicméně se v posledńı době opět dostala
do popřed́ı a to zejména d́ıky novým pozorováńım, které svědč́ı o akceleraci expanze vesmı́ru.

2.1 Rovnice pro tekutinu pro obecný typ hmoty

Uvažme, že pro každou komponentu můžeme psát stavovou rovnici ve tvaru

P = wε.

kde w nabývá r̊uzných hodnot. Stavovou rovnici dosad́ıme do rovnice pro tekutinu

ε̇+ 3
ȧ

a
(ε+ P ) = ε̇+ 3

ȧ

a
(1 + w) ε = 0

Rovnici můžeme přepsat do tvaru

dε

ε
= −3(1 + w)

da

a
.
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Za předpokladu, že w je konstantńı, integrace vede k výrazu

ε(a) = ε0a
−3(w+1)

přičemž jsme použili normalizace pro hodnotu škálovaćıho faktoru v současnosti a0 = 1, ve které je
hodnota hustoty energie ε0

2.2 Vesmı́r s dominanćı prachu

Pro vesmı́r s dominantńı prachovou složkou můžeme pro stavovou rovnici použ́ıt w = 0. Ze rovnice pro
tekutinu pak plyne, že

εprach(a) =
ε0,prach

a3

Nyńı už známe závislost všech potřebných veličin na škálovaćım faktoru, abychom mohli určit jeho pr̊uběh
řešeńım Friedmannovy rovnice pro tento typ vesmı́ru

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3c2
ε0,prach

a3
(8)

ȧ2 =
8πG

3c2
ε0,prach

a
(9)

Rovnice vyřeš́ıme pomoćı klasických metod nebo sofistikovaným odhadem. My použijeme druhý zp̊usob,
budeme předpokládat řešeńı ve tvaru

a(t) ∝ tq

dosazeńım do předchoźı Friedmannovy rovnice dostaneme podmı́nky sorvnáńım řádu polynomu na pravé
i levé straně (jinak se nemohou výrazy rovnat)

2(q − 1) = −q (10)

q =
2

3
(11)

Vid́ıme tedy, že hledané řešeńı lze záviśı na čase

a(t) = ct2/3

kde c je normovaćı konstanta. Tu urč́ıme z podmı́nky, že v čase t0 (v současnosti) je škálovaćı faktor
roven a(t0) = 1. Z této podmı́nky plyne pro konstantu

c = t
−2/3
0

Výsledný výraz pro pr̊uběh škálovaćıho faktoru je

a(t) =

(
t

t0

)2/3

Hubbleova konstanta pak

H =
2

3t

6



2.3 Vesmı́r s dominanćı zářeńı

Analogicky pro vesmı́r s dominantńı složkou tvořenou zářeńım můžeme pro stavovou rovnici použ́ıt w = 1/3.
Z rovnice pro tekutinu pak plyne, že

εrad(a) =
ε0,rad

a4

Je patrné, že s rozṕınańım vesmı́ru se hustota energie zářeńı snižuje rychleji než hustota energie chladné
hmoty. Rozd́ıl spoč́ıvá v tom, že kromě č́ıselné hustoty částic zářeńı se také zvetšuje vlnová délka zářeńı,
tedy energie částice klesá

E =
hc

λ
∝ a−1

dosazeńım do Friedmannovy rovnice

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3c2
ε0,rad

a4
(12)

ȧ2 =
8πG

3c2
ε0,rad

a2
(13)

Diferenciálńı rovnici řeš́ıme úpravou

a2

(
da

dt

)2

=
8πG

3c2
(14)

a

da
= Kdt (15)

Řešeńım této rovnice je

a ∝ Kt1/2

Konstantu K urč́ıme opět z podmı́nky, že škálovaćı faktor v čase t0 je a(t0) = 1. Z této podmı́nky plyne

K =

(
1

t0

)1/2

Výsledný vztah je

a(t) =

(
t

t0

)1/2

a Hubbleova konstanta pro tento př́ıpad

H(t) =
1

2t

2.3.1 Kosmologická konstanta Λ

Budeme postupovat opět analogicky, nejprve urč́ıme vztah pro hustotu energie, kdy pro kosmologickou
konstantu plat́ı w = −1. Hustota energie se tedy s časem neměńı

εΛ = ε0,Λ

Dosazeńım do Friedmannovy rovnice dostáváme

ȧ2 =
8πG

3c2
εΛa

2
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Rovnice můžeme jednoduše přepsat na jednoduchou diferenciálńı rovnici

ȧ = H0a (16)

H0 =

(
8πGεΛ

3c2

)1/2

(17)

jej́ıž řešeńı je

aΛ = exp (H0 (t− t0))
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