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1 Modely vesmiru I.

1.1 Stavova rovnice

Vime jiz, ze k feSeni Friedmannovych rovnic je ndm zapotfebi znalost stavové rovnice pro piislusnou kom-

ponentu, piispivajici k hustoté energie ve vesmiru

P = P(p) = P(e)
Stavova rovnice nemusi byt vubec jednoducha zilezitost, nicméné v kosmologii méme relativné

jednoduché typy formy hmoty.

1.1.1 Nerelativisticky zifedény plyn - prach
Pro tento typ plynu plati, Ze tepelny pohyb ¢astic je nerelativisticky. Plati klasicka stavova rovnice
p="Lkr
"
kde p je stfedni hmotnost ¢astice nerelativistického plynu. Hustota energie je ddna predevsim
€~ pC

7 toho plyne tpravou
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Ze vztahu mezi stiedni kvadratickou rychlosti <1}2>7 teplotou T'
kT = = <v2>

Muzeme tedy pro nerelativistickou hmotu psat s pouzitim pfedchozich vztahu stavovou rovnici ve tvaru

Pprach = WEprach <1

kde

Abychom si u¢inily pfedstavu, v jakém rozmezi teplot muzeme povazovat hmotu za nerelativistickou, tak
v pifpadé protonu toto plati az do teploty T' < 10'3 K.



1.2 Fotonovy plyn

prenosu zafeni a hvézdnych atmosfér uvedeme si pfiblizné odvozeni pro 1-D piipad. Foton, pfestoze nema
zddnou hmotnost, podle Einsteionovy relace sebou nese hybnost o velikosti

E
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a diky tomu vytvarf tlak. Tento ** tlak zdfeni**. lze odvodit ilustrativné podobné jako tlak molekul
plynu na odraznou desku. Fotony ptilétajiciho z prostorového thlu df2 ze sméru daného thlem 6, jsou od
perfektné odrézejici elementarni plochy dA desky odrazeny opét pod thlem 6 do prostorového thlu d€Q.
Zména z-ové slozky momentu hybnosti fotonii s vlnovou délkou v intervalu < A\, A + d\ > odrazenych od

elementarni plosky dA v ¢asovém intervalu dt¢ je dana
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Uvéazime-li, Ze pokud podélime dp elementarnim ¢asovym intervalem dt a ploskou dAm dostaneme silu,
kterou pusobi fotony na elementdarni plosku dA (znaménko minus plynouci z Newtonova ttetiho zdkona
ignorujeme, znaé¢f jenom opacny smer sily). To neni nic jiného nez tlak zafeni od fotonu z prostorového tihlu
dQ). Integraci pfes celou polokouli dostaneme vysledny tlak zareni od fotont s vinovou délkou < A, dA >
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V naSem piipadé nebudeme zkoumat odraz od zdi, bude nas zajimat tlak izotropniho zareni existujici v
celém vesmiru, odmyslime si tedy nasi pomocnou odraznou desku a nahradime ji matematickym popisem
plochy z skrze kterou zafeni prochdazi, tedy kouli. Z predchoziho vztahu tedy zmizi faktor 2, ktery znacil
zménu momentu v dusledku odrazu a integrace bude probihat pfes celou kouli

1 27 s
PraaadA = = / / I, dX cos® §sinf df do. (7)
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Navic vyuzijeme predpokladu izotropniho zareni, tedy intenzita nebude zaviset na thlech 0, ¢ a vyraz
muzeme zintegrovat

4
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Celkovy tlak zafeni do fotonu vSech vinovych délek dostaneme opét integraci pie vinové délky

Prag = / Prag,xdA
0

Pokud budeme predpokladat zareni s vlastnostmi zafeni absolutné ¢erného télesa dostaneme
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Figure 1: Tlak zafeni od fotonu - odvozeni



kde u je celkova hustota energie zafeni absolutné ¢erného télesa. Muzeme tedy pro stavovou rovnici
relativistického plynu psat

Prad = Weraq = ggrad

1.2.1 Ruzné formy hmoty

Obecné lze psat stavovou rovnici v kosmologii ve tvaru

P = WErad

kde w nabyva ruznych hodnot pro razné druhy formy hmoty.

2 Kosmologicka konstanta

Kosmologickd konstanta vdéci za svij objev Albertu Einsteinovi. Po té co v roce 1915 spatfila svétlo svéta
Teorie relativity, nic nechybélo k tomu, aby tuto teorii aplikoval na redlny vesmir. Jiz v tu dobu bylo
zZnamo, ze energie zafeni pochézejici z hvézd je mnohem mensi nez piispévek klidové energie nerelativistické
hmoty (hvézdy, galaxie...). Samoziejmé je tfeba zminit, Ze jesté nebylo zndmo nic o reliktnim zéren{ a i co
se tyce galaxii, byly teoretické poznatky o jejich slozeni, morfologii a vzdédlenosti dosti mlhavé. Relativné
tedy spravné tedy usoudil, ze dominantni pfispévek k hustoté energie ve vesmiru pochazi od nerelativistické
hmoty.

Na zdkladé tehdejsich netplnych informaci bylo velmi snadné se domnivat, ze vesmir staticky, tedy
7e se nerozpina ani nesmrstuje. Otdzka je, jestli takovéto chovani je v souladu s teorii, tedy jestli miize
byt vesmir plny nerelativistické hmoty staticky. Odpovéd na tuto otdzku je piekvapivé zdporns. Vesmir,
ktery obsahuje hmotu se miize bud rozpinat nebo smrstovat. Podivejme se na celou situaci v newtonovské
aproximaci. Hmota ve vesmiru dand hustotou p urcuje gravitacni potencial ¢ v souladu s Poissonovou rovnici

V2¢ = 4nGp
Gravitacni zrychleni @ lze uréit v jakémkoliv bodé ze znalosti gravita¢niho potencidlu
i=-V¢

Pokud by vesmir mél byt staticky, pak musi také v kazdém bodé prostoru @ = 0. To znamena, Zze
potencial ¢ musi byt konstantni v prostoru. Z Poissonovy rovnice pak plyne

1 2
P=tmgy 970

Jediny zpusob jakym lze realizovat staticky vesmir, je vesmir prazdny. Pokud vznikly vesmir obsahuje
hmotu, kterd je v poditeénim stavu statickd, vlivem gravitace se za¢ne smrstovat. Pokud vznikly vesmir
obsahujici hmotu na zac¢atku expanduje, pak bude v expanzi pokracovat bud navzdy nebo do urcité doby,
po které se zacne opét smritovat. Ve zdlezi na mnozsti hmoty ve vesmiru.

Jak tedy Abert Einstein vyfesil tento problém, kdyz mu bylo jasné, ze vesmir rozhodné neni prazdny ?
Jednoduse pfidal do Poissonovy rovnice ¢len

V24 A = 47Gp

oznaceny feckym pismenem A, ktery je zndmy spiSe jako kosmologickd konstanta. Pokud jeji velikost
bude

A =4nGp

docilime tim podminku pro staticky vesmir. Je nutné modifikovat také Friedmannovu rovnici, korektnim
odvozenim bychom dostali
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7 ptedchozi rovnice je patrné, ze pridani kosmologické konstanty je ekvivalentni pfidani nové komponenty
o hustoté energie
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Rovnice pro tekutinu kosmologickou konstantou neni nijak dotéena

EA

é+3%(c+P)=0.
a
Rovnice pro zrychleni

a i7G A
=——(+3P)+ —.
a 3c? (e+3P)+ 3
Pokud kosmologicka konstanta A zustava konstantni v ¢ase, totéz plati pro hustotu energie piislusejici
kosmologické konstanté. Z rovnice pro tekutinu plyne pro konstantni hustotu energie

C2

A
8rG

to znamend, ze kosmologickou konstantu muzeme povazovat za slozku hmoty ve vesmiru, kterd mé
konstantni hustotu energie a zdporny tlak.

Timto zpusobem dostal Einstein staticky vesmir. Stac¢i dosadit do rovnice pro zrychleni a uvazit, ze pro
staticky vesmir ¢ = 0 a @ = 0. Dostavame
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Déle, pokud a = 0, pak z Friedmannovy rovnice plyne s pouzitim hodnoty kosmologické konstanty 4wGp
pro staticky vesmir

0=
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Z toho pohledu Einsteinuv staticky model musi byt pozitivné zakiiveny x = +1 s polomérem kiivosti

0
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Pokud A mé hodnotu vétsi nez 4wGpy, pak expanze vesmiru bude akcelerovat. Puvodné Einstein
povazoval zavedeni kosmologické konstanty za svuj nejvétsi omyl, nicméné se v posledni dobé opét dostala
do popredi a to zejména diky novym pozorovanim, které svédéi o akceleraci expanze vesmiru.

2.1 Rovnice pro tekutinu pro obecny typ hmoty

Uvazme, Ze pro kazdou komponentu muzeme psat stavovou rovnici ve tvaru

P = we.

kde w nabyva ruznych hodnot. Stavovou rovnici dosadime do rovnice pro tekutinu
. a . a
E+3—(e+P)=e+3-(1+w)e=0
a a

Rovnici muzeme piepsat do tvaru

d d
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Za predpokladu, ze w je konstantni, integrace vede k vyrazu

s(a) _ €0a73(w+1)

pficemz jsme pouzili normalizace pro hodnotu $kalovaciho faktoru v soucasnosti ag = 1, ve které je
hodnota hustoty energie ¢,

2.2 Vesmir s dominanci prachu

Pro vesmir s dominantni prachovou slozkou muzeme pro stavovou rovnici pouzit w = 0. Ze rovnice pro
tekutinu pak plyne, ze

€ h
Cprach (@) = L

Nyni uz zname zavislost vSech potiebnych veli¢in na skalovacim faktoru, abychom mohli urcit jeho prubéh
feSenim Friedmannovy rovnice pro tento typ vesmiru

(CL>2 _ 8rG €0,prach (8)

a 3¢z a3
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Rovnice vyfesime pomoci klasickych metod nebo sofistikovanym odhadem. My pouzijeme druhy zpusob,
budeme predpokladat feseni ve tvaru

a(t) o< t4

dosazenim do predchozi Friedmannovy rovnice dostaneme podminky sorvnanim faddu polynomu na pravé
i levé strané (jinak se nemohou vyrazy rovnat)

Vidime tedy, ze hledané feseni lze zavisi na case

a(t) = ct?/3

kde ¢ je normovaci konstanta. Tu uréime z podminky, ze v ¢ase ty (v soucasnosti) je skalovaci faktor
roven a(tg) = 1. Z této podminky plyne pro konstantu

=523

Vysledny vyraz pro prubéh skalovaciho faktoru je

Hubbleova konstanta pak



2.3 Vesmir s dominanci zareni

Analogicky pro vesmir s dominantn{ slozkou tvofenou zdrenim muzeme pro stavovou rovnici pouzit w = 1/3.

7 rovnice pro tekutinu pak plyne, ze

€0,rad

Erad(a) = a4

Je patrné, ze s rozpinanim vesmiru se hustota energie zareni snizuje rychleji nez hustota energie chladné
hmoty. Rozdil spo¢ivd v tom, ze kromé ciselné hustoty ¢astic zafeni se také zvetSuje vinova délka zareni,

tedy energie castice klesa

dosazenim do Friedmannovy rovnice

Diferencidlni rovnici feSime tipravou

Resenim této rovnice je

a o Kt'/?

Konstantu K uréime opét z podminky, ze skdlovaci faktor v ¢ase tg je a(to) = 1.

Vysledny vztah je

a Hubbleova konstanta pro tento piipad

2.3.1 Kosmologicka konstanta A

(12)

(13)

7 této podminky plyne

Budeme postupovat opét analogicky, nejprve uréime vztah pro hustotu energie, kdy pro kosmologickou

konstantu plati w = —1. Hustota energie se tedy s ¢asem neméni

EA = €0,A

Dosazenim do Friedmannovy rovnice dostavame



Rovnice muzeme jednoduse prepsat na jednoduchou diferencialni rovnici

a:Hoa

87TGEA 1/2
Hy =
- (%5)

jejiz teseni je

apn = exp (Hy (t —to))
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