Numerické FeSeni pohybovérovnice
Tomé&s Zalezék

1 Obecna pohybova rovnice

Pohybové rovnice vyjadiuje souvislost pohybu hmotného bodu (¢i télesa) se silovym ptsobenim na néj.
MizZeme ji zapsat v této podobé:

Zﬁ:md’ (1)

V rovnici (1) vystupuje na levé strané strané soudet vSech sil ptsobicich na téleso, na pravé strané pak
souc¢in hmotnosti a zrychleni télesa.

Sily na levé strané muzeme seéist, déle pak lze vyjadrit, ze obecné zavisi na poloze télesa 7 a jeho rychlosti
¥. Navic plati:
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Potom muzeme prepsat pohybovou rovnici takto:

S L . = dF d2r
F(F,0) =ma & F(r,g):m@ (3)

To je diferencialni rovnice druhého fadu, kterou je mozné obvykle analyticky fesit rtznymi metodami.
Pokud nas vsak z jakéhokoli diivodu analytické feseni nezajimé a potfebujeme pouze zjistit, po jaké draze
se bude téleso pohybovat, nebo ji analyticky fesit neumime, mizeme ji fesit numericky. To znamena, Ze
kratky casovy usek At ziustane koneéné maly a veskeré pohyby v tomto ¢ase budeme povazovat za priblizné
rovnomeérné.

2 O rovnomérné zrychleném pohybu

Pfesuneme-li se nyni od tii rozméra k jedinému, bude feSeni nidzornéjsi. Oznacme polohu télesa x, jeho
rychlost v a zrychleni a. Téleso je na zacatku umisténo v pocatku, tj. z = 0.

1. Pohybuje-li se téleso rovnomérné, tj. rychlost v se neméni a tedy zrychleni a je nulové, je poloha

télesa v Case t urCena vztahem:
T =t

2. Pokud téleso rovnomeérné zrychluje tak, ze na zac¢atku méa rychlost nulovou a na konci mé rychlost v,
bude jeho prumérna rychlost zfejmé poloviéni. Nahradime-li proto tento pohyb rovnomérnym, bude
poloha télesa v Case t urcena vzorcem

x = vt/2

Rychlost télesa roste rovnomeérné s ¢asem, lze ji pomoci zrychleni vyjadrit soucinem v = at. Dosaze-
nim do predchoziho vztahu ziskame

xr = at?/2
3. Plati princip superpozice, takze mizeme predchozi dva pfipady sloucit dohromady. Navic mizeme

pfidat pocdatacni polohu télesa x(tg), poGateéni rychlost ozna¢me v(tg). Potom pro polohu télesa v
Case t plati:

(1) = a(to) + vlto)(t — to) + galt — to)? (4)
Pocatek pohybu je v case tg.
Méame tedy rovnici (4) rovnomeérné zrychleného pohybu, kterd dostateéné presné popisuje déni v kratkém
Casovém useku.
3 Vyvoj v kratkém casovém tuseku
Nyni je Cas se vratit k pohybové rovnici, opét vSak v jediném rozméru.

ma = F(z,v) (5)



Reseni pohybové rovnice x(t) neznadme a ani jej hledat nebudeme. Mtizeme viak predpokladat, ze okamzik
po zaéatku pohybu (tj. v éase t = At od tg = 0) bude platit vztah dany rovnici (4):

2(At) = 2(0) + v(0)At + %a(O)(AtV (6)

Zrychleni a(0) zndme, je mozné jej vyjadfit z pohybové rovnice:

a(0) = ——2 (7)
Po dosazeni vyjde

At)?
x(At) = z(0) + v(0)At + %F(.ﬁ(()), v(0)) (8)
Rovnice (8) uréuje polohu télesa v ¢ase At, kdyz zndme pocateéni polohu z(0), rychlost v(0) a vztah pro
silové ptisobeni podle (5).

Jesté je potfeba najit rychlost v ¢ase At, tedy v(At). Tu mizeme vyjadiit opét ze vztahu pro polohu.
Mizeme vyjadfit 2(0), kdyz po¢ateéni poloha je x(At). Staéi jen dosadit ¢ = 0 a tg = At do rovnice (4),
zarovell dosadime zrychleni ze vztahu (7):

z(0) = z(At) — v(At)At + %F(m(At), v(At)) 9)

Odtud uz lze vyjadfit vztah pro rychlost v éase At:

z(At) —z(0) At

kSt e ARl O
At + 2m

Z rovnice (8) mtZzeme dosadit z(At) — 2(0) = v(0)At + 1(At)>F(2(0),v(0))/m:

v(At) = (z(AL), v(Al)) (10)

v(At) = v(0) + 2A_be [F(x(0),v(0)) + F(z(At), v(At))] (11)

Rovnici (11) 1ze pfimo vy¢islit, pokud sila nezévisi na rychlosti. Pokud zévisi na rychlosti mélo, lze poloZit
F(z(At),v(At) = F(x(At),v(0)).

4 Simulace pohybu télesa

Vyse odvozenym vztahim se fika Verlettiv rychlostni algoritmus. Lze jej pouzit k jednoduchym simulacim
pohybu téles umisténim do cyklu s vhodnym ¢asovym krokem At. Vypocitand poloha x(At) a rychlost
v(At) se stavaji pocéteéni polohou x(0) a rychlosti v(0) v dalsim kroku.

Vyse odvozené vztahy miazeme ihned vyzkouset pro silu ve tvaru

F(z,v) = —kz(1 + az®) — pu

Clen —kx odpovida vratné sile napi. u pruziny, kde k je jeji tuhost. Vyraz —kax® potom piedstavuje
¢len vyssiho fadu, neni-li vratn4 sila linearni (a tak tomu u skuteénych pruzin byva). Clen —Bv vyjadiuje
odporovou silu prostiedi, v némz pohyb probiha.

Zavislosti polohy na ¢ase pro rizné parametry jsou na obrazcich:

Harmonické kmity, Xy =1, vy =0, k=2, m=2 Harmonické tiumené kmity, xq=1,vq=0,B=1,k=20,m=2 Kritické tlumeni, xo =2,vy=0,8=4,k=2,m=2
2 1

\ / \ i
N / 15|
06 Y /
'y ! N
04 / L f
| / [
02 ! Y fo

\\ / \ \/
o1 2 s 4 s s 7 s s w  Co 1 2 s i 5 & 7 & 5w ‘o 1 7 s 1 5 s 7 5 s w
Anharmonické kmity, X =2,v5=0,a =10, k=4, m=2 Anharmonické kmity, xq =3, vg =0, a =-0,111, k=20, m =2
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