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Anotace

Tato prace se zabyva studiem pohybu kfivocaré dislokace v prostoru. Disloka¢ni ¢ara
je pfiblizné vyjadifena pomoci linearnich segmentti. V mezi platnosti linedrni teorie
elasticity jsou odvozeny vztahy pro silova ptisobeni na jednotlivé segmenty pochazejici
od smycky samotné, tak i od vnéjsiho napéti. Soucasti prace je i ukdzka numerického
feSeni kontrakce disloka¢ni smycky. Program je napsan v jazyce C++. Obecny postup
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feSeni vSak lze uplatnit i pro sloZitéjsi konfigurace disloka¢nich car.

Annotation

This work describes a motion of curved dislocation in 3-dimensional space. The dislo-
cation line is approximated by straight line segments. Formulas for forces acting on line
segments and coming from both, self- and external-stresses have been obtained in terms
of the linear elasticity theory. The general solution is implemented for the case study, in
which self-stresses cause the shrinkage of a dislocation loop. The numerical solution in
C++ language is also included. However, the general solution can be applied to more
complex dislocation configurations.
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1. UvoD

1.1 Plasticka deformace a dislokace

Jsou-li realna pevna télesa podrobena tcinku vnéjsich sil, dochazi ke zméné jejich tvaru.
Trva-li zména tvaru i po ukonceni silového puisobeni (po neomezené dlouhou dobu)
nazyvame tuto zménu plastickou deformaci [1]. Plasticka deformace méa své pficiny
v nevratnych déjich probihajicich ve struktute latek. V ptipadé latek krystalickych byva
plasticka deformace zptisobena pohybem carovych poruch krystalické miiZe zvanych
dislokace [1]]. Na obrazku|l.1/je zndzornéna ¢ast jednoduché miizky s kubickou symetrii
pro pifpad ideélniho neporuseného krystalu (obr. [I.1a) a pro pfipad krystalu obsahuji-
ctho dislokaci (obr.[1.1b). Lze si pfedstavit, Ze uspofaddani atomii v porudeném krystalu na
obr. je podobné i v dalSich rovinnych fezech m¥izkou (» = konst.), které se nachazeji
nad a pod fezem nakreslenym na obrazku. Proto mtiZeme dislokaci jako poruchu pra-
videlného uspotadani krystalické miiZky charakterizovat rovnéZ pomoci jedné vloZené
miizkové poloroviny (yz) obsahujici atomy. Samotnou dislokaci ztotoziiujeme s ¢arou
charakterizujici hranu uvedené poloroviny v krystalu. V tomto smyslu je disloka¢ni ¢ara
na obr. orientovana ve sméru osy z kolmo na rovinu nékresny.

v v

Obrazek 1.1: Rez neporusenou prostorovou kubickou m¥izkou (a) a porusenou m¥izkou
s hranovou dislokaci (b).

Uspotadani atomt v okoli pfimé dislokacni ¢ary (jadra dislokace) je relativné stabilni
a bez vnéjsiho ptisobeni nedochazi k jeho zméné. Tuto skutecnost 1ze vyjadrit i tak, ze
pfimocary segment dislokace se nemtize pohybovat v disledku napéti, které sam v krys-
talu vyvolava [2]. K pohybu dislokace dochazi zejména diky ptisobeni mechanickych
napéti, jejichz zdroje leZi mimo jadro dislokace. Tato napéti vychyluji atomy v oblasti
okolo jadra z rovnovéaznych poloh a vedou budto k posunu nadbyteiné poloroviny ve
sméru osy z (konzervativni pohyb skluzem) nebo k posunu dislokaé¢ni ¢ary ve sméru osy
y (nekonzervativni pohyb splhinim za asistence difuze). Zejména pii plastické deformaci za
zvysenych a vysokych teplot je pohyb dislokaci v krystalu kombinovany, sestavajici jak
z posunuti diky skluzu, tak i z posunuti diky Splhani disloka¢ni linie.
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Kapitola 1: Uvod

Vzhledem k tomu, Ze vnéjsi napétové pole ptisobici na pfimou dislokaci mtize byt
obecné funkci prostorovych soufadnic a mlize se pomérné vyrazné ménit s polohou
podél dislokacni ¢ary, 1ze si pomérné snadno predstavit, Ze se jednotlivé ¢asti ptivodné
piimé dislokace mohou v krystalu pohybovat riznymi sméry a rtznymi rychlostmi.
Ditisledkem nestejnomérného pohybu nebude rozpad pfimocaré dislokace na ¢asti (dis-
lokace nemiiZe byt ukoncena uvnitf jinak neporusené krystalové mtizky [1] [2]), ale pro-
hnuti pfimocarého segmentu a jeho pfeformovéni na disloka¢ni linii slozitéjsiho tvaru
charakterizovanou nenulovymi kfivostmi. V diisledku tohoto procesu mtize délka dis-
lokacnich linif v krystalu, v némzZ ptisobi vnéjsi napéti, nartistat. P¥i pohybu jednotlivych
segmentti disloka¢ni linie a pfi odpovidajici zméné tvaru linie dochéazi ke vzajemnému
posunu ¢asti krystalu. Konzervativni pohyb dislokac¢ni linie (ve sméru osy x v situaci na
obr. [I.1Ip) vede k posunu horni ¢asti krystalu obsahujici nadbyte¢nou m¥izkovou polo-
rovinu ve sméru osy z vuci dolni ¢asti, a to o vzdalenost odpovidajici jisté vzdalenosti
v krystalické m¥iZce. Nekonzervativni pohyb disloka¢ni linie (ve sméru y v situaci na
obr.[I.Tb) ma za nasledek podobné posunuti ve sméru osy z, nyni oviem &asti krystalu
napravo od disloka¢ni linie vici levé casti. Z obr. je zfejmé, Ze v prosté kubické
miiZce tato posunuti odpovidaji pravé miizkovému parametru. Obecné je vzijemné po-
sunuti ¢asti krystalu pfi pohybu dislokace popsdno pomoci Burgersova vektoru, jehoz
smér a velikost urcuji smér a velikost vzajemného posunuti. Definice a zptisob urceni
Burgersova vektoru jsou podrobnéji popsany v ¢asti[2.1{této prace.

Vzéajemné posunuti ¢asti krystalu zptisobené pohybem dislokaci je zakladem plas-
tické deformace krystalickych latek. Vzhledem k tomu, Ze posunuti spojené s pohybem
jedné dislokace je pomérné malé, fadu 2 - 107'% m, je pro makroskopicky pozorovatel-
nou plastickou deformaci nutné, aby doslo k pohybu zna¢ného poctu dislokacnich linii.
Meéfime-li mnoZstvi dislokacnich linii v krystalu pomoci dislokaé¢ni hustoty, tj. pomoci
délky dislokac¢nich linii v jednotce objemu, 1ze odhadnout, Ze pro makroskopickou de-
formaci télesa fadu 10% (napf. pro 10% nevratné prodlouZeni délky dratu) je nutné
pfemisténi asi 10**m - m~? disloka¢nich linii na stfedni vzdélenost asi 10~* m. Uvedena
délka disloka¢nich linii v 1 m*® odpovidé zhruba stondsobku vzdalenosti mezi Zemi
a Sluncem. Jak jiZ bylo zminéno, plastickd deformace je déjem nevratnym. Nevratnost
plastické deformace je ddna elementarnimi déji pfeskoku atom® mezi rovnovaznymi po-
lohami v oblasti jadra dislokace p¥i pohybu dislokac¢ni linie. Pfeskok kazdého atomu je
spojen s pfekonanim urcité energetické bariéry a energie dodana napft. prostrednictvim
vnéjsitho napétového pole je po pfechodu atomu do nové rovnovazné polohy disipovana
ve formé kmitt miizky (tepelnych nebo akustickych fonont).

Zdrojem napétového pole pro pohyb dislokace nemusi byt jen sily pfiloZené na de-
formujici se téleso zvenku (aplikované napéti). Napétové pole v oblasti jadra dislokace
zpusobujici pohyb disloka¢ni linie mlize souviset i s pfitomnosti dalSich defektti uvnitt
krystalu, napf. s jinymi dislokacemi, koherentnimi precipitaty nebo hranicemi zrn v po-
lykrystalickych latkach. Napéti pochédzejici od téchto zdroji oznacujeme jako vnitini
napéti [1]] [2]]. Pro vysledny pohyb dislokace je rozhodujici celkové napéti ptisobici v ob-
lasti jadra, které je obecné souctem napéti aplikovaného a vnitiniho. V tomto smyslu
mohou k pohybu daného (pfimocarého) segmentu dislokace pfispivat i jiné segmenty
dislokacnti linie, které v oblasti jddra daného segmentu pfispivaji k poli vnitinich napéti.
Z uvedeného vyplyva, Ze matematicky popis procesu plastické deformace krystalickych
latek na trovni jednotlivych dislokaci neni jednoduchy. Pfi tvorbé modeld je tfeba pfi-
jmout fadu zjednodusujicich pfedpokladti, napf. omezit se pouze na popis dé&ji ve dvou




Kapitola 1: Uvod

dimenzich a pro konkrétni feSeni vyuZzit numerickych metod [4].

Na obrazku je pro ilustraci redlné konfigurace dislokaci prezentovan snimek
z transmisniho elektronového mikroskopu (TEM), ktery zachycuje stav disloka¢ni struk-
tury v intermetalické slitiné Ti — 46Al — 2W — 0,551 — 0,6B po vysokoteplotni deformaci
v tahu pfi teploté 760°C a konstantnim vnéjsim napéti 138 MPa. Celkové deformace 18%
bylo dosazeno za 18000 hodin a deformace proto byla velmi pomala (rychlost deformace
odpovida 6 - 1071° s71). Nicméng, jak plyne z TEM snimku, i p¥i této pomalé deformaci
dochézi ke zvySovani dislokac¢ni hustoty, k pohybu dislokac¢nich linif a jejich interakci
s precipitaty sekundérnich fazi. Mista interakce jsou na snimku oznacena Sipkami. Dis-
loka¢ni linie pfitomné ve stfedni ¢asti snimku maji velmi vyrazné zakfiveni svédcici o
zna¢né proménlivosti napétového pole v mikrostruktufe slitiny. Podobnost tvaru jed-
notlivych dislokaci, napt. dislokaci oznacenych jako A a B, rovnéz dava tusit, Ze mezi
jednotlivymi dislokacemi existuji vyznamné interakce zprostfedkované vnitfnim napé-
tovym polem spojenym s disloka¢nimi segmenty. Tento a dalsi experimentalni vysledky
jasné ukazuji, Ze pohyb dislokaci ma obecné prostorovy charakter a pro jeho korektni
modelovy popis je nutné vzit v ivahu flexibilitu dislokac¢ni linie a vzajemné interakce
mezi pohybujicim se segmentem a ostatnimi dislokacemi pfitomnymi v krystalu. Jak
vyplyva z TEM snimku na obr. pohyb dislokac¢nich segmenttt mtZe byt rovnéz
vyznamneé ovlivnén precipitaci sekundérnich fazi.

1.2 Pohyb dislokaci v tfirozmérném prostoru

Dislokace se v krystalu pohybuji diky silovému ptisobeni, jeZ pochazi od napétového
pole. Toto napétové pole mohou vytvéret jak disloka¢ni linie uvnitf materialu, tak vnéjsi
sily pusobici na téleso. Vyjadieni napétového pole, které v krystalu indukuje dislo-
ka¢ni segment, zavisi na tvaru segmentu. Pro rovné dislokace jsou vztahy pomérné
jednoduché, pro obecné zaktivené dislokace, na které je zaméfena tato préce, je urceni
napétového pole dosti ndrocné. Vypocet 1ze vyrazné zjednodusit, pokud je postaven na
vztazich pro rovné disloka¢ni segmenty, do nichZ 1ze jakoukoli obecnou kiivku rozdélit
(napf. jako na obr.[I.3). Kazdy takovy segment kolem sebe vytvéii vlastni napétové pole,
zaroven vSak pocituje okolni napétové pole od okolnich segmentti a pfipadné vnéjsich
sill.

Vzorce pro tenzor popisujici napétové pole disloka¢niho segmentu (tisecky) jsou od-
vozeny pro specidlni piipad, kdy tisecka leZi na ose z kartézského soufadného systému.
To u spojité dislokac¢ni ¢ary pfevedené na ¢aru lomenou zfejmé neni mozné splnit pro
vSechny tsecky. Proto je tfeba linedrné zobrazit vstupni parametry (Burgerstiv vektor a
polohovy vektor mista, v némz je pole vycislovdno) ze soufadné soustavy, v niZ je po-
psana lomena ¢ara, do takové souradné soustavy, v niz tsecka lezi na ose z. K vytvoreni
takového linedrniho zobrazeni staci dva jednotkové vektory — smérovy vektor dislokac-
niho segmentu a vektor urcujici smér osy z. Doplnénim obou vektor(i na ortonormalni
baze lze ziskat potfebné transformacni matice. Po vycisleni napétového pole je tieba jej
ze soufadné soustavy segmentu zobrazit zpét do soufadné soustavy lomené cary.

ProtoZe je zde pouZita linedrni teorie elasticity zaloZen4 na malych deformacich, je
moZzné piispévky k napétovému poli od jednotlivych segmentt a vnéjsich sil scitat,
ziskat celkové napétové pole a pouZit jej k vypoctu sily plisobici na segment.

Po vypocitani sil ptisobicich na jednotlivé segmenty je mozné s pomoci pohybové
rovnice zjistit, jak se budou segmenty posouvat. Po jejich posunuti je moZné znovu najit
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Obréazek 1.2: TEM snimek disloka¢ni struktury ve slitiné Ti — 46A1 — 2W — 0,551 — 0, 6B
po creepu pfi teploté 760°C a konstantnim vnéjsim napéti 138 MPa. Mista interakci
dislokacnich linif s precipitaty jsou oznacena Sipkami. Disloka¢ni linie A a B maji velmi
podobny tvar.
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Obrazek 1.3: Disloka¢ni smy¢ka a jeji nahrazeni lomenou ¢arou.

matice pfechodu, vypocitat napétovéa pole, urcit sily, z nich opét posunuti a sledovat tak

pohyb dislokaéni ¢ary obecného tvaru.

1.3 Cil prace

V predchozim textu bylo podrobnéji charakterizovano téma této prace. Jejim cilem je
vypracovat postup umoznujici popsat napétové pole disloka¢ni ¢ary obecného tvaru
pomoci aproximace metodou pifimkovych disloka¢nich segment(i. Problém bude feSen
numericky na pocitaci. K napsani vlastniho programu je tfeba nejprve zpracovat po-
ttebné pasaze teorie dislokaci tykajici se rovnych dislokaci v prostoru, jejich napétovych
poli a sil na né ptisobicich. Déle je cilem navrhnout zpracovani zadané ki¥ivky do podoby
lomené ¢ary a prozkoumat jeji dalsi vyvoj. Vysledny aparat bude konfrontovan s jed-
noduchymi pripady dislokac¢nich linii, jako je nap¥. samovolné kontrahujici dislokaéni

[ 2

smycka bez vnéjsiho silového ptisobeni.




2. ZAKLADY TEORIE DISLOKACI

2.1 Burgersuv vektor

Velmi daleZitym pojmem v teorii dislokaci je Burgersiiv vektor b. Tento vektor popisuje
zdroj silového puisobeni v krystalu, kterym je ¢arova porucha — dislokace. Rovinny fez
porusenym krystalem kolmo na disloka¢ni ¢aru lze znazornit pomoci obrazku [I.1a. V
krystalu ,pfebyva” jedna rovina, kterd nahle kondfi, jeji okraj tvoti hranovou dislokaci. Smér
disloka¢ni ¢ary je uréen jednotkovym vektorem £, jenz zde miti kolmo za nakresnu.

Kolem dislokace 1ze vytvofit uzavieny okruh A123B prochéazejici neporusenou ob-
lasti krystalu, kde doslo jen k malym posunutim atomt z m¥izkovych poloh (obr. 2.T).
Deformace odpovidajici témto posunutim jsou malé a lze je popsat jako linearni funkce
sloZzek Burgersova vektoru. Pfesuneme-li nyni smycku A123B do neporuseného krys-
talu (obrazek[2.1p), okruh se zméni, po¢ate¢ni bod A nesplyva s kone¢nym B. Okruh lze
uzavtit vektorem b, tento postup je proto uzit k jeho definici. Tato definice se jmenuje
Burgersova-Frankova.

b3
OO0
o
o
O—0
O—O0—0—0

Al B 3

v

Obrazek 2.1: Rez porusenou prostorovou kubickou mfizkou s hranovou dislokaci (a),
pfenos smycky do neporuseného krystalu (b).

Jina definice Burgersova vektoru vyuziva mechaniky kontinua (podle vztahu 2.1):

- o
_ au 2.1
b }'{ o di (2.1)

Vektorové pole i popisuje posunuti kontinua v okoli dislokace. Vysledkem integralu
podél uzaviené kiivky C je Burgersiiv vektor b. Pro hranovou dislokaci znazornénou
na obr. je b kolmy na smér dislokace, tj. b- 5 = 0. Druhym meznim pfipadem jsou
Sroubové dislokace vznikajici smykem krystalovych rovin, jejich Burgerstv vektor je
rovnobézny se smérem dislokace, tedy |b - £] = b.
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Obréazek 2.2: K definici Burgersova vektoru pomoci mechaniky kontinua.

Obecna dislokace ma sloZzku hranovou b, a slozku Sroubovou by:

LS

S
)

2.2 Tenzory napéti a deformace

(2.2)

Stav napjatosti popisuje tenzor napéti o (v literatufe byva nékdy znacen jako 7) [5].
Odpovidajici geometrie kontinua je pak popséna tenzorem deformace . Pokud jsou
deformace malé, tj. zabyvame-li se linedrni teorii elasticity, 1ze vztah mezi vektorovym
polem posunuti @ a tenzorem deformace ¢ vyjadfit jakd'}

€Z‘j:§

1[0 U;
97

- ] , 1,7 €4{x,y, 2} (2.3)

Mezi slozkami tenzoru deformace a napéti plati vztahy:

1

Exx — [sz -
Eyy = = [Oyy — V(0az + 022))]

€22 = 1 [Uxx -

1Ze vztahu je zfejmé, Ze tenzor deformace ¢ je symetricky.

V(oyy + 022)]

V(0zs + 0yy)]

1
Eyz = EO'Z/Z
1
Exz = 7 Ogz
2,u0
1
Exy = ﬂO’my (24)




3. MATEMATICKE ODVOZENI

3.1 Napétové pole kolem rovného tseku dislokace

Pro slozky tenzoru napéti v okoli dislokace tvaru obecné kiivky plati Peachtiv-Koehlertiv
vztah

It N L NN,
« - T 5 bm ima_A d - 5 bm im, — A'Rd
Tap 87 Je ‘ o, Rz 87r?£ ‘ ﬁax; fudz,

__r 7{ b (OB 0
ar(1—v) Jo "\ Oalda0aly T O,

A’R) da | (3.1)

kde R? = 22 + y* + (2 — 2)? a o, 3 € {1,2,3}. Uspofadani odpovida obrazku
Necédrkovanymi soufadnicemi je vyjaddiena poloha, v niz hledame napéti (na obrazku
vektor 77 = (z,y, z), ¢d&rkovanymi soufadnicemi jsou urceny polohy infinitezimalnich
segmentti rovného tseku dislokace (vektor 77 = (0,0, z’)).

X

r'(0,0,z" dlz

y r(x,y,z)

Obréazek 3.1: Soufadna soustava k vypoctu napétového pole disloka¢niho segmentu.

Usek dislokace je tedy tsecka leZici na ose z, necht’je vymezena soufadnicemi z; a
1. Potom je napétové pole v misté i" kolem tisecky urceno vztahem

0i(7) = 015(23) — 73(21) (3.2)

Protoze plati 0/0x; = —0/0x}, 1ze jednotlivé slozky tenzoru napéti ziskat dpravou obec-
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ného vztahu 3.1 ve tvaru:

o [y (PR /
o = 47T(1—V)/bm€lmz <(9 ;0x? axZAR> dz

o R0
a 47r(1—u)/{bx< 8x28y+8yAR)+b (

B 1 PR 9, ,
Uyy - 47T(1—V) /bm €imz <a ay aIZAR dZ

_ L PR 0 PR
~ Ar(l—v) / [bm ( o 8@/AR) o (3563?;

0 p
b€ims—ARd2 + ———— [ be;

e
47

K 9 9 /
o (28R (L) 0

Ozz =

L R 0
_— —A
* 4Ar(1 —v) / {bx ( 8y8z2 oy dy i) by

— L/b . 83—R dz’
oy = 47(1 —v) m€im \ 9wy

B 1 B PR PR ,
- 4r(1—v) / {bx ( 8x8y2) by <8x28y dz

Iz 0 ) p
/ ‘ oz; o 47(1 —v) / ‘ (

Oz =

8

_» _9 9 :
- 2 (-2ar) oo (L an)]as-

1 R PR ,
- (1 —v) / {bw < E)x8y8z> by (8x28z dz

0
Oy> = 8‘;/bm€zmya ARdZ + 4(1u——y)/bm€“m(

B 0 9 /
= & {bm (82AR) + b, ( axARﬂ dz" +

1 PR PR ,
T ma—0 / [b( 8y282)+by <83:8y82 dz

Rovnice [3.3/1ze integrovat s vyuzitim vztaht:

0
aZEi

dx _ 4 x dx
(22 4+ a2)32 T2/ E a2 (22 £ a2)5/2

AR = 2/R AR

0
Dan)]as

0
2 ar)] -

PR 0

- AR a

0x;0z2 Oz,

0
2t ZA !
0x0z? Ox R)} dz

o ,
amm) dz

0x;0y0z

(3.3)

3a’x + 223
3at(x? £ a?)3/?

(3.4)
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Po integraci vyjdou tyto vztahy pro jednotlivé slozky:

Orx Y x? x? T x? x?
2= 14+ S+ +b, - = -
o0 R(R+)) R?2 " R(R+)) R(R+ ) R?2 R(R+))
2 2 2 2

7T N A D" ——— R —
o R(R+\) R?>  R(R+ M) R(R+ \) R?  R(R+ M)
o 2vy YA 2ux TA

= by |+ |+ by | — =
o {R(R+/\)+R3}+ y[ R(R+ ) R?»]
Oy _ & [y Y |,y [z e
o0 " R(R+\) R2 R(R+N|  YRR+N R?2  R(R+))

2

Oz xy v o x y(l —v)

= by by | =+ |+ b
o R y{ R+R3} R(R+\)

2
Oyz vy vy , z(l-v)
o [R R3]+byR3 TS
_ K —
kdeao—47r(1_y)a)\ 2=z (3.5)

Podrobnosti k odvozeni téchto vztaht 1ze nalézt v [2].

3.2 Sila pasobici na segment dislokace

Je-li pfima dislokace posunuta o 47, je kolmo na skluzovou rovinu pfemisténa hmota o
objemu v vztazena na délku disloka¢ni linie L. Situace je zndzornéna obrazkem

ov
T = beoh

Obréazek 3.2: Posunuti dislokace o 7.

Vzdalenost 65 je urdena projekci vektoru 67 do normaly skluzové roviny &, = €xb, /b,
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tedy plati 0h = €, - 67" a z toho:

5[/ — — -

— =07 (Exbe) = 07 (€x b) (3.6)

Pfi posunu pfimé dislokace je vykonana prace.

SW F
— == 7
7 7 0T (3.7)
Tato prace je urena vztahem
ﬁ o — R —
— b7 = [0-(§><5r)] b (3.8)

Po prepsan{'| tento vztah nabude podoby

?5 —(b-5)- (€ o7) = [(5.5)xﬂ-5r

Z toho plyne obecny tvar pro silu napétového pole ptlisobici na jednotkovou délku p¥imé
dislokace:

|
!
!

=(b-&) x & (3.9)

3.3 Pohybové rovnice disloka¢niho segmentu

Ze znalosti sily plisobici na jednotku délky disloka¢niho segmentu |3.9|je moZzné zjistit,
jak se tento segment bude pohybovat. Nelze vSak uZit Newtontv zakon sily, nebot’
dislokace nemé Zadnou hmotnost. Je mozné ukazat (napt. v [2]), Ze rychlost pohybu

dislokace kolmo na skluzovou rovinu (ve sméru b x §) je

DOF. _F
frd _— = B— .1
TRRT I L (3-10)

(1 je objem iontového paru (zde nahrazen objemem pfipadajicim na jeden atom), b, je
velikost hranové slozky Burgersova vektoru, k& Boltzmannova konstanta, 7" teplota a D,
je soucinitel samodifuze uréeny vztahem

D, = Dye” %r, (3.11)

(@ je aktiva¢ni energie samodifuze a R = kN, je univerzalni plynova konstanta, N, je
Avogadrova konstanta.
Pohyb ve skluzové roviné mize byt rovnéZ linearni:

|
=A— 3.12
UH I ( )
Pohyb ve skluzové roviné je snazsi nez pohyb kolmy (Splhéni), zvolme proto
A=10B (3.13)

1'S vyuzitim @-b=b-a a-(bxad=c-(@xb), abceR3.
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Kapitola 3: Matematické odvozeni

Obecné urceni tohoto soucinitele je sloZité.
SloZzenim vyse uvedenych vztaht a vyjde:

. F.bx& - =
FL = _.(b>_<, )(bX )
b x ]2
Fy = F-F
A
5o g4ty gty 3.14
v 7 tB7 (3.14)

Z tohoto vztahu pro rychlost Ize jiz snadno spocitat posunuti disloka¢niho segmentu:
AT = TAt (3.15)

Délka jednoho kroku At je jednim z parametra ur¢ujicich rychlost a pfesnost vypoctu.

3.4 Skladani napétovych poli

Vztahy pro napétové pole odvozené v pfedeslém textu plati pouze pro dislokac¢ni tiseky
lezici na ose Z. Maji-li byt pouzity k vypoctu napétového pole v okoli lomené ¢ary v
prostoru (kterd slouzi k pfibliZznému vyjadreni obecné kiivky), je tfeba tuto ¢aru rozloZit
na jednotlivé tsecky a najit vhodné linearni zobrazeni tisecky leZici na ose z'na tisecku
leZici na lomené ¢afe v prostoru. Je ziejmé, Ze to bude zobrazeni sloZené z posunuti a
otoceni. Nejprve najdéme vztah pro otoceni.

3.4.1 Otoéeni ve dvou rozmérech

Pro otoceni ve dvou rozmérech plati tento vztah:

@)

AN f cosp sinp)\ (z
(y’) o (—Sincp Cosgp) (y) (3.16)

Uhel ¢ je thel otoceni a roste proti sméru hodinovych ru¢iek. Jde o ortogonélni zob-
razeni (O7 = O~1), zachovéava tedy uhly (skalarni soucin), délky, plochu i objem (ma
jednotkovy determinant).

Toto zobrazenilze pfevéstido tfech rozmérii tak, ze prvky matice odpovidajici roviné
ota¢eni budou mit stejny tvar, jako vyse uvedené zobrazeni O, prvek odpovidajici ose
otaceni bude roven jedné.

X cosp sinp 0\ 1 0 0 R cosep 0 sinep
Oz= | —sinp cosp 0],05=1[0 <cosy sing |, Oy= 0 1 0 (3.17)
0 0 1 0 —siny cosyp —sing 0 cosyp

3.4.2 Obecné otoéeni ve tfech rozmérech

Pévodni soufadnd soustava necht’je x,y, z a otocend z’,y/, 2. Dale ozna¢me prisecnici
rovin zy a 2y’ jako p. Nejprve oto¢me kolem z o tihel ¢; — Oz(¢1) —a 0sa x se zobrazi na

12



Kapitola 3: Matematické odvozeni

p. Nyni oto¢me kolem p o 9 — Oy(¥)) — a z ptejde v z’. Nakonec oto¢me kolem 2z’ 0 @, —
Oz (p2) —a p se oto¢i na z’. Vznikne tak obecné oto¢eni

~ ~ ~ ~

O(¢) = Oz (p2)O03(1)O=(¢1) (3.18)

Lze ukazat, Ze otoceni kolem p a 2’ 1ze ziskat pfimo otocenim kolem os x a z, a to tak, Ze
poZadované otoceni kolem p a 2’ sloZime z otoceni kolem ptivodnich os a otoceni, ktera
prevadéji osy p a 2’ na osy ptivodni a zpét.
A A A A -1
5(0) = Ox(p1)O0x(9)O=(1)

~ N

Os(p2) = [00)0x(1)] Os() [050)0x(1)] (3.19)

Kdyz tato otoc¢eni dosadime do pfedchoziho vztahu tak vyjde:

~ ~ A

O(¢) = O=(01)0(9)O=(p2) (3.20)

Toto otoceni je sloZeno z elementarnich otoceni podle ptivodnich os, jen jsou tato otoceni
sefazena opacné. Tento vztah vSak mtizeme vyjadfit i ve slozkdch vynasobenim matic
jednotlivych otocent:

COS (1 COS 2 — sin 1 sin @2 cos VY cos (1 sin 2 + sin @1 cos p2 cos Y sin ¢1 sin ¥
O(¢) = — sin 1 cos 2 — cos 1 sin pa cos?  — sin gy sin pa + cos Y2 cos w2 cos ¥ cos p1 sin Y (3.21)
sin 2 sin ¥ — cos (g sin ¥ cos ¥

Z matice otoleni ve tfech rozmérech lze snadno urdcit také thel otoceni ¢. Matice
otoceni zachovava délku vektoru, takze jeji vlastni hodnoty budou komplexni jednotky.
ProtoZe jde o kofeny charakteristické rovnice A% =1, budou hodnoty rovny A\; =1, Ay =
'’ a \3 = e7'?. Po nalezeni vlastnich hodnot Ize matici oto¢eni diagonalizovat a ziskat tak
matici L = diag(Aq, A2, A3), kterd je ptivodni matici podobna. Rovnéz lze matici pfevést
podobnostni transformaci do tvaru Oz(¢). VSechny tyto matice maji stejnou stopu, ta se
podobnostni transformaci neméni. Plati tedy:

TTO(¢) =TrL=XMN+ X+ A3 = 1+6?4e= 1+ 2cos¢

Podobnost s matici Oz(¢) zarutuje, Ze zde jde opravdu o tihel oto¢eni. Jinym vyjadienim
dostaneme vztah

TrO(¢) — 1

. (3.22)

cos ¢ =

-----

3.5 Hledani matice otoceni

Pti vlastnim vypoctu bude vzdy tfeba otocit tsecku leZici na ose z tak, aby méla smér

P P4

usecky lezici na zadané lomené ¢ére. Je tedy tieba najit takové otocenti, které otoci vektor
7 do sméru né&jakého obecného vektoru ¢

—

£ =Bz, kdez=(0,0,1)" a £ je obecny vektor
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Kapitola 3: Matematické odvozeni

Je znamo, Ze libovolné linedrni zobrazeni B je jednoznatné urfeno obrazy baze.
Vektor Z' spolu s vektory 7, i/ tvofi kanonickou bazi. Ta je ortonormalni. Vektor v, ktery
vznikl normovanim vektoru &, tedy 7 = £ /¢, je vakjediny a sam bézi tvoFit nemiize. Lze
jej vSak na bazi doplnit dvéma linearné nezavislymi vektory. Neni-li baze ortogonalni, 1ze
ji takovou ucinit Gram-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem. Lze ji vSak snadno
ortogonalni vytvofit s vyuzitim dvou vektorovych soucinti. Naslednym normovanim
vznikne ortonormalni baze (7,7, %), kde @ = £/¢. Protoze ptvodni baze (7,7, 7) je
kanonicka, tvofi nova ortonormalni baze pfimo matici zobrazeni B = (U}, Vs, Us).

Zobrazeni B je jisté n&jaké ototeni, ale nemusi to byt to, které hledame. Zatimco
poradi vektoru v3 v bazi B je pevné dano tak, jako je ddno pofadi vektoru 2’ v bazi
kanonické, u vektorti v; a U, neni po ortogonalizaci zaruc¢eno spravné poradi. To lze
zjistit vypoctem determinantu a provéfenim jeho znaménka. Je-li zaporné, staci vek-
tory zaménit a vznikne tak matice vlastniho otoceni bez zrcadleni. Je-li baze vytvofena
vektorovymi souciny, tento problém odpada.

3.6 Hledani matice posunuti

Matice posunuti ma tu vlastnost, Ze musi mit jeden rozmér navic oproti prostoru, vnémz
mé posouvat. Pokud rozsifime tfirozmérny vektor 7 o ¢tvrtou slozku, kterd bude rovna
jedné, dostaneme tak 7 = (z,y, z,1)?. Zobrazeni do posunutych soufadnic s po¢atkem

O" = (x0, Yo, 20) 1ze vyjad¥it maticove takto:

100-%0

- lo 10 —y

A P (3.23)
000 1

Pfimym vypoctem se lze presvédcit, ze plati 7/ = Pr= (x — xo,y — Yo, 2 — 20, 1).

3.7 Vysledna transformace

Pokud si lomenou ¢aru rozloZime na jednotlivé tisecky — vektory, 1ze pfimo odecist sou-
fadnice sttedi jednotlivych tsecek a ziskat tak posunuti P. PouZitim postupu uvedeného
v odstavci 3.5/ 1ze uréit matici otoceni O. Jejich slozenim vzniknou matice transformaci
soufadnic umoznujici pfevadét napétova pole mezi soutadnymi soustavami. Snadnou
tvahou lze dospét k tomu, Ze transformace mezi soufadnou soustavou lomené ¢ary (7)
a soufadnou soustavou tsecky (7”) bude mit tuto podobu:

7=17" = PO, ' =T"'F=0"P'7 (3.24)

Tato sloZena transformace je vSak potfeba pouze k zobrazeni polohy, v niZ hledame
napétové pole. Burgerstiv vektor je vektorové pole, napétové pole je tenzorové a staci je
pouze otocit.
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4. NAPETOVE POLE A POHYB
KRIVOCARE DISLOKACE

/Nastaveniparametrﬂ/

\ 4

Aproximace disloka¢ni kfivky
lomenou ¢arou

Y

pocet krok = 0

v
—7/ Vystup soufadnic lomené &ary /

Y

Vypocet transformacnich matic

Y

Vypocet napétovych poli a sil
plsobicich na jednotlivé segmenty

Y

/ Vystup velikosti sil (¢i dalSich hodnot) /

A

Pohybova rovnice pro dislokaéni segmenty,
posunuti sttedd segmentd

Y

Uréeni novych soufadnic lomené ¢ary

Y

pocet krokll = pocet krokl + 1

ANO

pocet krokl < limit

/ Vystup doplfiujicich Gdajd /

Obrézek 4.1: Blokové schéma programu
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5. NUMERICKE RESENI

5.1 Aplikace obecného postupu

Obecny postup modelovani napétovych poli a pohybu kfivocaré dislokace formulo-
vany v pfedchézejicich ¢astech prace je demonstrovan na prikladu kontrakce dislokac¢ni
smycky v poli vlastnich napéti.

Obrazek 5.1: Disloka¢ni smycka a jeji aproximace lomenou ¢arou.

Kruhové smycka lezici v roviné zz je nahrazena mnohothelnikem s N vrcholy ve-
psanym do této kruznice. Jednotlivé soufadnice urcuje vzorec

27(i — 1)
N

om(i — 1)

XZ - R 70; R n ———- Y
COS sin N

i=1...N (5.1)

5.2 Pouzité nastroje

Problém byl feSen programem napsanym v jazyce C++ a s vyuZitim numerické knihovny
Blitz ve verzi 0.9, kterd je dostupné na adrese http://www.oonumerics.org/blitz. Tato
knihovna umoziiuje snadno pracovat s vektory a maticemi. Pro lepsi srozumitelnost
zdrojového textu je zde uveden maly piiklad pouZiti této knihovny pfi ndsobeni matice
vektorem.

#include <iostream>
#include <blitz/array.h>
using namespace std;
using namespace blitz;
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int main() {
Array<double, 2> M(3, 3); Array<double, 1> a(3), b(3);
firstIndex I;
M=1, 2, 3,

cout << (b

8, 9;
1.

return O;

}

secondIndex J;

= sum(M(I, J), J)) << endl;

Je proveden vypocet

5.3 Vypis zdrojového kdédu

5.3.1 Univerzdalni ¢ast kodu

1
M=|4
7

bi = Mijaj

SN
© o w
S
I

62

= b= 152

242

Koéd uvedeny v této ¢asti je univerzalni a 1ze jej pouZit nezéavisle na pfikladu
Na zacatku programu je tieba uvést pouzité hlavickové soubory.

#include
#include
#include
#include
#include
#include

<iostream>
<fstream>
<sstream>
<vector>
<cmath>
<blitz/arr

ay.h>

Dale bylo potfeba doplnit funkce pro vektorovy a skaldrni soucin cross a dot ve
tfech rozmérech.

template<typename FT> blitz::Array<FT, 1> cross(const blitz::Array<FT, 1>& vi,
const blitz::Array<FT, 1>& v2) {
blitz::Array<FT, 1> v(3);

v = vi(1D)*v2(2) - v1(2)*v2(1), v1(2)*v2(0) - v1(0)*v2(2), vi(0)*v2(1) - vi(1)*v2(0);
return v;

}

template<typename FT> FT dot(const blitz::Array<FT, 1>& vi,

const blitz::Array<FT, 1>& v2) {

return v1(0) * v2(0) + vi(1) * v2(1) + v1(2) * v2(2);

3

Poté byla zavedena tfida StraightSegment3D, v niZ jsou uloZeny potfebné soufad-
nice, matice pfechodu a transformovany Burgerstiv vektor. V této tfidé zavedena metoda
ComputeDLTransformation3D pocitd matici pfechodu podle[3.5pomoci vektorovych sou-

éinu:

N

O

- (1717 1727 173)7

0y = Ty X T (5.2)
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Pokud jde ndhodou o &isté roubovy segment, je ziejmé b = b = Exb=0bExE) =0
Je tedy nutné pouZzit jiny vektor, nap¥. V' = (by, —bs, by)” &ijakykoli jiny. Pak jisté plati

A L. ., — . 3 . . .
0= (1)17,027U3)7 U3:£7 2 = Uz X E; U1 = V2 X U3 (53)
Nejde-li o Sroubovy segment, je 7, = £ x b # 0 a plati
Ob = (b.,0,b,) (5.4)
Jde-li o Sroubovy segment, plati
Ob = (0,0,b) (5.5)
Veli¢iny b, a b, v rovnicif.4{jsou velikosti hranové a Sroubové sloZky Burgersova vektoru

podle vztahu

Z rovnic a plyne, zZe po transformaci soufadnic vypadne slozka piislusna
ose ve sméru 7, takZe lze vypustit vSechny ¢leny obsahujici b, ve vztahu ¢mz lze
urychlit béh programu.

template<class FT> class StraightSegment3D {
public:

StraightSegment3D(const blitz::Array<FT, 1>& c, bool _f = false) :
fixed(_f), coordinates(c), dir(3), center(3), base(3, 3), burgers(3) { }

StraightSegment3D(FT cx, FT cy, FT cz, bool _f = false)
fixed(_f), coordinates(3), dir(3), center(3), base(3, 3), burgers(3) {
blitz::Array<FT, 1> coordinates;
coordinates = cx, cy, cz;

}

const blitz::Array<FT, 1>& Fixed() const { return fixed; }

const blitz::Array<FT, 1>& Coordinates() const { return coordinates; }

blitz::Array<FT, 1>& Coordinates() { return coordinates; }

const blitz::Array<FT, 1>& Center() const { return center; }

blitz::Array<FT, 1>& Center() { return center; }

FT Len() const { return len; }

const blitz::Array<FT, 1>& Dir() const { return dir; }

const blitz::Array<FT, 2>& Base() const { return base; }

const blitz::Array<FT, 1>& Burgers() const { return burgers; }

void ComputeTransformation3D(const StraightSegment3D<FT>& prev,
const blitz::Array<FT, 1>& _burgers);

private:

bool fixed; /* bod je nehybny? */

blitz::Array<FT, 1> coordinates; /* soufadnice bodu */

FT len; /* délka useCky */

blitz::Array<FT, 1> dir; /* smér iuselky */

blitz::Array<FT, 1> center; /* stfed useCky */

blitz::Array<FT, 2> base; /* soufadné soustava uUselky */

blitz::Array<FT, 1> burgers; /* Burgersiv vektor v této soufadné soustavé */
};

/* Tato funkce vytva¥i matici otoleni, totiZ matici pF¥echodu ze soufadné soustavy usecky
* lomené Cary do souradné soustavy rovnobézné se soustavou lomené Cary.
* Je tfeba zadat pfedchozi soufadnici pro vytvoreni iseclky a Burgersidv vektor.
*/
template<class FT> void StraightSegment3D<FT>::ComputeTransformation3D(
const StraightSegment3D<FT>& prev, const blitz::Array<FT, 1>& _burgers) {
FT size;
blitz::Array<FT, 1> tmp(3);
blitz::firstIndex I; blitz::secondIndex J;
center = (Coordinates() (0) + prev.Coordinates()(0)) / 2,
(Coordinates() (1) + prev.Coordinates() (1)) / 2,
(Coordinates() (2) + prev.Coordinates()(2)) / 2;
/* base(2) je smérovy vektor urdujici novou osu ’z’ */

/* stied useCky */
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dir = Coordinates() - prev.Coordinates();
dir /= (len = sqrt(sum(sqr(dir))));
base(blitz::Range::all(), 2) = dir;
/* toto je normovany Burgersiv vektor */
tmp = _burgers / sqrt(sum(sqr(_burgers)));
/* vektorovy soulin smérového a Burgersova vektoru da dal3i prvek baze */
base(blitz::Range::all(), 1) = cross(base(blitz::Range::all(), 2), tmp);
/* Je-1li Burgersiv vektor rovnobé&Zny se smérovym vektorem, je t¥eba postupovat jinak. */
if ((size = sqrt(sum(sqr(base(blitz::Range::all(), 1))))) < le-7) {

/* Tento zapis neni dobry, le vysvétluje t¥i fadky kédu nize. */

/* tmp = base(l, 2), -base(2, 2), base(0, 2);

* base(l, blitz::Range::all1()) = cross(base(2, Range::all()), tmp); */

base(0, 1) = base(0, 2) * base(l, 2) + base(2, 2) * base(2, 2);
base(1, 1) = base(l, 2) * base(2, 2) - base(0, 2) * base(0, 2);
base(2, 1) = -base(2, 2) * base(0, 2) - base(l, 2) * base(l, 2);

base(blitz::Range::all(), 1) /= sqrt(sum(sqr(base(blitz::Range::al1(), 1))));

¥

/* Vektorovym soulinem bazovjch vektord odpovidajicich ose ’y’ a ’z’ vznikne ten
* prislusny ose ’x’, tady je vhodné postupovat stejné&. */

base(blitz::Range::all(), 0) = cross(base(blitz::Range::all(), 1),
base(blitz::Range::all(), 2));

base(blitz::Range::all(), 0) /= sqrt(sum(sqr(base(blitz::Range::all(), 0))));

/* Je tf¥eba jedté opravit normovani. */

base(blitz::Range::all(), 1) /= sqrt(sum(sqr(base(blitz::Range::all(), 1))));

/* Nyni je hotova matice pfechodu ze soufadné soustavy uselky do soufadné soustavy,
* v niZ je useCka urcena. Opacnou matici p¥echodu neni t¥eba vytvaret, staci ji
* transponovat ¢i jen vyménit jeji indexy. */

/* Je vhodné urcit Burgerstv vektor v soufadné soustavé idselky. */
burgers = sum(base(J, I) * _burgers(J), J);
}

/* Tato funkce projde vyCet soufadnich uréujicich lomenou &aru a vytvo¥i pro
* jednotlivé segmenty pomoci pfedchozi funkce matice pfechodu a Burgersiv vektor. */
template<typename FT> void ComputeDLTransformation3D(
std::vector<StraightSegment3D<FT> >& straightsegments,
const blitz::Array<FT, 1>& burgers) {
typename std::vector<StraightSegment3D<FT> >::iterator cc, cn;
cn = straightsegments.begin();
cc = cnt+;
for (; cn != straightsegments.end(); ++cn) {
cn->ComputeTransformation3D(*cc, burgers);
cc = cn;
X
X

Tiida StressField obstaravd vypocet napétového pole podle vztahu [3.5s vynecha-
nim ¢lenti b, dosazeného do rozdilu

template<class FT> class StressField {
public:

StressField() : _r(3), _b(3), S(3, 3) {}

StressField(const blitz::Array<FT, 1>& r_, FT z2_, FT mu_, FT nu_,
const blitz::Array<FT, 1>& b_)
_z2(z2_), _mu(mu_), _nu(nu ),
_b(b_), _r(r.), S(3, 3) { }

FT x() const { return _r(0); } FT& x(Q)

FT y() const { return _r(1); } FT& y(O

FT z() const { return _r(2); } FT& z()

FT z2() const { return _z2; } FT& z2()

FT mu() const { return _mu; } FT& mu() return _mu; }

FT nu() const { return _nu; } FT& nu() return _nu; }

const blitz::Array<FT, 1>& b() const { return _b; }

blitz::Array<FT, 1>& b() { return _b; }

FT XX() const {
return b() (0) * y() / RRlambda() * xplus();

}

return _r(0); }
return _r(1); }
return _r(2); }
return _z2; }

Tty
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FT YY() const {

return -b() (0) * y() / RRlambda() * yminus();
}
FT ZZ() const {

return b (0) * (2 * nu() * y(O / RRlambda() + y() * lambda() / (R20*R(0)));
}
FT XY() const {

return -b() (0) * x() / RRlambda() * yminus();
}
FT XZ() const {

return -b() (0) * x() * yOO / (R20*R())

+b0O(2) * yO * (1 - nu()) / RRlambda();

}

FT YZ() const {
return b() (0) * (mu() / RO - yO * yO / (R20*R())
-bO(2) * x(O * (1 - nu()) / RRlambda();
}

const blitz::Array<FT, 2>& operator() () {

S = sigma0() * XX(), sigma0O() * XY(), sigma0() * XZ(),
sigma0() * XY(), sigmaO0() * YY), sigmaO() * YZ(),
sigma0() * XZ(), sigma0() * YZ(), sigmaO() * ZZ(Q);

return S;

}

private:
FT _z2, _mu, _nu;
blitz::Array<FT, 1> _b, _r;
blitz::Array<FT, 2> S;

FT R2() const { return xO*xO+yO*yOQ+(z20) - zO)*(z20 - z0);
FT R() const { return sqrt(R20)); }
FT lambda() const { return z2() - z(); }
FT RRlambda() const { return RO *(R()+lambda()); }
FT xplus() const { return 1 + x(O*x() / R20) + x(O*x() / RRlambda(); }
FT yminus() const { return 1 - yOxy( / R2() - yOx*y() / RRlambda(); }
FT sigmaO() comnst {
return mu() / (4 * M_PI * (1 - nu()));

};

Aby bylo moZné spocitat silu ptisobici na segment dislokace a posléze pohyb tohoto
segmentu, je tieba ve stfedu kazdého segmentu vypocitat napétova pole pochézejici od
ostatnich segmentti a secist je (podle obr.[5.2):

N
o =Y o) (5.6)
=

Napétova pole jednotlivych segment(i pocita funkce GetStress, vysledny soucet vraci
funkce SumStresses.

/* Vypo&ita napétové pole v bodé ’r’ u n. segmentu dislonaéni Cary. */
template<typename FT> blitz::Array<FT, 2> GetStress(

const std::vector<StraightSegment3D<FT> >& segments,

const blitz::Array<FT, 1>& burgers,

unsigned int n,

const blitz::Array<FT, 1>& r, FT mu, FT nu) {

/* napétové pole */

blitz::Array<FT, 2> stress(3, 3), stress2(3, 3);

/* indexy */

blitz::firstIndex I; blitz::secondIndex J; blitz::thirdIndex K;

/* transformované vektory */

blitz::Array<FT, 1> r_trans(3), tmp(3);

/* r_i’ = T_ji r_j */

tmp = r - segments[n].Center();
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3

Obrazek 5.2: Ke s¢itdni napétovych poli jednotlivych segment(i. Zde i = 3, N = 10.

r_trans = sum(segments[n] .Base() (J, I) * tmp(J), J);

/* Nyni je moZné dosadit vektory vyjadfené v bazi segmentu. */

/* Vypolet napé&tového pole. */

StressField<FT> S(r_trans, segments[n].Len()/2, mu, nu, segments[n].Burgers());
stress = S();

S.22() = -segments([n].Len()/2;

stress -= SQO);

/* Tenzor napéti je v bazi segmentu, je t¥eba jej pfevést do baze lomené Eary. */
stress2 = sum(segments[n].Base() (I, K) * stress(X, J), K);

stress = sum(stress2(I, K) * segments[n].Base()(J, K), K);

return stress;

/* Vypo&ita napé&tové pole ve stfedu n. segmentu vzniklé souctem poli ostatnich. */
template<typename FT> blitz::Array<FT, 2> SumStresses(

const std::vector<StraightSegment3D<FT> >& segments,
const blitz::Array<FT, 1>& burgers,
unsigned int n, FT mu, FT nu) {
unsigned int i;
/* Napé&tové pole */
blitz::Array<FT, 2> stress(3, 3);
stress = 0; /* Nulovani je pot¥eba :-) */
for (i = 1; i < segments.size(); i++)

if (i !'= n)

stress += GetStress<FT>(segments, burgers, i, segments[n].Center(), mu, nu);

return stress;

Z napétového pole Ize nyni urcit silu ptisobici na jednotkovou délku disloka¢niho
segmentu podle vztahu [3.9] Funkce se jmenuje GetForce.

/* Vypo&ita silu pisobici na n. segment vyvolanou poli ostatnich segmentd. */
template<typename FT> blitz::Array<FT, 1> GetForce(

const std::vector<StraightSegment3D<FT> >& segments,
const blitz::Array<FT, 1>& burgers,

unsigned int n, FT mu, FT nu) {

/* sila */

blitz::Array<FT, 1> force(3);

blitz::Array<FT, 2> stress(3, 3);

/* napétové pole */
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stress = SumStresses(segments, burgers, n, mu, nu) ;
/* indexy */

blitz::firstIndex I; blitz::secondIndex J;
blitz::Array<FT, 1> tmp(3);

tmp = sum(stress(I, J) * burgers(J), J);

/* sila */

force = cross(tmp, segments[n].Dir());

return force;

K vypoctu rychlosti segmentu podle vztahu je tfeba urcit konstanty A a B, coz
¢ini tfida SegmentMotion3D pomoci metod AGlide pro skluzovou konstantu A a CClimb
pro Splhovou konstantu B.

#ifdef _R_

#undef _R_

#endif

#define _R_ 8.314 /* univerzalni plynova konstanta */

#ifdef _k_

#undef _k_

#endif

#define _k_ 1.381e-23 /* Boltzmannova konstanta */

template<class FT> class SegmentMotion3D {
public:
SegmentMotion3D(FT _DO, FT _Q, FT _T, FT _Omega,
const blitz::Array<FT, 1>& burgers) {
FT bb = sum(sqr(burgers));
b0 = sqrt(bb);
K = _DO * exp(-_Q/(_R_*_T)) * _Omega / (bb * _k_ * _T);
aglide = 10 * K;
}
FT AGlide() const { return aglide; }
FT CClimb(FT be, FT bs) const {
return K * (be + 10 * bs) / bO;
}

private:
FT b0, K, aglide;
s

#undef _k_
#undef _R_

Nyni jiz byly probréany téméf vSechny funkce, které budou potieba k vypoctu po-
hybu disloka¢ni ¢ary. Pohyb jednotlivych segmentt bude déan vztahy a tedy
bude znamo posunuti stted jednotlivych segmentti, z poloh posunutych stfedti je poté
potieba znovu urcit vrcholy lomené ¢ary. Nejsnazsi se zda byt prosté spojeni posunutych
stfedti, tento postup je vSsak mozné pouzit jen u kiivek, které jsou pfiblizné z poloviny
konvexni a druhé poloviny konkavni. Napf. u pravidelného mnohothelniku nahra-
zujiciho kruZnici (tj. ¢isté konvexni kiivky) by jen opakované pocitani stfed a jejich
spojovani vedlo k jeho kontrakci. Je tedy nutné uZit sloZitéjsi postup.

Jednotlivé segmenty je moZné popsat i parametricky pomoci jejich stiedti 7, sméro-
vych vektorti & a délky L;:

Segmenty lezi v pfimkéch, které l1ze zadat stejné, jen ¢; € R. Posunuti segmentt je
provedeno posunutim jejich stfedi, ¢imZ jsou posunuty i odpovidajici pfimky. Jejich

22



Kapitola 5: Numerické tesent

pruseciky musi spliiovat tuto rovnici:
o Ui At +t 1 &y = T+ 0 AL+ 6 & (5.8)

Jelikozjde o rovnici vektorovou, jde o soustavu tfi rovnic pro dvé nezndmé ¢;_; at;. Nelze
obecné urcit, které rovnice budou linedrné zavislé, nejsnazsi je nalézt feSeni s vyuzitim
Gaussovy elimina¢ni metody. Prisecik je pak moZné zjistit tfeba dosazenim kotene ¢; do

6.7

Je tedy na misté jesté doplnit funkci pro hledédni kofenti linearnich rovnic LinearEquation.

#ifdef __linearequation_min
#undef __linearequation_min
#endif
#define __linearequation_min le-18
template<typename FT> void LinearEquation(blitz::Array<FT, 2>& equation,
int cols) {
int i, j, k, limit = equation.cols() < cols 7 equation.cols() : cols;
blitz::Array<FT, 1> tmp(equation.cols());
/* prvni cyklus */
for (i = 0; i < limit; i++) {
for (j = i; j < equation.rows(); j++) {
if (fabs(equation(j, i)) < __linearequation_min
&& j + 1 < equation.rows()) { /* posuiime nuly na niz8i ¥adky */
tmp = equation(j, blitz::Range::all());
equation(j, blitz::Range::all()) = equation(j + 1, blitz::Range::all());
equation(j + 1, blitz::Range::all()) = tmp;
}
if (fabs(equation(j, i)) >= __linearequation_min) { /* provéf znovu */
equation(j, blitz::Range::all()) /= equation(j, i);

}
for (j =i+ 1; j < equation.rows(); j++) /* odelti tento ¥adek od vSech dalSich */
if (fabs(equation(j, i)) > __linearequation_min)
equation(j, blitz::Range::all()) -= equation(i, blitz::Range::all());
}
/* horni trojihelnikova matice - lze jiZz vyf¥eSit dosazenim */
for (i = limit - 1; i >= 0; i-—-) {
for (j =i-1; j > 0; j—-)
for (k = limit; k < equation.cols(); k++) {
equation(j, k) -= equation(j, i) *
equation(i, k);

}
k = limit < equation.rows() ? limit : equation.rows();
/* prepsani jednotkovou matici - jen pro dplnost */
for (i = 0; i < k; i++)
for (j = 0; j < k; j++)
equation(i, j) = i == j;

#undef __linearequation_min

Funkce Intersection najde priseciky dvou parametricky zadanych pfimek.

template<typename FT> blitz::Array<FT, 1> Intersection(
const blitz::Array<FT, 1>& centerl, const blitz::Array<FT, 1>& dirl,
const blitz::Array<FT, 1>& center2, const blitz::Array<FT, 1>& dir2) {
blitz::Array<FT, 2> equation(3, 3);
equation = dir1(0), -dir2(0), center2(0) - center1(0),
dir1(1), -dir2(1), center2(1) - centeri(1),
dir1(2), -dir2(2), center2(2) - center1(2);
LinearEquation(equation, 2);
blitz::Array<FT, 1> result(3);
result = centerl + dirl * equation(0, 2);
return result;
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5.3.2 Kontrakce kruhové smycky

Doplnime-li niZze uvedeny kéd k tomu z ¢asti lze jim pocitat kontrakci kruhové
smycky.

using namespace std;
using namespace blitz;

/* Funkce vytvafejici pravidelnj mnohothelnik se zadanym poltem vrchold
* a vepsanym do kruZnice zvoleného poloméru. */
template<typename FT> vector<StraightSegment3D<FT> > CreateLoop(
FT radius, int segments) {
vector<StraightSegment3D<FT> > line;
Array<FT, 1> v(3);
for (int i = 0; i < segments; i++) {
v = radius * cos(2 * M_PI * i / segments),
0,
radius * sin(2 * M_PI * i / segments);
line.push_back(v.copy());
by
line.push_back(StraightSegment3D<FT>(line[0])); /* uzavienad kiivka */
return line;

}

/* hlavni program */

int main() {
vector<StraightSegment3D<double> > line;
vector<Array<double, 1> > ncl;
unsigned int i, j;

double mu, nu;

Array<double, 1> burgers(3);

Array<double, 2> stress(3, 3);

Array<double, 1> force(3), gforce(3), cforce(3);
Array<double, 2> base2(3, 3);

Array<double, 1> tmp(3);

firstIndex I; secondIndex J;

double timestep;

long int N_iterationms;

/* Nalteme parametry vypoltu ze standardniho vstupu. */
cout << "mi L
cin >> mu;

cout << "ny L
cin >> nu;

cout << "Burgerst@v vektor : ";
cin >> burgers;

cout << "Délka kroku HE
cin >> timestep;

cout << "Poclet krokid HE
cin >> N_iterations;

double DO, Q, T, Omega;

cout << "DO N
cin >> DO;

cout << "Q N
cin >> Q;

cout << "T N
cin >> T;

cout << "Omega N
cin >> Omega;

double radius;

long int segments;

cout << "Polomér smycky A
cin >> radius;

cout << "Poclet usecek "
cin >> segments;
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Array<double, 1> be(3), bs(3), nc(3);

vector<double> spaces;
vector<double>::const_iterator vdi;
double space;

vector<double> forces;

ofstream output;
ostringstream name;

SegmentMotion3D<double> segm(DO, Q, T, Omega, burgers);

/* vytvofeni dislokalni smyCky */
line = CreateLoop<double>(radius, segments);

long int iterations;
/* hlavni cyklus */
while (iterations < N_iterations) {
cout << iterations << ". krok" << endl;
cout << "Zapis soufadnic" << endl;
name.str("");
name << "segments" << setw(5) << setfill(’0’) << iterations;
output.open(name.str().c_str(), ios::binary | ios::out);
if (output.good()) {
for (i = 0; i < line.size(); i++)
output << line[i].Coordinates()(0) << " "
<< line[i].Coordinates() (1) << " "
<< line[i] .Coordinates() (2) << endl;
output.close();
if (output.bad()) {
cout << "Chyba - zapis se nezdaril." << endl;
}

} else {
cout << "Chyba - nelze vytvorit soubor." << endl;

}

if (1ine[0] .Coordinates() (0) == line[line.size()-1].Coordinates() (0) &&
line[0] .Coordinates() (1) == line[line.size()-1].Coordinates() (1) &&
line[0] .Coordinates() (2) == line[line.size()-1].Coordinates() (2)) {
cout << "Vypocet plochy mnohoidhelnika: ";
space = 0;
for (i = 1; i < line.size(); i++) {
space += sqrt(sum(sqr(cross(line[i - 1].Coordinates(), line[i].Coordinates()))));

cout << space << endl;
spaces.push_back(space) ;

}

/* vjpolet transformaéni matice */
cout << "VypocCet transformace" << endl;
ComputeDLTransformation3D(line, burgers) ;

cout << "Pohyb stf¥edd" << endl;
/* Move segment centers according to computed force. */
ncl.clear();
forces.clear();
for (i = 1; i < line.size(); i++) {
/* Compute force */
force = GetForce(line, burgers, i, mu, nu);
forces.push_back(sqrt(sum(sqr(force))));
/* Compute screw and edge components of Burgers vector. */
bs = dot(burgers, line[i].Dir()) * line[i].Dir();
be = burgers - bs;
/* Compute normal vector to the glide plane. */
tmp = cross(burgers, line[i].Dir());
if (sum(sqr(tmp)) < le-14)
tmp = cross(line[i].Dir(), line[i - 1].Dir());
tmp /= sqrt(sum(sqr(tmp)));

25



Kapitola 5: Numerické tesent

/* Compute glide and climb force */
cforce = dot(force, tmp) * tmp;
gforce = force - cforce;
nc = timestep * (gforce * segm.AGlide() +
cforce * segm.CClimb(sqrt(sum(sqr(be))), sqrt(sum(sqr(bs)))));
nc += line[i].Center();
ncl.push_back(nc.copy());
}
cout << "Vypoclet soufadnic" << endl;
/* Hledani priseliktl pfimek jednotlivjch segmentld. */
for (i = 1; i < line.size(); i++) {
j =1 - 1; /* previous segment */
if (j < 1) j = line.size() - 1; /* zavedeni okrajové podminky */
cout << ncl[j-1] << endl;
cout << line[j].Dir() << endl;
cout << ncl[i-1] << endl;
cout << line[i].Dir() << endl;x*/
line[j].Coordinates() = Intersection(ncl[j-1], line[j].Dir(),
ncl[i-1], line[i].Dir());
}

cout << "Zapis sil: " << endl;

name.str("");

name << "forces" << setw(5) << setfill(’0’) << iteratiomns;
output.open(name.str() .c_str(), ios::binary | ios::out);
if (output.good()) {

i=1;
for (vdi = forces.begin(); vdi != forces.end(); ++vdi)
output << i++ << " " << *xydi << endl;

output.close();
cout << "QOK" << endl;
} else {
cout << "zapis se nezdaril." << endl;

}
cout << "Konec kroku" << endl;
iterations++;

}

cout << "Konec vypoltu. Nyni budou zapsany plochy do souboru: ";

output.open("spaces", ios::binary | ios::out);
if (output.good()) {

i=1;
for (vdi = spaces.begin(); vdi != spaces.end(); ++vdi)
output << i++ << " " << *ydi << endl;

output.close();
cout << "(QOK" << endl;
} else {
cout << "zapis se nezdaril." << endl;

return O;
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6. VYSLEDKY

6.1 Parametry a konstanty uzité p¥i vypoctu
p = 08-10" Nm™? modul pruznosti ve smyku
v = 0,3 Poissonova konstanta
Dy = 2-107*m?s7! difuzni koeficient pro nulové @
Q = 240kJmol™! aktivacni energie samodifuze
T = 873K teplota simulovaného dé&je
Q = (35-101%m)*> =4,2875-10"* m®  objem atomu
b = (2,0,0)-107°m Burgerstiv vektor
R = 500 nm polomér kruhové disloka¢ni smycky
N = 22 pocet vrcholt mnohothelnika
At = 3s délka ¢asového kroku

6.2 Vystup simulace

Byla provedena simulace kontrakce kruhové smycky s pouZitim parametrti uvedenych
v oddile[6.1} Na obrazkul6.1]1ze pozorovat pritbéh kontrakee, sily ptisobici na jednotlivé
segmenty smycky[]] a zavislost plochy smy¢ky na ¢ase. Na segmenty Sroubového typu,
v nichz prevlada slozka b, Burgersova vektoru b, piisobi zpocatku véts sila, kruhova
smycka se proto zplostuje do elipsy. Bylo zjisténo, Ze vypocitana sila vzdy leZi v roviné
smycky a ptisobi kolmo na disloka¢ni segment.

Zajimavéje téZ sledovat plochu smycky. Ta byla vypocitdna v kazdém kroku vztahem,
v némz vystupuji pouze vektory X; uréujici polohu vrcholt mnohothelniku.

=z

S =X x X 6.1)
=1

Z obrazku je patrné, Ze plocha s ¢asem linearné klesa:
S(t)=95(0) - Kt (6.2)

Bylo rovnéz zjisténo, Ze rozloZeni sil ptisobicich na jednotlivé segmenty se s casem
méni. Sila plisobici na Sroubové segmenty postupné nartistd, po Case je vsak prevysena
silou ptisobici na segmenty hranové (obr. [6.2).

Vypocet se ovSem po Case stal nestabilnim. Po vétsim poctu kroki doslo ke zkraceni
segmentti blizkych k hranové orientaci. Rozdilna délka jednotlivych segmenttt muze
vést k nestabilité vypoctu, nebot’v téchto situacich snadno dochazi k posunu segmentti
pfes sebe, ¢imZ se smycka porusi a neodpovida nadale realné konfiguraci dislokaéni ¢ary
v krystalu. Prvni moZnost, kterd miiZe tomuto procesu zabranit, je vypusténi vrchold v
oblasti kratkych segmentt, coz vypocet sice znepfesni, le¢ dovoli postoupit o nékolik

!Cislovéni segmentti je provedeno obdobng, jako na obr. podle vztahu Z bodu [R,0,0] jde
nahoru segment ¢. 1, nahote je segment ¢. 6, dole segment ¢. 17.
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(a) Kontrakce smycky
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Obrazek 6.1: Kontrahujici smycka (a), silové ptisobeni na jednotlivé segmenty (sily
rostou s klesajicim polomérem smycky, na 1. krok pifipada spodni kiivka) (b), vyvoj

plochy smycky (c).

28



Kapitola 6: Vysledky

ZAvislost sily na Case pro 1. a 6. segment
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Obrézek 6.2: Priibéh sil plisobicich na 1. a 6. segment.

dalSich krokt. Druhou, pfesnéjsi moznost, pfedstavuje uZziti polynomu 3. stupné (kubic-
kych splajntt) k popisu kfivky, z nichz 1ze poté vybrat nové vrcholy v libovolném misté
disloka¢ni ¢ary. Nedochézelo by potom k pfekfiZeni segmentti, ke kterému nutné vede
pouziti vzorce

Na druhou stranu je tfeba poznamenat, ze po 44 krocich smycka zmensila svoji
velikost tak, Ze hlavni poloosa ¢inila pfibliZzné a ~ 43 nm a vedlejsi pouze b ~ 25 nm.
Pavodni polomér kruZznice ¢inil pro srovndni R = 500 nm. V této oblasti prestavaji byt
deformace linearni, coz je ovSem nutny piedpoklad pro veskeré pfedchazejici vypocty.
Pri dalsi kontrakci by proto bylo nutné opustit linearni teorii elasticity a pro simulaci
pouZit jiné prostfedky [2]. Pfi poklesu poloméru smycky pod cca 1 nm by se stale vice
projevoval diskrétni charakter krystalu a bylo by nutno pfejit k metodam kvantové
mechaniky.
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7. ZAVER

V této praci byl navrzen model pohybu obecné disloka¢ni kiivky v tfirozmérném krys-
talu. Spojita disloka¢ni ¢ara byla aproximovana linearnimi segmenty. Na zakladé vy-
sledkti teorie dislokaci uvedenych v kapitolach [2| a 3| bylo mozné vypocitat napétova
pole ptisobici na jednotlivé segmenty a z nich plynouci sily. Sily ptisobici na segmenty
vstupuji do pohybovych rovnic a umoziiuji modelovat pohyb kiivocaré dislokace. V
kapitole bylo ukdzdno obecné numerické feSeni, které bylo nasledné predvedeno na
jednoduchém piipadu rovinné disloka¢ni smycky. Obecné feSeni vSak umozZiuje pro-
zkoumat vyvoj slozitéjsich dislokacnich linii a zahrnout nejen jejich ptisobeni na sebe,
ale i ptisobeni napéti aplikovaného z vnéjSku ¢i interakci s precipitaty nachazejicimi se
v krystalu.

Dale byla vymezena platnost modelu pouze pro oblast linearni elasticity, v niZ je viak
stadle moZzné dosdhnout dalstho zvyseni pfesnosti vypoctu dokonalejsim nahrazenim
obecné kfivky segmenty:.
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