1. doméci tkol do cviceni z diferencialniho a integr alniho poctu na varietach
Tomas Zaezak
1. Kolik rtznjch topologii 7 je mozné vytvotit na trojprvkové mnoziné M = {A, B,C}?

Nejjednodussi je bude vSechny vyjmenovat, je jich celkem dvacet devét:

trividlni: 7o = {&, M}
s jednim dalsim prvkem (6): 1 = {&, M,{A4}}, = = {&, M, {B}}, 3 = {F, M, {C}}, ™
{2, M, {4, B}}, 5 = {&,M,{B,C}}, 76 = {9, M, {A,C}}
e kombinace ptfedchozich moznosti (6): 77 = {@, M, {A},{A, B}}, s = {&, M, {B},{A,B}}, 70 =
{9, M,{B},{B,C}}, 110 = {0, M, {C},{B,C}}, 111 = {9, M, {C},{A,C}}, 112 = {@, M, {A}, {A,C}}
e kombinace pfedchozich moznosti (3): 713 = {&, M, {A}, {A, B}, {4, C}}, 4 = {0, M, {B},{A, B},{B,C}},
715 = {2, M, {C},{4,C},{B,C}}
e se dvéma dalsimi s prazdnymi priniky (3): 76 = {&, M, {A},{B,C}}, 7 = {&, M, {B},{A,C}},
ns = {9, M, {C}, {4, B}}
e diskrétni: 19 = {@, M, {A}, {B},{C},{A, B},{B,C},{A4,C}}
e JESTE DEVET!

2. Je Hausdorffovost topologicky invariant? Tj. zachovava se pii homeomorfismu?

Hausdorffovost mnoziny X' je zavedena takto: Va,y € X30(z),0(y) : O(z) N O(y) = &. Necht f: X — Y
je homeomorfismus. Pokud neni ) hausdorffovska, tak 3f(z), f(y) € Y : VO(f(x)),O0(f(y)) : O(f(z)) N
O(f(y)) # @. Protoze je f homeomorfismus, plati YO(f(z))30(z) : f(O(x)) € O(f(x)). Pro mnozinu Y
a vySe zminéné dva body f(x), f(y) musi platit platit f(O(z)) N f(O(y)) # @. Takze by mélo platit, ze
O(z) N O(y) # @, to je ale spor.

3. Jsou nasledujici topologické prostory s indukovanou pfirozenou topologii homeomorfni?

e otevieny Gtverec a R?
Ano. Otevieny ¢tverec je otevieny dvojrozmérny kvadr a ten je homeomorfni s R2?. Tteba takto.
Ctverec mé stranu a a stfed v pocatku soufadnic. Pak f : (z,y) — (tg Z7,tg £7) je vhodny home-
omofismus.

e otevieny kruh a R2
Ano, ze stejného duvodu. Lze tfeba najit homeomorfismus mezi ¢tvercem a kruhem, jako je trans-
formace z kartézskych do polarnich soutradnic.

e S! a okraj ¢tverce.
Ano. Umistime-li stfed kruZnice na stfed ¢tverce, tak kazdému bodu kruznice lze prifadit bod ¢tverce
polopfimkou vedouci z jejich spole¢ného stiedu. Tedy (z,y) — (\/ﬁ, \/T+TJZ>

e RZ~ {[0,0]} a valec St x R
Ano. Viélec lze parametrizovat pomoci vysky h a thlu ¢, rovinu bez poc¢atku souradnic vzdalenosti
r od poéatku a uhlu . Vhodny homeomorfismus je (h, ) — (Rp - €, ), kde Ry je polomér valce.
Cést vélce pod rovinou se promitne dovniti kruhu, ¢ast nad rovinou zase ven. KruZnice, kterou ma

valec s rovinou spole¢nou, se promitne sama na sebe.
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1. Rovnici 22 + y? = 1 je déna jednotkova kruznice S'. Na ni lze vybrat mnoziny U;,Us podle obrazku.
Tq Kruznice je lokdlné homeomorfni s R. Mnozina U je
71\ homeomorfni s R takto: o1 (z,y) = arctg £, 1 (U) =
U, (0,27). Mnozina U, obdobné: @a(z,y) = arctg ¥ —
7, w2(Us) = (—m,m). Dohromady vznikne A7; =
¥ LU, 1), Uz, p2)}, coZ je atlas na této kruznici. Lze

pouzit zuzeni ptirozené topologie na tuto kruznici,

17 tj. 7a. Axiomy pro atlas jsou splnény:

LU €y, U, Us = St.

2. v U — pi(Uh;) C R jsou homeomorfismy,
wi(ld;) € Tr.

3. piog; (U NUy) — iU NU;) je difeo-

morfismus.

U prvnich dvou je platnost ziejma, u tietiho jsou tato zobrazeni: ws 0@y " : (0,7)U (7, 27) — (—m,0)U
(0,7) a w109y " : (=m,0)U(0,7) — (0,7) U (m, 27).

Je vSak mozné vytvofit i jiny atlas A7 2 s mnozinami V; = S' N {N}, Vo = 8 \ {S} a zobrazenimi
1,19. Lze snadno zjistit, ze 1 (x,y) = %y a Pa(z,y) = 113}. Také 1ze ukazat, ze ¥ (z,y) = 1/va(x, y).

Nyni je mozné ukazat, Ze jsou atlasy A7, a A7 9 kompatibilni, tj. A7, U.A7T 5 je také atlas. Prvni dva

jsou jisté splnény. U tfetiho je potifeba provérit tato zobrazeni:

o Yrop; e (0,7/2)U(m/2,2m) — (z,y) — R > 2=
o Y1opyt tac (—mm/2)U(n/2,m) > (z,y) — R > e
o Yropr !t (0,m/2)U(1/2,27) > (2,y) - R > {528
o Yoo, tae (—mm/2)U(r/2,7) — (z,y) —» R D Trsina

Atlasy A7 a AT s jsou tedy kompatibilni.



Tenzor kiivosti — ¥ez bandlu @37 M:
Plati pro néj tento vztah:
R(&,m,A) = VeVpd =V Ved = Vig A
Za tkol je najit vyjadrieni ve slozkach. Nejprve si tedy vyjadiime dil¢i operace. Nejprve V,A:
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Nakonec se to da vSechno dohromady:
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Vétsina ¢lenu se odecte. Pro prehlednost jsou zbylé éleny v hranatych zévorkéch a vyruseni ¢leny v kulatych.
1 l k M 1 ivi O i1y
VeVad = VyVed = Vigyd = [€0 VTR — En'NIETS] + | =&V — =V | +

. 8)\k . ON ON . ONF
+ <€lnz m ‘ _é-znlrm )_|_ <€l z :?W_gznlrm,a Z)

i 7 9al
on o 08 of
l m k k l m
+ <g N3 S — €A F“ﬂa ) ( IV 2 — N 22

_|_
851 o™ lafl o™ L OPAm i 82)\’”
+ < 927 x| 9zl 8x1> (€ Ortdx? — & 8x’8x’
Dostali jsme tuto rovnost:
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_ 7,71\ mk mk
VeVnd = VoVed = Viggd = S A TR — DRI + -0 — o5 | gom
Pouzijeme-li znaceni pomoci slozek tenzoru, bude vztah vypadat takto:
VeVod = VoVed = Vie A = R(En,N) = REYN —
Pro slozky tenzoru pak ziejmé plati:
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