1. domaci kol do cviceni z integrovani forem

Tomas Zalezak
1. Je dan topologicky prostor (X, 7).
a) Mnozina A je oteviend < A = A°.
“o7: AerT (Ajeoteviend). A° ={zx e X :3U; C A:xz €U; NU; € T}. Vnitfek A se sklada z takovych
bodl z X, ktera maji oteviena okoli nachézejici se v .A. Pak 1ze pro vnitfek napsat t¥eba toto: A° = |J U;.
Sjednoceni otevienych mnozin utvoii také otevienou mnozinu — je to jeden z axiomu topologie. Pi"llE iom
plati A = |J U; a proto je oteviend mnoZina rovna svému vnitfku. Stejné tak plati, Ze je-li mnozina rovna
svému vni‘é?lﬁu, ktery je mozné poskladat z otevienych pokryti, tak musi byt oteviena.
b) Mnozina A° je nejvétsi oteviend mnoZina obsazena v A.
Piedpokladejme, 7e A = |J U;. Mizeme k tomu vytvofit dalsi mnozinu A" = | U; UU'. U je takova
otevfend mmnozina, Ze Vi 61 EII cU; NU = @. Ma-li platit A" = A, musi byt U’ :7€I® . Vnitifek mnoziny A
je nejvétsi mnozina v A, protoze pfidame-li néjakou neprazdnou mnozinu, kterd nemé s vnititkem zadny
spoleény bod, dostaneme mnozinu, kterd nemize byt podmnozinou .A.
c¢) Mnozina A je uzaviena < A = A.
Uzavér mnoziny je definovan takto: A = X'\ A°. Podle definice je mnozina uzaviena tehdy, je-li jeji doplnék
oteviend mnozina. A° je oteviend, to uz je dokdzano. Proto musi platit ekvivalence uvedens v zadani.
d) Mnozina A je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici A.
Mnozina (X . A)° je nejvétsi mnozina, kterou obsahuje doplnék (X \ A). Plati také, ze AN (X N\ A)° = @
a AU (X N\ A)° = X. Pak musi vyse uvedené tvrzeni platit.

2. Zobrazeni topologickych prostorti se nazyva homeomorfismus, je-li bijektivni a f i f~! jsou spojita.

Definujme relaci ~ mezi topologickymi prostory X', ) takto:
X ~ )Y < mezi X, ) existuje homeomorfismus
M3 byt dokazéano, ze jde o relaci ekvivalence. Ta musi splnovat tyto tfi axiomy:

1. X~YANY~X ... symetrii
Je-li dano zobrazeni f : X — Y a f~!: )Y — X, mlZeme zvolit jesté jedno: g = f1 : Y — X a
gl=f: X =Y.

2. X ~ X ...reflexivitu

Pokud jde o zobrazeni v jediném topologickém prostoru, tedy X = ), bude reflexivita splnéna.

3. X ~YANY~Z=X~Z ... transitivitu

Mame-li zobrazeni f : X - Y, f~1: Y - X,9g:Y — Z,¢g7': Z — ), dostaneme jejich poskladanim
nova zobrazeni h = fog: X - Zah t=gltof1:Z2 - X.
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3. Necht f,g9 : A — R jsou funkce integrovatelné na A a nechf na A plati f < g. Je tfeba dokézat, Ze
Jaf <49

Zvolme libovolné déleni P mnoziny A. Potom Vs € P : f < g = iréf flx) < iréf g(x) Asup f(z) <
xres res xTEs
supx € sg(x). Toto tvrzeni plyne pfimo z definice infima a supréma a neni ani potfeba mnoZzinu A nijak

delit, aby bylo splnéno. Pomoci infima a supréma jsou vSak zavedeny i horni a dolni soucty:

L(f,P) = Y inf f(x)-u(s)

sep €S

5 inf g() - v(s)

sEP TES

2 sup f(x) - v(s)

seEP x€Es

> supg(z) - v(s)

seEP x€Es

Je zFejmé, Ze tato nerovnost plati i pro horni a dolni soucty (L(f, P) < L(g, P),U(f,P) < U(g, P)). Pokud

L(g, P)

U(f, pP)

Ul(g, P)

déleni nekone¢né zjemnime (v(s) — 0), dostaneme horni a dolni Riemannovy integrély:

Juf = sup L(f,P)
== Pep
Ja9 = sup L(g,P)
_ pPeP
Juf = jmtuep)
Ja9 = jnf Ulg, P)

V zadani je napsano, ze obé funkce jsou integrovatelné, coz znamena, ze jsou si rovny jejich horni a dolni

Riemannovy integraly. Protoze ty jsou urceny hornimi a dolnimi soucty, plati zminéna nerovnost i zde a

IRENK

dostavame

To mélo byt dokazano.
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4.
a) Mnozina 7% (E) viech k-tenzorii na vektorovém prostoru E s operaci sé¢itani a nasobeni skalarem tvoii
vektorovy prostor.
Tenzor k-krat kovariantni na vektorovém prostoru E je linedrni zobrazeni pritazujici k£ vektortim z tohoto
vektorového prostoru realné ¢islo, tfeba zobrazeni ¢ : E x --- X E 3 (a1,...ar) — ¢(a1,...,a;) € R.
Aby mnozina 7% (E) tvofila vektorovy prostor, musi spliiovat 8 axiomii vektorového prostoru. Méjme tedy
zobrazeni ¢ uvedené vyse a jesté jedno se stejnymi vlastnosti — 1. Pak tedy musi pro ¢, v, x € T*(E), k,1 €
R a vektory ai,...a; € E platit toto:
1. p+9v=9v+9p z,y e Rz =p(ay,...a),y=v(a1...ax) =>x+y=y+za

Pro realna ¢isla musi platit z +y =y + x.

2. o+ W+x)=(+¢)+x Pro redlné &isla to plati, je to stejné, jako u 1. axiomu.
3. p+0=04+¢p=9p Komutativita je zfejma. Neutralni prvek muze byt napt.
orkgy : Vai,...a € E:orrp(al,...ar) =0
4, weTHE): p+w=0 Takové zobrazeni splituje rovnostw(as, . ..ax) = —¢(a1,...ax)Vay,...a; € E.
5. k-(l-o)=(k-1) ¢ Plyne pfimo z vlastnosti redlnych ¢isel.
6. 1-p=9p — =
7. k-(e+)=k-p+k-9¢ Nésobeni je vzhledem ke scitani distributivni v oboru realnych cisel.

8 (k+l)-o=k-o+1l-¢p — || —
b) Mnozina viech antisymetrickych tenzort A" (E) je podprostor T*(E).
Jde jisté o vektorovy prostor, ovétilo by se to stejné, jako v predchozim piikladé. Antisymetricky tenzor

muzeme vytvorit pomoci tzv. alternace:

peTr(E)a,...ap € E

Altp(ay,...ax) = % E (—1)|§|gp(a§(1), N )
Antisymetricky tenzor je t;if)]i/y, ze prohodime-li 2 jeho libovolné argumenty, zméni se znaménko, tedy
napt. y € /\k(E),al,...ak €EE1<i,j<k:x(..,ai...,a5,...)=—=X(-..,a5,...,a;...). Ze je tenzor
vytvotfeny alternaci antisymetricky, je zfejmé. Alternace zahrne do souc¢tu vyéisleni tenzoru pro vSechny
permutace. Pokud tedy zménime poradi argumentti, zménime vSem sc¢itanctim znaménko.
Alternace je tedy zobrazeni Alt : TF(E) 2 ¢ — Alty € /\k (E). Mnozina vSech antisymetrickych tenzort
je podprostor 7*(E) proto, ze vyéisleni antisymetrického tenzor je specialni linedrni kombinaci vy¢isleni

néjakého obycejného tenzoru.
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5. Soucin spojitych diferencovatelnych diferencidlnich forem je spojita diferencovatelna diferencidlni forma.

Méme-li dvé spojité diferencovatelné diferencialni formy w € A\*(TR™),n € /\Z(T]R"), plati pro jejich vné&jsi
soucin v néjakém bodé p € R”

(wAn)(p) := w(p) An(p)

Po rozepséani do slozek dostaneme

w(p) An(p) = (Zwil...ik(p) dat A - Adxik) A (Z%mjl (p) dalt A - Adle)

1<ii < <ig<n 1<ii<--<jisn

1< << <n
1<ji<-<gisn

Zatimco w(p) je k-tenzor a n(p) je I-tenzor, jejich vnéjsi soucin (w A n)(p) je k + I-tenzor. Pak je w k-forma
a 7 [-forma. Spojitost a diferencovatelnost této formy v bodé p zavisi na ¢lenu w;, .. i, (D) Mj,...5 (p). To je
soucin slozek forem w a 1 v bodé p, a ty jsou podle zadani spojité i diferencovatelné, protoze jsou takové
i tyto formy. Tento souéin je proto také spojity i diferencovatelny stejné jako vysledna forma v bodé p,
tedy (w A n)(p). Tento bod v8ak mize byt jakykoli, lze tedy napsat, ze w A n je spojitd diferencovatelna

diferencidlni forma.
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6.
3
Skalarni sou¢in vektort a,b € R"™ uréeny vztahem (a|b) := > a;b; je 2-tenzor na R™.
i=1
Staci tedy najit takovy 2-tenzor, ktery se pfi vycisleni na vektory a,b chova stejné, jako vyse uvedeny
skalarni souc¢in. Je-li (ey,...,e,) bédze v R™ a (e!,...,e") indukovana baze v (R")*, plati e(a) = a; a
n

et(b) = b;. Skalarni sou¢in pak mtzeme prepsat takto: (alb) = >~ e’(a)e’(b). To jiz nadpadné pripomind
i=1

n . .

tenzorovy soucin. Vytvoime tenzor p = Y. e!®@e’. Je ziejmé, Ze to je 2-tenzor, tedy ¢ € T2(R"). Vycislime-
=1 n X X n ) ) n

li jej na vektory a, b, dostaneme p(a,b) = Y e’ ® e'(a,b) = > e'(a)e’(b) = > a;b;, coz je vySe uvedeny

=1 i=1 i=1
skalarni soucin.

7.
Dualni baze k bazi (e1, ez, e3,e4) v R* je (el,e?, e, e). Za tkol je vypocitat w A n A p(z1, 22, 73), kde

w=2el+e3n=el+e2+e3+2e p=cl —e*ax,zy, 3 €RL

w AN A (a1, @2, 73) Alt(w ® 1 ® pla, b, c)

111111

311

= T3 (W@ N @ p)(Te(1)s To(2)s Te(3))
' €83

= (2z11 + z13) (221 + X2 + T23 + 2224) (231 — T34)
—  (2z11 + 213) (@31 + w32 + 33 + 2234) (T21 — T24)
+  (2x31 + z33) (211 + 212 + 213 + 2214) (221 — T24)
—  (2x31 + x33)(T21 + T22 + T2z + 2x24)(T11 — T14)
+ (2@ + za3) (w31 + ®32 + T33 + 2234) (11 — T14)

( )( ) )

2x21 + T23)(T11 + T12 + T13 + 2214) (231 — T34
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8. Jsou zadany diferencovatelné funkce f : R®™ — R™ a g : R™ — R®, wy,wq,w € /\k TR™ n € /\l TR™.
a) (go f)*=f"og"
Obecny vztah lze doplnit jakoukoli formou y € /\k TR?®. Ma tedy byt dokazano, ze
(9o fyx=r"(9"x)
Na pravé strané je nejprve vytvoren inverzni obraz g*y € /\k TR™, potom jeho dalsi inverze f*(¢g*x) €
/\lC TR™. Na levé strané ale je sloZend funkce g o f : R™ — R®, takze je zfejmé, Ze inverzni obraz formy y
bude v prostoru /\k TR™. Tedy (go f)*x € /\k TR"™.
b) Pro f,g:R™ = Rjed(f-g)=df - g+ f-dg

Funkce f, g jsou O-formy, takze pro vnéjsi derivaci f plati

df = Zald’

Pro g plati néco obdobného. Pro souéin f - g dostaneme podle pravidel pro derivovani sou¢inu funkci

d(f-g) = Za d +Z<gaf gafd ):df.g+f.dg
=1

c) fH(wi+wz) = frwr + frws
Inverzni obraz je definovan takto:
(frwr)p)(a1, ... ar) = wi(f(p))(@1,...,ak)

Jde o vy¢isleni inverzniho obrazu f*w; (k-formy na T,R™) na vektorech aq,...ax v bodé p ¢ o vyéisleni

1 (k-formy na T,R™) na vektorech @i, ...ay, tedy na teénych obrazech vektort aq,...a. (Pozn.: af =
m A
> (ng',i)paf) Na zakladé vySe uvedené definice, kterd plati obdobné pro formu ws, mtiZeme tvrzeni prepsat
k=1 "
do této podoby:
(w1 +w2)(f(p)) (@, ... k) = wr(f(p))(@r, .., @) + w2 (f(p)) (@, ..., ar)
Forma pfifazuje kazdému bodu antisymetricky tenzor, coz je multilinedrni zobrazeni, pro néz uvedena
rovnost plati. Bude tedy platit i pro inverzni obrazy.
d) f*(wAn) =frwnf
Podle definice vnéjsiho soufinu musi platit tato rovnost realnych ¢isel:
f*(w A n)(p)(a'la cee ,Clk) = (w A n)(f(p))(ala s ,Ek)
Totéz lze zapsat i bez vektorovych argumenti. Vyjde tato rovnost tenzori:
frwAn)(p) = (wnAn)(fp))
Ma-li platit tvrzeni uvedené v zadani, staci ovérit rovnost (wAn)(f(p)) = w(f(p)) An(f(p)). Ta je splnéna,

plyne z vlastnosti vnéjéiho soucinu. Podle tikolu ¢. 4 plati

W) AP = (D @i (FE)) dait Ao Az ) A (Y m (F)) daff Ao A dat)

1<i1 << <m 1<ji1<---<ji<m

=) wi i (F®) mir iy (F()) dat A=A da™ Adal A--Ada?t = (w An)(f(p))

i
9. Je zadana diferencovatelna funkce f : R — R a diferencovatelny oblouk c(t) = (z,y) = (¢, f(¢)). Koncovy
bod te¢ného vektoru vedeného k oblouku v bodé ¢ lezi na tecné ke grafu f vedené v bodé [t, f(¢)].
Tecny vektor a ma na rozdil od obycejného vektoru navic zadané souiadnice bodu, v némz je vazan:
a=([t, f(t)];&(t),5(t))
Je-li vSak kiivka parametrizovand tak, ze x = ¢,y = f(t), tvofi graf funkce y = f(z), jen je pouzito jiného
znaceni. Rovnice teény v bodé [t, f(t)] ¢ [xo, f(z0)] je pak y = f/(x) - (x —x0) + f(x0). Dosadime-li koncovy
bod te¢ného vektoru [t + &(t), f(t) + 9(t)] = [zo + 1, f(z0) + f'(x0)], dostaneme tuto rovnost:
f(@o) + f'(wo) = f'(wo) - (wo + 1 — x0) + f (o)
Velmi stru¢né by se dalo rovnou napsat, ze vyse uvedena kiivka c splyva s grafem f a tecny vektor k ¢ tak

musi lezet v teéné ke grafu f.
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10. Je za Ukol vypocitat s vyuzitim vhodného fetézce integral fc w, kde w = (z+y)dz+zydy a C je lomend
Céra spojujici body [1,1] a [3, 3] po dvou hranach ¢tverce (jsou dvé moznosti).
Pro obé moznosti plati
fc‘*’:fclw"'f@w
Pro prvni moznost jsou parametrizace Ci(x,y) = (t,1);t € (1,3) a Ca(x,y) = (3,%);t € (1,3). (To je dolni

a prava hrana.) K vypoétu je potfeba ur¢it inverzni obrazy formy w:

Ciw = (z0Ci+yoC)d(woCi)+ (xoC)(yoCi)d(yoCr)=(t+1)dds+¢9¥de
= (t+1)-1-dt+t-0-dt =(t+1)dt
Ciw = (20Cy+yoCa)d(woCs)+ (x0C)(yoCa)d(yoCs)=(3+1t)ddt+3t3¥dt

= (3+t)-0-dt+3t-1-dt =3tdt
Z toho dostaneme podle definice tento Riemannuv integrél

3 2
/w-/w—i—/w— Clw—i—/ Clw—/(t—i—l)dH—/ 3tdt = [ +t] +3{t} =18
¢ Ca (1,3) 1 2

Pro druhou moznost je Cy(x, y) (1,%);t € 1 ,3) aCa(z,y) = (t,3);t € (1,3). (To je leva a a horni hrana.)

Inverzni obrazy formy w jsou pak:

Ciw = (z0Ci+yoC)d(woCi)+ (xoC)(yoCi)d(yoCr) = (1+t)ddt+t9¥det
= (1+¢)-0-dt+¢t-1-dt=(t+1)dt
Ciw = (20Cy+yoCa)d(woCs)+ (x0C)(yoCa)d(yoCls)=(t+3)dds+3t3¥dt

= (t+3)-1-dt+3t-0-dt =3tdt
Vznikne tak odlisny Riemanntv integrél
3

3 3 273 2
/wz/u}—i—/u}z Clw+ Ci‘w:/tdt—i—/ 3(t+3)dt:[—} { +3t] =14
c e Cs (1,3) (1,3) 1 1 2 2 1

Vyslo néco jiného, protoze jde o kfivkovy integral druhého druhu, ktery odpovidé praci nekonzervativni
sily po kiivce, ten vSak zavisi na integracéni cesté. Nekonzervativni znamend, ze vektorové pole (oznaceno
napt. F) neni tplny diferencidl néjaké funkce. Tady je F' = Pdx + Qdy, P =  + y,Q = zy. Aby F bylo
uplnym diferencidlem, musi platit P, = ()3, coz neni splnéno Py =1 # y = Q5.

11. M4 byt vypocten integrél [¢w, w = 2*y*zdz A dy na dolni polokouli 2% 4 y? 4 2% = R?.

Vhodnd parametrizace plochy je S(z,y, z) = (R cos psind, Rsinpsin, R cos ) pro p€(0,27) ade (5, ).
Inverzni obraz je urcen rovnosti:

S*w (22y%208)d(x 0 S) Ad(y o S)
oz

_ Ox Jy Oy
= (R’ cos? psin? psin® 9 cos ) <8 de +819d19> (&pd@—’—&ﬁdﬁ)

= (R’ cos? psin? psin® ¥ cos ¥)(—R?sin? g sin 1 cos ¥ — R cos? @ sin 1 cos ) (dp A dv9)
—(R7 cos? psin? psin® 9 cos? 9) (dep A dd)
Integral je pak vypocitan takto:

2m
/ w = / S*w = / / R7 cos? ¢ sin? psin® 0 cos? ¥) dpdd =
s 0,27y X (%,

—R7/ cos® psin gpd(p/ sin® ¥ cos? ¥ dv
0 w

2

Prvni integral se fesi takto:

27 1 27 1 27
cos? psin? ¢ dy = Z/ sin? 2¢ dy = g/ (1 —cosdyp) dp =
0 0

P

A druhy takto:

Asinsﬂcos2ﬁdﬁ=A Sinﬁ(l—COSQﬁ)QCOSQﬁdﬁZ‘ duﬁ__gﬂffd@ =

-1 3 5 710
9 4 6 U U u 8
- -2 du= |- —-2—+ = =——
/O (= 2u"+u) du [3 5+7]_1 105

Vysledek je —R” - T % = 12&,) RS5. Na parametrizaci az na znaménko nezavisi. Znaménko zavisi na deter-

2

minantu det DS, kde DS je Jacobiho matice prislusné transformace souradnic.
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12. M4 byt vyfeSen integral fc dw,dw = dz A dy, integracnim oborem je plocha ohranic¢ené kardioidou,
tj. dc(z,y) = (2acos2wt — acosdnt,2asin 2wt — asindnt),t € (0,1). Vypodet mé byt proveden pomoci
Stokesovy véty.
Je dana vnéjsi derivace formy w. Pfislusnych forem je nekoneéné mnoho, pouzit lze na piiklad w = xdy.

K integraci bude potfeba inverzni obraz:

Oc*fw = (z0dc)d(yodc) = (2acos2nt — acosdmnt) %dt =

(
= (2acos2mt — acosdnt)(4dmwa cos 2nt — 4ma cos 4nt)dt =
(8ma? cos? 2wt + 4ma? cos® dnt — 12ma? cos 27t cos 4mt)dt
= [4ma®(1 + cosdnt) + 2ma®(1 + cos 87t) — 6ma’(cos 67t + cos 3mt)]dt
Vypocet je pak takovyto:
/dw = /8 w= o Oc*w = /1[47ra2(1 + cosdrt) + 2ma® (14 cos 87t) — 6ma? (cos 67t + cos 3t )|dt = 6ma?
c 0,1 0

13. fsw,w = (z + z)dz A dy, plocha S je povrch elipsoidu Z—z + Z—z + i—z =1.
Parametrizace: S(z,y, z) = (acospsind, bsingsind, ccos ), ¢ € (0,27),9 € (0, 7).

Inverzni obraz:
S*w (xoS+z08)d(xoS)Ad(yoS) = (acosg@sinﬂ—&—ccosﬁ)( Zdo + 8‘Tdﬁ) ( d<p—|— 6”d19) =

= (acospsind + ccos?¥)(—asinpsind - bsin ¢ cos —acosgocosﬁ-bcos<p51n19)(d<p/\d19) =

= —(a?bsin® Y cos ¥ cos ¢ + abc cos® I sinv)
Dostaneme tak Riemanntv integral:

2m
/w—/ S*w— / / 2bsm ¥ cos ¥ cos @ + abe cos? 1951n19] dpdy =
0,27)

—a%l/ocos pdep - /Osm ﬁcosﬁdﬁ} — abc [/ -/OCOSQﬁsinﬁdﬁ] = ‘ —s(;flsl;zlqut dt’ =
—_———

0
3-—1
2mwabe | — = ——mabc

Je za kol vypocitat tento integral i pomoci Stokesévy Véti Ziejmé je plocha S hranici objemu V), ktery
obklopuje, tj. S = 9V. Stokesova véta pro tento piipad vypadé takto: [, W = fv dw. Parametrizace
elipsoidu je obdobn4, jako v pfedchozim pripadé:
V(z,y, %) = (arcospsind, brsinpsind, cr cosd),r € (0,1), ¢ € (0,2m),9 € (0, 7).
Vnéjsi derivace:
dw=dzAde Ady =dz Ady Adz

Inverzni obraz:
V'w = d(zoV)Ad(yoV)Ad(zoV)=

= (Zdr+ 92de + 92d0) A (Bdr + Gde + S4dY) A (Z2dr + S2dp + Z5d0) =
= (—acoscpsmﬁ-brcosgosinz?-crsm79—arsmg@smﬂ~bsingosin19~c7‘s1n19—
— arsingsind - brsingcos? - ccos — ar cospcos? - brsinpcosd - ccos?)(dr Adp A d) =

= —abcer?sind dr Adp A dY
Zbyvéa vyresit tento integral:

/w—/ V* dw——abc/// 2 sin 9 drdapdﬁ———wabc
0,1) x (0,27) x (0,7)

Stokesova véta tedy plati i v tomto pfipadé.
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14. Na R3 je vektorové pole F = (F1,F?, F3). Jsou dany tyto 3 formy:

W = Fldz + F2dy + F3dz
wg) = FldyAdz+ F?dz Adz + F3dz Ady
W o = (FY 4+ P24 F3)da Ady Adz
Také plati tyto vztahy:
df = w(vl} ...protoiedf:%dx—i— dy—i—afdz
dwg) = W(v2)xF ...protoze dwg) zdFl/\dx+dF2/\dy—|—dF3/\dz:
3 2 1 3 2
2(88%— O )(dy Ad2) + (25 — 25 )(dz A da) + (%5 — 8y L) (dz A dy)
dwg) = w(v?’)F ...protoze dwg) =dF'AdyAdz+dF?2 AdzAde +dF3 Adz Ady =

= 9 dv Ady Adz+ Y-dy Adz Ade + Y- dz Ade Ady

M4 byt dokazéano, ze V x (Vf) = 0. Z druhého a prvniho vztahu a z nulovosti druhé vnéjsi derivace plyne

WS opy = dwl) =d2f =0
Déle je za kol dokdzat V - (V x ﬁ) = 0. Ze t¥etiho a druhého vztahu vyjde
w® _ (2) (1)
wy.(vxp) = Wyir = =d*wp’ =0
15. Pro 3 formy z predchozi ulohy plati:
1 1 2
AN =
D el = ol

Pro prvni vztah dostaneme s vyuzitim rovnosti doz A der = dy A dy = dz A dz = 0 plynouci z antisymetrie

vnéjsiho soucinu pro levou stranu pfimym vypoc¢tem a pro pravou stranu rozepsanim toto:

W AW = (Flde + F2dy + F3dz) A (Gl + G2dy + G3dz) =
= (F?G3 - F3G?)(dy Ad2) + (F3G! — F'G3)(dz Adz) + (F1G? — G2F1)(dx A dy)
WP = (F2G% — F3G2)(dy A dz) + (F3GY — F1G3)(dz A da) + (F1G? — G2FY)(dw A dz)
Naprosto stejné se vypocita leva ¢ast a rozepise prava ¢ast druhého vztahu
(2) A wg) = (Aldy Adz + A%dz Adz + A3dx A dy) A (Bldz + B2dy + B3dz)
= A'BldyAdzAdx+ A2B%2dzAdxAdy+ APB3dz Ady Adz =
Wi, = (A'B!+ A2B? 4 A3B3)(dx Ady A d2)

S vyuzitim vSech pfedchozich vztahti maji byt dokdzany tyto 3 identity vektorové analyzy:
a) V- (FxG) =G - (VxF)—F-(VxQG)
Po prepsani do rovnosti forem dostaneme w(v?’ )( FxG) = wg )(VX F)—F-(VXG)* Upravou levé strany dostaneme
(V3)(Fxg) — dw giG = d(w! 1) /\w(l)) dw (1) /\w( ) _ (1) /\dw(l) _ w(VQ)XF /\w( ) _ (1) /\W(v2)xc _
(2) (3) (3)

(2) (1) 1) _ (3)
Wyxr ANWG" —Wyxe NWE = Wigyp).a ~ Y (Uxa)F = YG(VxF)—F-(VxG)

Bez vysvétleni ztstal jen posledni krok. Z definice dostaneme rozepsanim vztah wI(LH)[ B= (3) +w ( ),

b) V x (fF) =Vf x F+ f(V x F)
Odpovidajici zapis pres formy je w(v2)x(fF) = wg}xF + ;2()VX1,)
Levou stranu lze upravit taktO'
2 1 1 1 1 2 2
W(v)x(fF) = dw;; =d(fw ) df /\w ) 4+ fdwF = w(v} /\w%) + fdw%) = w(v,)fo + ;()vXp)
Neobjasnén zustal tentokrat vztah d(wa )=df A w(l) fdw
d(fw'l) = d(fF'dz + fF2dy + fF3dz) = ( UF) _ yF >) dy Adz + ( dYF) _ oy >) dz Adz +
2
(252 - f’%jj ) da /\dy—w(vl}/\wg)—kf L p=df nwl )+fd i
) V- (fF)=F-Vf+[(V-F)
o . (3) _ . ® (3)
Je tedy pottfeba dokazat Wyl = Wy T Wi By
7 levé strany dostaneme'
Bop=dwip=d af Anw'? + fd 2 Aad = w® @)
Wrvy (fof?) =df +fw f+ ful = Wpvf T YR

Postup pfi odvozeni Vztahu d( fwg)) =df A w + f dw Je podobny, jako v pfedchozim piipadé.
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16. V této tuloze je za kol urcit praci sily F pro k¥ivce . Kf¥ivka « je ¢ast piimky od bodu [a,b, | do
bodu [2a, 2b, 2¢]. Sila sméfuje do stfedu soufadné soustavy a jeji velikost je nepfimo Gmérna vzdalenosti
od roviny dané rovnici z = 0.
Nejprve je potieba vymyslet vhodnou silu. Zvolime-li F, = (—z, —y, —z), sméfuje jisté v kazdém bodé do
stfedu soufadné soustavy, jeji velikost je vSak \ﬁ1| = \/m . Vytvorime-li vektorové pole

7 = i _ < —x 7 —y 7 —z

|F1 Va2 +y2+22 22+ 2+ 22 a2 g2 + 22

je velikost v kazdém bodé | F5| = 1. Staéi zvolit

Feolp = B I )

z z\/x2+y2—|—z2 z\/x2+y2+z2 \/x2+y2+z2

Kiivku v lze parametrizovat t¥eba takto: v(z,y) = (a(1 +1¢),b(1 +1t),c(1 +t)),t € (0,1).

Sile F odpovida forma w:
1
w=— x dr — Y dy — dz
z /$2+y2+22 z /$2+y2+22 /x2+y2+22

Inverzni obraz formy se urci takto:

\ 1 {
Tw o= -
V@o)?+(yor)?+(z0

xory
zory

d(z o)+ %d(y oy)+d(zo 7)}

a 1 a? + b + 2
L+ )V +02+ 2 a2+b2+c2{cjL +C]dt T N R o P
_ _\/a2+b2—|—62dt
c(1+1)
Prace sily F po kivce 7 se rovna:
/Fdf’z/wz/v*w— \/a2+b2+c2/ _ In2va® +02+ ¢
0,1) 1+t c

17.
Je déna sila F. M4 byt dokazano, Ze prace sily nezavisi na krivce. Za tkol je jesté vypocitat praci po
oblouku mezi body A =[0,0],B=[1,1] a odpovidajici potenciélni energii. Sila je rovna:

F= Y =+

-

Miuzeme zavést jiné znaceni:

Vaz+y?

Préce nezévisi na kfivce, pokud P, = @, a to tu plati:

x Ty y

> 5 2 2)3/2 2 2

vty y (2?2 +y?) vty N
Tvrzeni lze snadno dokazat. Zvolime formu w:
w = Pdz 4+ Qdy
Nezavisi-li prace na kiivce, znamend to, Ze prace po jakékoli uzaviené kiivce C je nulova
Fdr=[w=0

Podle Stokesovy véty dostaneme toto (S je p%ocha ohracniéen:i kiivkou C = 9S):
dw=0
Protoze to plati pro vSechny kiivky a plochy, je dw = 0. VySe uvedena rovnost je ovéfena takto:
dw=P,dyAdz+Q, dz Ady = (Q, — Py) dz A dy.

Zbyvéa vypocitat praci po oblouku spojujicim A, B. Vime, Ze préace na kiivce nezédvici, nejsnazsi bude pocitat

praci po usecce. Parametrizace je c(z,y) = (¢,1),t € (0,1),w = <\/ﬁ + y> dx + (\/ﬁ + x| dy.

/Fdr—/w—/ocw—/ol<ﬁ+t+#+t>dt:/(\/_+2t) {\ftﬂ} —1+V2

Odpovidajici potencilni energie je rovna zaporné vzaté praci po kiivce: —1 — v/2. Lze ji ur¢it ale i pomoci

kmenové funkce f spliujici rovnost F=vV f. Tato kmenova funkce je f = /22 + y2 + zy.
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18. Pro F = (2, 3y? + 22,0) se m4 urcit tok plastém valce 22 + y?> = R%, 2 = 0,2 = H orientovanym
vnéjsi normélou.
P14st 1ze parametrizovat takto: S = (z,y, 2) = (Rcos g, Rsin g, h); ¢ € (0,27); h € (0, H). (Bylo by mozné
zahrnout i podstavy, ale tok by byl nulovy, protoze pole ma nulovou slozku ve sméru osy z. To se bude
hodit pfi vypoc¢tu pies objem valce pomoci Stokesovy véty.)
Vektorové pole Ize zapsat pomoci formy w = 2xdy Adz + (3y2 + x2)dz Adx. K vypoctu je potieba inverzni

obraz:
S'w = 2w08)d(yoS) Ad(208) +[ByoS)? + (w0 S)(y o Sd(z 0. 8) Ad(xoS) =
= 2Rcos<p(8yd<p+ 8ydh) A (82 Zdp + %2dh) +
+ (3R?sin® ¢ + Rhcos p)(§2dp + §7dh) A (§Edyp + FEdh) =
= 2Rcosy- Rcosp dp Adh + (3R?sin? ¢ + Rhcosy) - (—Rsin@)dh A dp =
= [QRQ cos? p + 3R3sin® ¢ + R%h cos ¢ sin <p] dp Adh

Zbyvéa provést integraci:

27 2

R°h

/w:/ S*w—/ / {R2 1+ cos2¢) + 3R3sin® p + —— sin2¢| dpdh = 2nR?*H
(0,27) x (0, H 2

Dalsi moznost, jak provést vypodet, je zaloZena na Stokesové vztahu:

/ w= / dw
8V V k4 . .
Plocha § v predchozim vypoctu sice netvoii celou hranici — plast valce, ale protoze tok podstavami je
nulovy, je mozné napsat | sw = /. oy w- Stacl proto vypocitat integral fv dw. Vnéjsi derivace formy w je
rovna:
dw = (2+ 6y)dx Ady Adz
Integrovat se bude pfes cely vélec, jeho parametrizace je V(z,y,z) = (rcosp,rsing,z),r € (0,R),p €
0,27,z € (0, H).
Inverzni obraz vypocteme takto:
Vidw = [246(yoV)d (:voV)/\d(yOV)/\d(ZOV) =
(2+ 6rsin ) (52dr + §2dp + %2d2) A (GLdr + F2dp + FEdz) A (S2dr + 2dp + 52d2) =
(2 4 67 sin @) (cos pdr — rsin pdp) A (sin@dr + rcos pdp) A (dz) =

= (24 6rsiny)rdr Adp Adz
Integral je pak vypocten takto:

2m
/dw—/ V* dw—/ / / 2r+6r smgo] drdpdz = 27 R*H
0,R) x (0,27)

To je stejny vysledek, Jako v predchomm postupu
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19. Je za kol vypocitat stfed hmotnosti (tézist€) piloblouku cykloidy, C(z,y) = (a(t — sint),a(l —
cost)) t € (0, 7r>.

vvev

wo = [1):
[ a%o f<017r> C*(xwy) f<017r> (x 0 C)C*wo f<0m>(x oC)VdetG

xT: = = =

Je®@o f(o,ﬂ C*o) f<0,7r> C*wo) f<07ﬂ> Vdet G

Soufadnice yr se vypocita obdobné. G je “matice skaldrniho souéinu” obsahujici jedinou slozku ( f1| fi},

kde fi je teény vektor ve sméru ristu parametru t, tedy
7 dz dy

S\ a

vvey

_fo (oC)\i2+y2dt  [T(zoC \/x2+y2dt
T gVErpa T T
Nasleduje vlastni vypocet:

/ Va2 + g3de
0

/ V/(a —acost)? + (asint)2dt = / V2a+/1 = costdt =
0 0

T t t 0
= 2a/ sin =dt = 4a [cos —} =4aqa
0 2 2 T

g t
V2a? / (\/575 sin — — sintv/1 — cos t) de
0

3 1
= V242 [—2\/—tcos§ +4\/§sm§—— (1 —cost 3} = 6 a?
0

g t t 3t
2a® [ 2v2sin® =dt = - = H 22
\/_a/o V2sin 5 8a? [cos2 3cos 2] 3a

/ a(t — sint)v2av/1 — cos tdt
0

s
/ a(1 — cost)V2av/1 — costdt
0
Fa® 4 %aQ 4
= = —Qa
10 39T 4g T3
20. M4 byt vypocitan obsah parabolické stény takovéhoto télesa: y = %x2, r=0,2=0,z=2,y =6.

7Z toho dostaneme 7 =

Protoze je potieba spocitat jen plochu parabolické stény, stac¢i vypocitat kfivkovy integral. Kfivka C, po niz
se integruje, ma parametrizaci C(z,y) = (z, gx2), x € (0,4), forma wy predstavuje stejny délkovy element,

jako v predchozi{ tloze. Integrovana funkce F' je rovna F(z) = x. Dostaneme stejny zpiisob vypoctu:

4 4 149,24 10 9,70
/Fw():/ x\/l—i—y’de:/ x\/l—i—gﬂdx: 16" =§/ \/E=§[—t ] =
c 0 0 16 zdr = 8dt 951 913 |y

;—g [10@ - 1}

e{g@ )OW7 ‘756 7 //{\ //m

~n. H \f—?

G4 ~

W

/s
A 2
A



