Zapoctové priklady do kmitu, vin a optiky

Tomas Zalezak

Prvni cast
1. Popis numerického feseni prvni tlohy.
Program ma najit ¢asovou zavislost vychylky tlumenych anharmonickych kmitt s vratnou
silou F,(z) = —kz(1 + az?) a tlumenim F,(z) = —f3%. Pohybova rovnice ma tedy tvar:
mi = —B% — kx(1 + ax?)
Pokud je a = 0, lze rovnici rychleji vyfesit analyticky. Jinak je dobré pouzit numerické
feSeni. Vychylku lze vyjadrit jako prozatim nezndmou funkei ¢asu, tj. z = x(t). Obdobné
lze vyjadrit rychlost & = v = v(t). Lze vytvotit Taylortiv rozvoj z(t) kolem nuly:
1
z(At) = z(0) + 2(0)At + 5:>c'(0)(At)2 +...
Vime, Ze #(0) oznacuje rychlost, tedy v(0). Dalsi ¢len, #(0) je zrychleni, tedy podil sily a
hmotnosti £ F(x(0))/m. O t¥eti derivaci z rovnice nic nezjistime, musi tak stacit rozvoj do
druhého radu véetné. Po dosazeni tak dostaneme AR
t
z(At) = z(0) + v(0)At + (2—)F(x(0))
m
Taylortv rozvoj rychlosti by timto zptisobem provést slo také, ale skoncil by na prvnim
radu ze stejného duvodu. To lze ale obejit Pomoci krdtkeého ¢asového useku At a polohy by
bylo mozné vyjadrit rychlost, ale jesté je k tomu potfeba zjistit, jak vypada poloha v na
pocatku vyjadfena pomoci polohy v ¢ase At. Opét je vhodné pouzit Tayloriv rozvoj, jako
je ten predchozi
2
2(0) = 2(At) — v(A) AL + CLF(z(At))
7 tohoto rozvoje lze jiz ziskat vztah pro rychlost:
At) — x(0 At
o(at) ~ 220 = 2(0) S F(2(A)
m

Z prvniho rozvoje lze dosadit z(At) — z(0) = Atv(0) + 3(At)2F(x(0))/m:

At
v(At) = v(0) + Dy [F(2(0)) + F(z(At))]
Ted jsou jiz odvozeny oba vztahy pro polohu i rychlost, i kdyZ jen s pfesnosti do 2. fadu:

2(Al) ~ x(O)—I—v(O)At—l—%F(x(O))

v(At) = v(0)+ QA—ﬂi [F(z(0)) + F(z(At))]
Tomuto se Tik& Verlettiv rychlostni algoritmus a staci jej pfimo v této podobé obalit cyklem
s vhodnym krokem At. Program je napsan v Javé a i s jednoduchym apletem je na adrese
http://physics.muni.cz/"zalezak/kmity_aplet.html
Zde jsou grafy zavislosti vychylky na ¢ase pro nékolik riznych voleb parametri:

Harmonické kmity, xg=1,v5=0,k=2,m=2 Harmonické tiumené kmity, xo =1,vg=0,B=1,k=20,m=2 Kritické tlumeni, xg=2,vg=0,B=4,k=2,m=2
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Anharmonické kmity, xqg =2,v5=0,=10,k=4,m=2 Anharmonické kmity, x5 =3, vg =0, =-0,111,k=20,m =2
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2. Seismometr zaznamenavéa kmity, které pocituje, bude vhodné pouzit neinercialni po-
hled Kmity povrchu jsou dany vztahem H coswt, odpovidajici sila tak bude mit tvar
dt2 (H coswt) = —mHw? coswt. Protoze v rovnici pilijde o setrvac¢nou silu, bude zna-

ménko opacné:

mi = — B4 — kx + w? cos wt
V rovnici je hmotnost m, konstanta ttlumu (§ a tuhost pruziny k. Aby byly pouzity kon-
stanty ze zadani, lze ji piepsat s hodnotami v = 3/m a wg = k/m:

T+ v + wir = w*H coswt
Jelikoz je pohyb hmoty kriticky tlumeny, neni feseni homogenni diferencialni rovnice x =
Ke~ (/2! podstatné, z vipoctu ale plyne, Ze v = 2wy, coz se bude hodit.
Dale je potfeba urcit partikularni feseni diferencialni rovnice, bude mit ziejmé tvar xp =

C coswt + Dsinwt. Pak plati #p = wD coswt — wC'sinwt a &p = —w?xp. Po dosazeni lze
urc¢it C; D metodou neurcitych koeficienti:

coswt : —wC+ywD+wiC = w?’H

sinwt : —w?D—ywC+wiD = 0
7 toho dostaneme:

D = 04—
Wi — w )?
2 _ 2 2 yw
wH = C |(wg w)+w§—w2

C G P
Zapis partikularniho feseni lze zménit:
zp = Ccoswt + D coswt = Asin(wt + )
Potom oznacuje A amplitudu a plati pro ni A = /C? + D? a ¢y pocateéni fazi (po =
arctg A/B). Pro amplitudu potom plati vztah:
wrH

VYD =CVIit D2 =
i i V(Wg - ) + (w 32

V zaddni je uveden vztah A/H = 32-/R(w), kde R(w) = v*w?/ [(w§
dosazeni vyjde:

w?)? + 72w?. Po

A yw?

H 2w/ — w?)? + (Yw)?
Od odvozeného vztahu se ten v zadani lisi jen ¢lenem v/(2wy). Protoze ale plati v = 2wy —
jde o kritické tlumeni, jsou si oba vztahy rovny.




3. Protoze vSechny pruziny maji stejnou pficnou tuhost £, kulicky stejnou hmotnost m a
soustava je soumeérna, tak budou vsechny pohybové rovnice kulicek stejného tvaru. Nejprve
bude odvozena rovnice pro jednu kulicku. Oznac¢me kulicky cislicemi 1,2,3,4 po sméru
hodinovych rucicek pocinaje tou, ktera je na nacrtku vlevo nahote. Je-li tato vychylena,
tak je vracena do pivodni polohy dvéma pruzinami pfipevnénymi k okraji (sila —2kz,),
potom na ni ptisobi dvé pruziny spojujici ji s dalsimi dvéma kulickami, ty vSak mohou byt
vychyleny (sily —k(z1 — x2) a —k(x; — 24). Dohromady z toho vyjde

mil = —2]{3(131 — k?([L'l — I‘Q) — ]C((L’l — Ig)

mil = —k(4l’1 — L9 — $4)
Pro vsechny kulicky tak vyjde soustava ¢tyi sprazenych diferencidlnich rovnic druhého
radu:

.i'l + %(41’1 — Ty — .Z'4) =0
i’g + %(41’2 — T — .Z'g) =0
Zi’3 + = (4[153 — X9 — I4) =0
Tg+ 2 (4x4 —xy—x3) = 0
U téchto rovnic lze predpokladat feseni ve tvaru z; = A;e*. Po dosazeni tak vznikne
soustava:
)\2A1 + = L1 (4A1 ) - O
/\2A2 + = (4142 Ag) = 0
A2Az + = (445 — A2 Ay) =0

)\2A4 + (4A4 - Al Ag) - O
To je soustava homogennich line4rnich rovnic, jeji feseni je ziejmé A; = 0, to vSak odpovida
klidovému stavu soustavy Pokud by vsak nékteré rovnice byly lineérné zévislé objevila by

.....

A2 4 -1 0 -1
o—| 1 A2 a1 0
0 -1 N+E 1
-1 0 -1 N+ &
Pro \? = —4—n',f, tj. pro A = iwy, kde w; = -2y/k/m je determinant nulovy, znadme tak
jednu vlastni frekvenci. Vyfesenim soustavy dostaneme vztahy A; = —Az a Ay = —Ay.

Podle oznaceni uvedeného na zacatku tedy ptijde o kmity protilehlych hran s opac¢nou fazi
a s frekvenci wy = 2y/k/m. Zbyva najit ostatni kofeny A. Lze pro pfehlednost nahradit
A? + 2 — y a Gaussovou eliminaci najit vhodné hodnoty x (pro x # 0):

x -1 0 -1 x -1 O -1
ol -1 x 1o f_jo x =2 o

0 -1 y -1 0 0 x -2

-1 0 -1 ¥ 0 0 0 x%2—-4

Z toho plyne, ze x = 2, tj. A = \/£2 — 4k/m. Dostaneme tak dalsi vlastni frekvence
wy = \/4k/m + 2 pro A = —2 aws = \/4k/m — 2 pro A\ = 2 (za pfedpokladu, ze 4k /m > 2).

Vyfesenim soustavy pro A\ = —2 dostaneme, Ze prvni a treti kulicka kmita v protifazi s
druhou a ¢tvrtou.

=2 -1 0-1 1 001

-1 -2 -1 0 0110

0o -1 -2-1 10011

-1 0 e 0000

Vyftesenim soustavy pro A = 2 dostaneme, ze kulicky kmitaji ve fazi.

2 -1 0-1 100 —1
-1 2 -1 0| _[010 -1
0 -1 2-1 o001 -1
-1 0 -1 2 000 O



4. Funkce na obrazku znazornuje pocatecni vychylku. Lze ji zapsat takto:
f(x):{ 2th<:>w€<0L>
M(L—2) & ze (L)
Zbylé hodnoty ziskame 2L-periodickym rozsitenim. Fourierova fada této funkce ma jen
sinové ¢leny (je lichd) a platl pro né:

b, = / f(z) sin nx dr = — / f(z) sin nx dr =
L/2 2%
= 7 [/0 fxsm andxjt/Lﬂf(L—x) sin andx
8h* . nm
= sin —
272
Fourierova rfada pak vypada takto:
- 8h? (2n+ )
— —1)" i
/() ;( Ve ¢
Funkce popisujici ¢asovy vyvoj struny:
u(z,t) = f(x —ct) + f(z + ct)
5. Pro gravitacni vlny na hluboké vodé je dan disperzni vztah w = /gk. Pro vlnocet k
plati £ = 27/A. Vlny se ke bfehu bllzl rychlostl vg grupovou

Vzdalenost L urazi za dobu At L / vg
2T
At =20/ —
gA

Interval mezi pfichody dvou po sobé nasledujicich vin je A\/vy, kde vy = w/k = /g/k je
fazova rychlost.

2m)

g
Po dosazeni L = 100 km a A = 20 m dostaneme 7" = 3,58 s a At =9 h 56 m 31 s =~ 10 h.
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Druha c¢ast

1. Podlozka mé index lomu n, na ni je tenkd vrstva s tloustkou d a indexem lomu n;, nad

ni je vzduch s indexem lomu 1. Plati 1 < n; <n.

Pfi priichodu rozhranim n|n, je amplituda odrazené viny timérnd poméru r =

—1-m
Ey = 4By
Cést projde, tu je mozné oznacit Ey;:
2
Eor = 5 Eo
Prosla ¢ast dorazi na spodni rozhrani mezi vrstvou a podlozkou a odrazi se tam:
—_ ni—n
by = ni—l—nEOl
Dole odrazena vina dorazi znovu na horni rozhrani mezi vrstrvou a vzduchem, ¢ast projde
ven:
— 2m
Eo = ;5 By
Cést se ale odrazi:
_ n1—1
En =2 E,
Dorazi zase ke spodni vrstvé, kde se odrazi:
— m—n
Eoy = i B
Vrati se na horni rozhrani, ¢ast projde ven:
Fao1 = FEa

ni+n

Cést se odrazi, lze ji oznacit E:

Takto to pokracuje do nekone¢na. Vysledna amplituda odrazené vlny je rovna:

Er = FEi+FEy+Ey+ -+ FEy o1 +---

(n1 —
ns)/(n1+mns). Amplituda proslé vlny je Gmérnd poméru t = 2n/(n; +ns) a plati r+1 = ¢.
Na vrstvu dopada svételna vina s amplitudou Ej.

2

2
E _ E 1—nq 2n1 ni—m 2 2n1 ni—mni—1lni—n 2 2n1 n1i—m [ ni—1ni—nm
R — 0| 1n; 14+n1 n1+n ni4+n 14+n1 ni+n ni+1 ni+n ni+n 14+n1 n1+n

ni+1ni+n

_ 1—nq 2n1 ni—n 2 2n1 ni—n
ER - EO 14+nq + 14n1 ni+n ni+n + 14+n1 ni+n (

2n1 (n+1)
(n14+1)(n1+n)

Pfi odrazu na spodnim rozhrani se navic méni faze svételnych vin na opacnou, takze dochazi

k interferencim, pokud 2n,d = mA/2, kde m € N a A je vlnova délka svétla.

K urceni tloustky vrstvy je mozné vyuzit pravé interference destruktivni interference. K
urceni odrazivosti je mozné vyuzit monochromatického svétla, u néhoz nedojde k destruk-
tivni interferenci. Za zminku stoji, ze méfeni se bude tykat ne amplitud, pro které jsou tu
odvozeny vztahy, ale intenzit. Namérené hodnoty se zpracuji na pocitaci a zjisténé hod-
noty se prolozi kiivkou, ktera bude déna vztahem pro intenzitu. Koeficienty se urci treba

metodou nejmensich ¢tvercti pravé prostiednictvim pocitace.

2. Difrakéni stinitko ma stejné obdélnikové otvory s sitkou a; a vyskou as. Na $itku jich je
N; a na vysku N,. Stfedy maji polohu R = nidy + naods, dy || x,ds || y. kde nq,ny € Ny,

ni+n

N1, Ny € N, ny < Np,ny < Na. Soutadnice na stinitku jsou [€, 7], Ap je amplituda viny.

Difrakce na jednom obdélniku vypadé takto:

+%2 g
¢n1,n2(§77]) = AD/az /al elk[(nldl+$)§+(n2d2+y)77]/r dZL’dy:
T2 YT 2

_ AD eik[n1d1§+n2d2n]/r . |:

eik&w/’r:| +a71 |:eikny/r:| +a72

ikE r| oy |ikn/rT | _a
— A efmdig/r giknadan/r ai1dz sin[k€ar /(2r)] ) sin[knas/(2r)]
4 k&aq/(2r) knas/(2r)
Pro v8echny obdélniky vyjde tento soucet (se znacenim sin(x)/x =: sinc(z):
Ni—1Na—1
W) = D D Ynm(En) =
n1=0 ne=0
Ni—1Na—1

ajay i . k€ay . knay
= E E Ap——= elbmde/r giknzdan/r  gip o 5y Sine

4

n1=0 ns=0

Jediné, co se v jednotlivych séitancich méni, jsou exponencidlni ¢leny, jde tedy o soucin

r 2r

+}



dvou geometrickych posloupnosti ndsobeny konstantou (pozn.: sy = 22:)1 q", (g—1)sy =

" —1=syv=("-1)/(qg-1)):

S
rikNldlf/’l‘ _ 1 ikN2d277/’r’ B l\r kg A k
¥(€n) = Ap 4 ohdEr —{ ghdar — 1 SR, sinc— == Ap-G-8

V zéavislosti vystupuje skuteéné soucin ¢initele zavisejiciho na usporadani otrovii (geomet-
ricky faktor G) a ¢initele zavisejiciho na tvaru otvort (strukturni faktor S).

Jestd zbyva uréit intenzitu: I = v1p*. Pokud plati z = e'?, pak zz* = 1. Pokud plati
z=¢% —1, pak zz* = [(cos p — 1) +isin p][(cos p — 1) —isin ] = 2(1 — cos p).

Z toho dostaneme:

2
I(¢,n) =4[1 — cos(kN1d1&/7)] [Lcos(kNadax/7)] {AD N9 ine keay sinc hrjaz

4 2r 2r
I u intenzity je patrny soucin urcitého geometrického a strukturniho faktoru.

3. Newtontv dalekohled se sklada z dutého parabolického zrcadla, rovinného zrcatka a
okularu tvoreného spojkou. Ohnisko zrcadla splyva s pfilehlym ohniskem okularu.
Keplertv dalekohled se sklada ze dvou spojek, jejichz prilehla ohniska splyvaji.

Galileiho dalekohled mé jako objektiv spojku a jako okular rozptylku. Od objektivu vzda-
len€jsi ohnisko rozptylky je umisténo do ohniska objektivu.

Je-li Kepleriv dalekohled zaostien tak, Ze je v ném vidét ostry obraz Meésice, vstupuji
paprsky do dalekohledu rovnobézné a paprsky projdou ohniskem do okularu a vystupuji
opé€t rovnobézné. Je-li za okuldrem stinitko, obraz vznikne jen tehdy, je-li okular oddalen
od objektivu o vzdalenost Ax. Pak plati tato zobrazovaci rovnice, kde poloha vzoru je
a = —(for + Az) a obrazu o’ = d — Ax (byla pouzita znaménkova konvence takova, ze
vzdalenosti vpravo od c¢ocky jsou kladné, vlevo zaporné, Mésic je v tomto pripadé na levé

strané, obrazové ohnisko je vpravo):
1 1 1

a a f ok
1 1 1
+ -
d— Ax fok + Ax fok’
Po tpravé dostaneme tuto kvadratickou rovnici:
0 = Az?+ Ax(for —d) + f3
Ary = 0,29cm
Azxy = 13,71lcm
Uhlové velikost Mésice na obloze je p¥iblizné ae = 31’ ~ 0, 009 rad. Paprsky z okraje Mésice
projdou stfedem objektivu beze zmény a ve vzdalenosti f,, vytvofl vzor pro zobrazeni
okularem o velikosti z = « - f,. Velikost obrazu potom je:
;L d—Ax d— Az
coE fok;+A$ _a.fOb‘ fok;+A$
Po dosazeni Az; dostaneme z] = 1,86cm, pro Az, pak 25, = 0,04cm. V obou piipadech je
obraz na stinitku prevracen jen ve svislé roviné, hledime-li na néj ze strany dalekohledu.
U Galileova dalekohledu je situace podobna, paprsky vstupuji rovnobézné do objektivu,
tam se lamou a sbihaji se, na rozptylce se opét stanou rovnobéznymi. Aby bylo mozné
pouzit tento dalekohled k promitani, je potieba rozptylku oddalit od objektivu o vzdalenost
Ax. Pak plati zobrazovaci rovnice (je opét dodrZena stejnd znaménkova konvence, Mésic

je vlevo, obrazové ohnisko vpravo, obraz i vzor také obraz vsak vlevo):
1 1

d— Ax f ok — Ax N f
7 toho vznikne opét kvadraticka rovnice:
AAT? — Ax(for +d) — f2 =0
Vyjdou tato feseni: Ax; = 17,77 cm a Axy = 0,23 cm. Prvni vzdalenost nemé vyznam,
protoze by tak byla rozptylka az za stinitkem. Velikost obrazu Mésice vyjde podle stejného

vztahu jako v predchozim pfipadé 2z’ = 0,13 cm.




4.
Pti prichodu slunecnich paprskii vodnimi kapkami se paprsky uvnitt kapek mnohonasobné
odrazi. Duha je nejlépe viditelna pfi jednou odrazu uvnitt kapky.
Pokud dopada paprsek na kapku, tak se nejen odrazi, ale i lame a plati pro thel dopadu «
a thel lomu (3 Snelliv zdkon (ng = 1 - index lomu vzduchu, n index lomu vody):

ngsina = nsin 4
Po odrazu se paprsek pri opousténi kapky lame a vystupuje opét pod thlem «. Graficky
lze odvodit, Ze thel, ktery svira ptivodni paprsek s paprskem lomenym po prvnim odrazu,

je roven
ina

vy =40 — 2a = 4arcsin 22 _ 24
Odchylka svételného paprsku je § = 2r—~ a je minimzﬁni pravé tehdy, kdyz je v maximalni.
Kdyz zavisi v na thlu dopadu «, musi platit:
dy
o

-9
sin“a  cos «
4/4/1 - 2 =0
n n
2cosax = /n?—sin®«
2

4cosla = n?—sin’a

n?—1
=«

0
7 toho plyne

arccos

Pro fialové svétlo je index lomu vody ng = 1,343, pro cervené ng = 1,329. Z toho vyjde
oy = 58°50" a ax = 59°39’. Uhlovy polomér duhy je dan tithlem mezi paprskem pfichazejicim
z kapky a paprsky, které vrhaji na zem stin pozorovatele. To je stfidavy thel s tthlem =,
takze staci tento tihel dopocitat. Pro ¢ervenou vyjde v¢ = 42°40’, pro fialovou ¢ = 40°39’.



