1. doméaci Gkol do cviceni ze zakladl kvantové mechaniky
Toméas Z&lezak
Mize foton predat stojicimu elektronu pfi fotoefektu vsechnu svoji energii?
Lze to zjitit pomoci zdkona zachovani hybnosti a zakona zachovani energie.

/ / hlj /
prtpe = P+ — = M
Ef+E. = Ej+E] hv +mec® = mlc?
Dosazenim prvni rovnice do druhé a dosazenim relativistické hmotnosti vyjde:
mLv'c+me.®> = mLc®
m
Mme® = ——u(c® —1'c)
2
T
c—v
1 =

Rovnost je splnéna pro v = 0, pak by vSak ze zdkona zachovani hybnosti muselo platit
v = 0, takze by k zddnému jevu nedoslo. Déle je splnéna pro v' = ¢, kdy by muselo ze
zékona zachovan{ hybnosti platit hv = m/.c? a nésledné ze zdkona zachovani energie m/, = 0,
tj. elektron by musel mit nulovou klidovou hmotnost. Ani jedna z moznosti nemé fyzikalni
vyznam, pii fotoefektu tedy nelze predat elektronu vSechnu energii fotonu.



2. domaci Ukol do cviceni ze zakladl kvantové mechaniky
Toméas Z&lezak
Komutator je definovan takto:
[A,B|=A-B—B-A
1. Jsou zadany tyto operatory:

h h (0 1
5 = Blata-l+lzoe = 33 )

h . . h (0 —i
S = Bl s+ = 3 (0 )

h h(1 0
S = Baer-lea-) = 35 )

Plati [SZ, S]] = lh&]ksk ?
K ovéreni je potfeba vypocitat Sest souc¢inti matic a jejich rozdily:

i 0 R (—i 0 (i 0
5195 = 7 lo = 9951 = 7 Lo i) 5195 — 5351 = > (O s
0 -1 o1 R0 -1
R (0 i (0 —i B (0 i
S585 = T (i O) S35 = T (—i O) 5955 — 5355 = > (i O)
Zfejmé plati, ze 5152 — 5251 = iFLSg, 5153 — 5351 = _IFLSQ a 5253 — 5352 = 1h51 ZbyV&JiCi
ti1 vztahy budou mit opa¢né znaménko, protoze [A, B] = —[B, A| a ¢;;, = —¢,ix. Bylo tak
potvrzeno, ze vyse uvedeny vztah plati.
2. Jaka je hodnota vyrazi e¥%?
K vypoctu je potfeba pouzit tento vztah:
(e e} An
A — -
€= Z n!
n=0
. . S cwe (B R\ (1 0 )
Lze snadno ovérit, ze pro vSechny tii operatory plati S;” = 5 E= 5 0 1) takze

vyjde:
gn —

(2

(h/2)"E < n=2k
(h/2)"S; & n=2k+1,keNy
Po dosazeni vyjde:

. i ngn © 1 1\k 2k 2 (L1)k 2k+1
o - SIS S UMY g $5 UM/

n=0 k= k=0

cos ph/2 1isin gph/2)

[==]

= Ecosph/2+iS;sinph/2 = (isin ¢h/2  cos ph/2

U operatort Sy a S3 vyjde shodnym postupem toto:
cos ph/2 sin ph/2
—sinph/2 cosph/2

ipss [ cosph/2 +isinph/2 0
© = 0 cosph/2 — isin ph/2

einSz

P1i pohledu na rozdily mezi 57,5, a S je vysledek ziejmy.



3. doméci Ukol do cviceni ze zaklad(ll kvantové mechaniky
Toméas Z&lezak
Jaké jsou mozné hodnoty vysledku méfeni spinu ve sméru osy = na stavu [¢)) = 3|z, +) +
2ily, —), s jakou pravdépodobnosti budou naméreny a jaka je stfedni hodnota spinu ve
sméru osy x v tomto stavu?
Mozné hodnoty vysledku méfeni spinu ve sméru x jsou |z,+) a |z, —), jsou to vlastni
hodnoty operatoru spinu ve sméru z — Si. R
Selxy = AMz)y < (S, — AE)|x) = |0) & |x) =|0) V|S, — AE| =0
Vlastni hodnoty A € {—h/2,4+h/2}, jsou jedinymi moznymi vysledky méteni. Odpovidaji
jim vlastni vektory — stavy |z, —) = (1?@) = (|2, +)+|z, =))/V2alz,+) = (_1;@) =
(‘Z>+> o ‘27 _>)/\/§ R
Obdobné jsou |y, ), |z, £) vlastnimi hodnotami S, S.. Plati |y, +) = (|z, +)+i|z, —))/v2 =

1/v/2
+i/\/2
Takze [p) = (3 + \{/%1) K vypoétim je vhodnéjsi pouzivat normovené vektory: |i)1) =

)/ /(W) = |)/V/13.

Pravdépodobnost nameéreni spinu ve sméru osy x je

P() — le 1) = Ltz ol = | (5 %) =222 (<3+iﬂ>/¢ﬁ)‘ -

V2oV 13 V213
.12
SH1+i]" 1346v2
V13 26

Pravdépodobnost naméreni spinu proti sméru osy x je

P — [5.-) = o~ = | (%5 ) (mi@/m)r - ‘ﬁ

2

[ V2/13 Vs |
13 — 6v2
26

Stfedni hodnota spinu ve sméru osy = ve stavu [i)) se vypocita takto:

<¢1|S W1>:<3_i‘/§ \/E)E(O 1) % :E(\/z 3—1\/§> )
! Vi3 13/ 2\1 0 \/% 2% 13 Vi3

i
N

3v2
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=
&l [+
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4. domaci kol do cviceni ze zaklad(l kvantové mechaniky
Tomés Zalezék
Spinova ¢ast hamiltonianu pro elektron v magnetickém poli je
A~ (& —
H = S(B),
) MeC
kde §; = 5; je tvofen Pauliho spinovymi maticemi. Za tkol je vypocitat v magnetickém
poli B = (0,0, B) ¢asovy vyvoj stavu
@) = alt) |z, 4) +b(t) |2, —)
a stfedni hodnoty (¢(t)|S|¥(t)).
Casovy vyvoj stavu je dan Schrédingerovou rovnici:

ih|y)) = H|¢)
Je potieba urcit tvar hamiltonianu:
. BS. B
H:isijkBize 3 _ ¢ 1 0
MeC mec  mec \0 —1
Po dosazeni vyjdou dvé nezavislé diferencialni rovnice:
iha(t) ehB 0
iha = — a
. e
ihb(t) = b(t
) = 5 b(t)

Reseni ma tento tvar:

a(t) = Aezmect
b(t) = Bewme'

Toto lze zapsat pomoci [ig(t)) = (g) takto:

i
[W(1)) = [¢o(t))e™ 7"
Jenze vektor [¢) je normovany, plati tedy A = B = 1//2.
Nyni je jiz mozné urcit stfedni hodnoty Pauliho spinovych operatori ve stavu 1.

h h
wisis) = @)z (3 o) (5) =5 +an -
= Z(eirfc +e lrffct> :gcos (;Bct)
(]S:[) = (a*b*)ﬁ(o —i) (@)—1_ (@b — ab")
AL o\i o)\s) ™ =

wisis) = @3 (5 9)(

. A . B
Lze tedy napsat, ze vektor <<Sl>, (S2), <Sg>) = h(coswt,sinwt, 0), kde w = ¢ je thlova
rychlost. Pro magnetické pole B = 1 mT vyjde w = 0,586 rad - s~ . ’



5. doméci Ukol do cviceni ze zaklad{l kvantové mechaniky
Toméas Z&lezak
Za ukol je tentokrat najit chovani castice pfi-
létavajici zleva na potencidlovy schod vysky
V. Je tedy potifeba vytesit tuto Schrodinge-
rovu rovnici:

A
v

ih%w(x, t) = H(x,t) 0 N
A2

Plati A = 2— + V(z), V(z) = Y(2)V, kde
m

Yz)=1<2>0VY(z)=0<2<0.
Je tedy tfeba vyresit tuto diferencialni rovnici:

0 h? 02
1h§¢(fﬁ>t) = (—%w + Y(a:)V) P(x,t)

Lze ji vytesit separaci proménnych: ¢(x,t) = XT, X = X (x),T = T(t). Po dosazeni vyjde:

hTt _ h2 Xxx
T T Tom x

+Y(x)V=FE

Aby se dvé rovnice zavislé na dvou riznych proménnych rovnaly, musi se rovnat konstanté
- zde E.

Z levé strany vyjde T(t) = e F/h = et = E/h. Z pravé vyjde X (z) = X, (2)Y(—x) +
X1 (2)Y(z), kde X;(t) = Ae™t + Be ™ |y = V2mE/h a Xy(t) = Ce™! + De 2 [y =
V2m(E —V)/h.

Pravé strana predstavuje stacionarni Schrodingerovu rovnici: Hy = Ei, ih(z) = X ().
Vysledna vinova funkce je pak:

w(.fﬂ,t) _ X([L’)T(t) _ Y(—[L') (Aei(klewt) + Befi(klirwt))_i_Y(x) (Cei(kgxfwt) + Defi(kngrwt))

7 tohoto zapisu je patrné, ze A a C' prislusi
rovinné viné pohybujici se ve sméru osy x, B

V fusssnnnnnnnnnnnns
a D pak sméru opac¢nému.

Cleny A, B,C,D nemohou byt libovolné, ) A L P >0 R
protoze funkce (z,t) musi byt spojitd, © 0 i

stejné tak jeji prvni derivace. Podle parame-
tru ¢ je spojita vzdy, podle x ne. Musi tak
byt splnény tyto vztahy:
X1(0) = X3(0) < A+B = C+D
X1,(0) = X5,(0) & k(A—B) = ko(C—D)
Pokud ¢astice prichézi z levé strany (ze zaporného sméru), musi byt D = 0. Je tedy tieba
vyresit soustavu rovnic:

A+B = C ki — ko 2k,
= B=A , C=A
k‘l(A—B) = k‘gc k}l—i—kg k1+1€2
7 téchto vztahtl je mozné spocitat soucinitele odrazu a prichodu na potencidlovém schodu.
Vhodné je toto znadeni: 14 = Ael*12=%) pro dopadajici astici, g = Be {F12+9t) pro

odrazenou vlnu a ¢ = Ce*22=%) pro proslou vlnu. Je potieba viak jesté zavést tzv. proud
— tok pravdépodobnosti:

. ih a ., e,

J = om (¢%¢ — %¢)
Pro odrazivost plati R = jg/ja, pro propustnost 7' = jo/ja. Je tedy potieba vypocitat
jesté toky pravdépodobnosti:



. ih hk, A?
ja = 5 <¢A Vi — ¢Aa ¢A) =
. i hk, B?
JB = %<¢B Vg — ¢Ba¢)— m
. ih hkyC?
jo = —m(wo Uh = o w): -
Po dosazeni vyjde:
B2 ki — ko \° 1-Q\?
R i B _ _(1-Q
iB/ja 12 (k1+k2) <1+Q)
o kyC? 4k1ko 4Q)
T =jc/ja= = =

k1A? (k14 k)2 (14 Q)2
Nakonec je mozné jesta nahradit ko /ky = Q = /1 — V/E.
ProV =Fjetedy Q=0aT =0,R = 1. Pokud ma tedy ¢astice energii pfesné takovou,
jaka odpovida vysce schodu, odrazi se. Pokud je V < E, potom je Q ~1a R — 0,7 ~ 1.
Je-1i schod nizky, castice pres néj projde.



6. domaci Ukol do cviceni ze zakladl kvantové mechaniky
Tomas Zaezak
1. Je dana funkce ¢(k) = A(a — |k])Y(a + k)Y (a — k), kterd ma tvar trojahelniku s
vyskou A a podstavou 2a (na obrazku je pro ¢(k) pro A = a = 1). Jeji zpétnd Fourierova
transformace bude se vypocita takto:

1 ikx
vie) = o= / (k)™ dk

plk)pro A=a=1
1

Plati tedy:
1 [t .
) = — [Ala—|k])Y(a+Ek)Y(a— k)™ dk =
vw) = <= [Ala—H)¥(a+BY(a k)
A i k o
= —1a e“”dk—i—/ke“”dk kel‘”dk}:
V2 { / 0 ?
A 1k'a: kelkiv elk;r {0;0}
= B e— + —
V2 |: |i 1z 2 :| {—a;+a}
A
V2T

2 1a$ + e—la$
; —_— =

A

5 (1 — cosax)

o

T

-7.5 -5 -2.5 2.5 5 7.5
2. Vlnova funkce volné castice mé podobu gaussovského baliku:

&2 2 2
k) = 4 —a?(k—ko)?/4
(p( ) V 2’/Te

Jeji zpétna Fourierova transformace je urcena takto:

2
—_— lkx a/ k kO +1kCC o K pr— k‘ R k-o
b(x) = _%/ ak = {5 / 4 — ’dK - b
l 1l€oa: 21_1 —z L = % (K _ il_g) B
/ dK ‘ dL = %dK -
/ 2 W2 a2
1]€o$——/ . ﬁelkoaj s

Qf/a

Lze ukézat, Ze pro casovy vyvoj pravdépodobnosti plati:

2 o kot )2
o, )2 =/ Lk =0 0T ) = (14 22
Tato funkce ma nékolik vlastnosti:

e Funkce ma tvar ¢(z,t) = Ae BX? e to Gaussova kiivka.

e A~ % ~ %, vrchol Gaussovy kiivky klesd rovnomérné s casem.

e Protoze B ~ y%(t) ~ tiz, bude se Gaussova kiivka s ubihajicim casem rozplyvat.

Oznacime-li 2r polositku Gaussovy kiivky, tj. % =e P r=./(In2)/B, bude r ~ t.

Sitka Gaussovy kiivky je dana neurditosti polohy. Lze tedy dekat, ze Az (t) ~ vy(t) ~ t.
Neurcitost polohy zavisi na ¢ase takto: Az(t) = y(t)a/2. (Takze pro t = 0 je a = 2Axz(0).
Na zékladé tohoto vztahu je za tikol urcit neurcitost polohy dvou elektronii potom, co oba
urazi vzdalenost s = 100 m. Jeden ma energii 25 eV, tem mél na pocatku neurcitost 1 ym a
druhy 100 MeV s pocatecni nerucitosti 1 mm. Je tedy potieba zjistit, jakou maji elektrony
rychlost. Tu lze spocitat klasicky T' = 1/2mv? = v = /2T /m ¢& relativisticky (tfeba s
ptiristku hmotnosti):

T —2
chZT—i—mocQ/\m:Lév:c 1—(——+1
V1—v?/c? moc?



Prvni elektron m4 malou energii, podle obou vztahtt vyjde v; ~ 3 -107% ms™!. Vyjde tak
t1 = /vy = 34 us. Po dosazeni do vztahu vyse vyjde Ax;(t1) &~ 4 mm. Druhy elektron méa
obrovskou energii, ktera odpovida rychlosti blizici se rychlosti svétla v, =~ ¢, doba letu po
draze s = 100 m je velmi kratka ¢o = 0, 33 us, asi stokrat mensi, nez v predchozim pripade.
Projevi se to tak, Ze neurcitost polohy se téméf nezméni — Azs(ts) ~ Axy(0) = 1 mm. To je
viak zptisobeno i tim, Ze v ¢lenu 7(t) se nachézi ¢len X, ktery v sobé zahrnuje neurcitost na
pocatku. Ta je u druhého elektronu tisickrat mensi. Celkem je tedy vyraz % u druhého
elektronu o Sestnact radd mensi nez u prvniho.



7. domaci Ukol do cviceni ze zakladl kvantové mechaniky
Toméas Z&lezak
a2
Splituje gaussovsky balik o (k)=Ae™ T *~%)* minimalizované relace neurcitosti Az-Ap=27
Pted vypocty je tieba zdtraznit, ze vlnova funkce musi byt normovana:

+oo 2 +o00 2 LK
1 = /|90(k)|2dk:A2/ e_T(k_k°)2dk:A2/ 5K — | V2 "
R —00 —00 dK = 7dL
2 [T, 2
- A2£/ L — A2Y2 r o
a J-_ a V2T

Je tedy potieba spocitat Ax a Ap. Protoze je vlnova funkce vyjadiena pomoci impulsu
(hk = p), bude snazsi zacit pravé neurcitosti impulsu:

(Ap)* = {pl(p — (p))*|#)

Je tedy potteba urcit stredni hodnotu impulsu:

() = (plple) = (plhk|p) zh/Rk\cp(k)\zdk:hA ko (ko) g —

—00

+00 +00 ,
= hA? Ke_TK dK+k:0/ TEAK | = Rk,
— 00
®© licha-suda
Ted 1ze vypocitat stfedni kvadratickou odchylku impulsu:
+o0
(BPP = (el = )Ple) = (el (hk = Rko)l) = B2A% [ (ke =
+o0 o2 o
= h*A? K?e TEdK

K tomu se hodi hodnota integralu [ 2%e~*"dz = /7/2.
Stiedni kvadraticka odchylka se po substituci X = Lv/2/a tedy rovna

Ay = A=) = ) VT

a
Stfedni hodnotu souradnice a jeji stfedni kvadratickou odchylku je vhodné vypocitat v

soufadnicové reprezentaci. Opét je tfeba urcit zpétnou Fourierovu transformaci:

1 . how—22
z) = —— [p(k)e** dk = Bel**
ole) = Z= [l

Konstanta B zahrnuje také konstantu A z impulsové reprezentace, presné ji vSak neni
potieba vyjadfovat, protoze je stejné nutné vlnovou funkci opét normovat. Tedy

1= [w@iae =5 [ Far =l yma =1 2
R —00 V2 aV

Stredni hodnota souradnice se vypocita takto:

(€)= (Wlelw) = [ sl dx=32/+°° e dr =0

Neurcitost souradnice se vypocita obdobné, Jako neurc1tost 1mpulsu
+oo +oo
@0 = Gl o)) = 57 [ et - [ e vax -
oo 22
P VT _ @

B7 =

a
2

Pro soucin kvadratickych odychlek — neurcitosti polohy — plati

h
Aa:-Apzi



8. domaéci Ukol do cviceni ze zaklad(ll kvantové mechaniky
Toméas Z&lezak
Tentokrat se fesi harmonicky oscilator a za kol je opét urcit relace neurcitosti.

Hamiltonidan kvantového harmonického oscilatoru ma stejnou podobu, jako hamiltonova

funkce mechanického harmonického oscilétQOru'

1
H—zp—m+2mwx

Lze jej vyjadrfit i s pomoci kreacniho operdtoru a* a anihilacniho operatoru a, s pomoci
nich lze pak vyjadrit také operétory soufadnice a hybnosti:

Im h
/\+ _ ~ — A~ /\+
o = 2h v Qmw(&+a>
a = ,/ :1:—|—1

Hamiltonian lze pak p sat takto:

~  hw
Krea¢ni a anihila¢ni operatory nejsou hermitovské a nekomutuji. Ozna¢me pro jednodu-
chost a = Az +1iBp,a" = Ai — iBp.

po= —i

[\~ DO
;‘ ’E>%
€l €
>t N

3

S

>t

0 0 2ih
~ = ~ N —_—— .
(a,*] = [A& +iBp, Az — iBp] = A* [, 3] +B2{p, p] - AB, ([&,5] - [p, ]) = 1
1/(2h)

Pokud ptisobi kreacni operator na néjaky vlastni stav hamiltonianu (f[ |v) = E|v)), bude
vypadat Schrédingerova rovnice takto:
Harly) = %(aa* +aa)a|y) = ¥laata +ataat]o) -
= %[/(\a*a—f- 1)a* +a+(a+a+ D]¢) = 2atlaat +ata + 2)|v) =
= aTH|Y) + hwa" ) = (E + hw)a"|¢)
Kreacni operator tedy zvysuje energii vlastniho stavu o iw. Obdobné lze ukazat, ze anihi-
la¢ni operator ji snizuje:
Haly) = (E—hw)aly)
Nesnizuje ji vSak do nekonecna. Lze spo¢itat normu stavu W’ ) = aly) takto
H 1 E 1 1 hew
WY = (plataly) = (W] — — =) = (W] — — = —— - |2>20=E>—
W) = (laal) = (o~ Ly = w2~ Ly = <¢w>( ;) 202"
Bylo vyuzito jiného prepisu hamiltonianu
1
H = hw (A&* +5
Kreacni a anihila¢ni operator posunuji energii o Aw, lze tedy uvazovat o téchto hladinach:

1
E, = hw n—|—§ ,n € Ny

Energie F,, jsou vlastni hodnoty hamiltonianu. Lze tedy predpokladat, ze n jsou vlastni
hodnoty slozeného operatoru aa*t = 7, coz je operator poc¢tu excitaci. Tento operator je
hermitovsky a jeho vlastni vektory odpovidajici rtiznym vlastnim hodnotam jsou proto
ortogonalni (to se bude hodit tfeba pii dalsich vypoctech).

n|n) = njn) (m|n) = dmn
Také plati, ze a|n) = kln — 1), je v8ak tfeba stavy normovat:

(nla*aln)=(nlaln)=n{nn) = n = |aln)|* = laln)| =

Obdobné lze normovat a*|n) = l|jn + 1):

(n|aat|n)=(nlaTa +1|n) = (n|i+ 1n) =n+1 = |a|n)]* = In) = |n+1)

at
vn+1
Nyni 1ze konecné urcit neurcitost polohy a hybnosti u kvantového harmonického oscilatoru.
Energii E, = hw(n + 3) lze piifadit stacionarni stav |n), v némz budou stfedni hodnoty
pocitany. kde n € Nj.



o h A oy . mwh,
(nliln) =\ g nla+ @ ln),  (nlpin) = —iy/ "o (nfa — a* n)

Je t¥eba tedy ur¢it stfedni hodnoty krea¢niho a anihila¢niho operédtoru ve stavu |n):
(nla*|n) = vVn+ Lnln+1) =0, (nlajn) =+v/n{njn—1)=0

Z toho plyne, ze stfedni hodnoty soufadnice (Z) = (n|Z|n) a hybnosti (p) = (n|p|n) jsou

rovny nule. To je stejné, jako u mechanického oscilatoru:

x = Acoswt, (x) = %/ Acoswtdt =0; p=mi=—mAsinwt, (p)=0
Neurcitost polohy ve stavu |n) je uréena takto:
(A@?:<@—w@f>:<mﬁ@m>zigamma+dm++awr+Mﬁm>:§£;@n+n
Stredni hodnota dvakrat pouzitého anihilacniho ¢i krea¢niho operatoru je nula, stejné jako

stfedni hodnota jednoho anihila¢niho ¢i kreacniho operatoru. Neurcitost hybnosti ve stavu

|n) je uréena obdobné:
mwh

(Ap) = (5 — B)) = lp"pln) =~ nfad + a*a" — aa” —a*aln) = T2 (20 +1)
Potom plati:
h h
Ax = — Ax-Ap = —
v 2mw T ap 2
mwh
Ap = R
P V 2

Déle lze urcit, jak to dopadne u ¢asového vyvoje slozeného stavu [¢)) = |n)+|n+1). Nejprve
je tieba jej normovat:
1
W) = (nln) + (nln + 1) + (0 +1n) + (0 +1n +1) = 2= |¢o) = 5 [In) + |0 +1)]
P1i odvozeni predchozich vztahii v této tloze nebyl bran casovy vyvoj v tvahu. Nicméné
na zakladé predchozich tloh lze ocekavat, ze by mohl vypadat takto:

n), = |n)e iEnt/h
In+1) = |n+1)e Ennit/h
W) = L [In)eEnt/h 4 |n 4 1)e iEniit/h]

Hodnoty E, a E, 1 odpovidaji energiim stavii [n) a |n + 1).
Nyni lze uréit stfedni hodnoty soutadnice a hybnosti ve stavu [¢):

N 1 n+1 + _iBnt _iBpgat
Wolzlto) = /5Esd [ (nl + e i (n+ 1] [a+ @] [Jn)e™F + n+ 1)e™ i | =
= /27Zw vntl (er (En—Ent1) 4 o= ¥ (Bn—Ent1) ) = %—V ";1 Cos (*Enffnﬂt)

n+1t

(tolplto) = \/:i [elEhnt (n| te (n + 1\] [a—at] [\n)e*iET”t +|n + 1>e*iEn } —

2
= —1 —m;h—rif—l <e§(En_ n+1) — e_ﬁ(En—E'rH»l)) e mwh Vn+ Sln <En7}fn+1 t)




9. domaci Ukol do cviceni ze zakladl kvantové mechaniky
Tomés Z& ezék
Nejprve budeme pocitat soucin neurcitosti néjakych velicin L,, L,:
AL, - AL, =?
Oznac¢me A = L, — (L)1, B=1L,— (L,)1:
Pomoci stavu |¢)) a opetatorit A, B lze zavést novy stav:
lp) = (A+iAB)|¥), AeR

Pro libovolny vektor plati: ) ) R . .
0 < (plp) = (WI(A—IAB)(AHIAB)|¢) = (Y[ A%[¢h) +A* (4| B2[4)) HA (Y[ ABh) =M BAJ))
7 toho vyjde:

0 < (A%) +X2(B?) +iX((4, B))
Protoze plati (| BA[p) = (w\fié\w)* diky hermitovskosti A, B, musi byt ([A, B]) ryze

A B
imaginarni. (Pozn.: (z — z*) € I.) Je-li zvoleno A\ = —i<[ -~ ]>, pak je redlné.

2(B?)
Po dosazeni do predchozi nerovnosti tak vyjde:
o (AB)? QABY o (AB)
0§<A2>—<[ aA]>+<[>A]> :<A2>+<[ >A]>
4(B?) 2(B) 4(B?)

Z toho vyjde nerovnost:
~ . 1 . -
(A2)(B) > ~ (A By
Stfedni hodnoty druhych mocnin operatort fl, B vyjadruji diky na zac¢atku provedenému

posunuti neurcitost stfednich hodnot veli¢in L,, L,. Komutator [A, B] je zfejmé stejny, jako
[Le, L,). Pak vyjde:

AL,AL, > % )<[£x, ﬁy]>’
Oznaceni L, L, bylo zvoleno proto, Ze ve skutecnosti je za kol nalézt vztah pro neurcitost
momentu hybnosti. Podle pravé odvozeného vztahu je patrné, ze staci dosadit komutator
jednotlivych slozek momentu hybnosti. Ten je urcen vztahem

[Li> L]] = gijkLk

Tedy plati AM,AM, =ih(M,)/2.



10. doméaci Ukol do cviceni ze zakladl kvantové mechaniky
Toméas Z&lezak
Mame za tkol stanovit stiedni vzdalenost elektronu od jadra atomu vodiku ve stavech
|100), [200), tj. vypocitat (nim|r|nim) pron € 1,2,1,m = 0.
Vypocet lze Tesit analyticky timto integralem:
(nim||nlm) = [[[ 7] (z, v, z)Pdedydz
R3

Vlnovou funkci lze vyjadrit souc¢inem funkce vzdélenosti a funkce prostorového thlu, tj.
ot (1,0, 0) = R (1) Yim (0, 0):

00 ™ 2m
:/ drrrZRil(r)/ dd sinl‘}/o de Y2 (9, )

0 0
N~

1
Kulova funkce Y}, je normovana na jednicku, takze neni tfeba nic pocitat. Kulové symet-
rické slozky normovany nejsou.
3 T
Rlo(’f‘) = 2a 2€e a

o _ = 3 p2 P ~ 3 o ro= sa
(100]7|100) = /0 drr°Riy(r) = 4a /o rée adr = ’ I — dsa
a 3

= —/ e %ds = g11(4) =_q
1)y 4 P

Rulr) = @a)H(1-g)e®

N > OO r r _r r = Ssa
(200[7200) = / drrSRgo(r)z/O dr2—a3<1—%)e a:’

_ %0/00033 (1—3+8£)e‘5d3:%(F(4)—F(5)+@) — 6a

3n2 — (1 —1)
—

Obé hodnoty odpovidaji obecnému vztahu (nlm|#|nlm) = a



11. doméaci Ukol do cviceni ze zaklad{ kvantové mechaniky
Tomés Zalezék
Tentokrat je za kol vypocitat poruchovou teorii opravu prvniho a druhého radu pro energii
A2 2
D MQ

anharmonického oscilatoru s hamiltonidnem H = o + 5
m

malé veli¢iny (a v opravé druhého ¥addu pro jednoduchost 5 = 0).

Nejprve budou odvozeny nékteré vztahy poruchové teorie.

Pokud lze hamiltonian vyjadrit ve tvaru H = Hy+ MG, kde H, je neporuseny hamiltonian,
jehoz vlastni hodnoty a funkce lze nalézt snadno (Hop, = E,ib,) a AG je mald poru-
cha, je mozné vyjadrit vlastni funkce poruseného hamiltonianu pomoci linearni kombinace
vlastnich funkci neporuseného hamiltonianu:

= Z Cmn wn

]:I¢, —F ¢/
Predpokladejme nyni, ze diky malostl poruchy lze cmn, E!. rozvinout do fady:
cmn:Z)\k ) Z)\k
k=0
Lze bez zabran predpokladat, Ze bez poruchy A = O bude cﬁ,?n = Opmn a Ef,?) = F,. Po
dosazeni za H1i)!, vyjde vztah:

Hyy, = (Ho+)G) Z(ik’“ <’“>>wn:

= ZamnEnwnHZ (cSoh B + Smn Gt + XY () By + ¢, G +

n

22 + ax® + B, kde «, B jsou

ProtoZe to vlastni funkce H , tak

Obdobné lze nalomt is pravou stranou
[o.¢]

Bl = ZA’“ ““Z(ZAZ " )@/}n—
- AQZ(SLE£3>+0%L W+ G B )z/)n

Porovnanim élentt pro \°, A\', A\? vyjdou potiebné vztahy. Pro \° vyjde to, co bylo pfedpo-
kladano:

Pro A\! se objevi toto:

> (B + Gt = Z(g;zl O 4 5, ED) 0,
> con(En = En)ltn) = (B — )l

n
Pusobenim (t,,| se vynuluje leva strana a vyjde:

ER = (| Gltm)
Pokud to bude (|, k # m, vyjde:

S A (Fa = Bn)iien = — (] Clim) = i) =

n
Porovnanim ¢lenti u A\? vyjde toto:

> (DBt cDG) = D (DED + D ED + 8 ED)

n

> | (B = BD) + (G = ED) 0 = B

(k| Glom)
E, — By

n

Za cﬁ,% lze dosadit z predeslého vzorce:



) (0 <¢n\G¢m> N (1)
; D (E, — EY) + E _E, (G = E,’)

Opét lze zapusobit zleva (1,,|, coz zrusi opét hodné ¢lenti:
Z <wn|G|wm><wm‘Gwn> _ E(2)
7 toho dostanene vztah pro opravu energie druhého radu:

[l |

E®? — | I
W= EE
n#m
Jak je uvedeno vyse, je tfeba vypocitat opravy energie prvniho a druhého fadu. Hamiltonian
A3 2
ma podobu H = L +
2m 2

oscilatoru, zbytek je porucha:

¥n) = ED|thm)

2* + az® + Bx*. Prvni dva ¢leny odpovidaji harmonickému

G = ai® + pit
Nejprve bude potieba nachystat néjaké pomocné vztahy. Operator souradnice & lze zapsat
i takto:

T =

Pusobeni operatorti na stav |n) je takovéto:
atiny =vn+1n+1), aln) =+/nln—1)

Lze ukazat, ze plati toto:

mli*hn) - (s ) = tml(@* + ) =

njw

2mw
Smnt3 \/(n +1)(n+2)(n+3)+ (5m7n,3\/n(n —1)(n—2) 4+ 30mnt1(n+1 )% + 30mn— 177,%
m|2n . R
(kW) — (o + i) =

6minf;2+n(n—1)+(n+1)(n+2)+n(n+1)+n(n+1)+(n+1)2]+
+omntz |V + 1(n+2) 2+\/n+1 Y(n+2)(n+3)+ny/(n+1)(n+2)+ (n+1)(n+2)

+0mn—2 \/n—l—l\/nn—l Y4+ nivn—1+ (n—2)y/n(n—1)+ vn(n—1)2

+0mmiar/(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) + Spnay/n(n —1)(n — 2)(n — 3)
Ze vztahl je Vidét, 7e se v opravé pro prvni iad uplatni pouze operator &%, zatimco v
druhém Fadu si lze s tlevou usetiit praci diky jeho zanedbani a zapod&itat tak jen £3.
Nyni je na ¢ase konecné néco dosadit:

EW = (0l B2 vn) = B (525)" - 6(m> +m + 1)
Toto byla oprava prvniho fddu. Ted je na fadé druhy fad (i kdyZ s vypusténim ). Ve
vztahu vystupuje E,, — F,, coz je rozdil energetickych hladin harmonického oscilatoru, tedy
(m —n)hw.
2

B2 =% I wn\w?’lwm )W _ a_( h )3 3 \<m\(&+ﬂ:&)3|n>\2 _
n#m

hw \ 2mw m-—n

15 a2 A\, 11
T ) ()
Celkova energie je v tomto piipadé rovna:

2 o? 3
B = R+ )30 (22)" () = 252 ()" 7 4+ )

n#m



