1. soubor zapoctovych prikladd do cviceni z Gvodu do fyziky pevnych latek
Toméas Z&lezak

1. priklad
a) Vypoctéte Fermiho mez kg, energii e, rychlost vg, teplotu T, stiedni energii elektronu
(E) a hustotu energie u v elektronovém plynu s hustotou n = 5,85 - 102® m~3 odpovidajici
stfibru pri teploté 0 K. Stanovte chemicky potencial a stfedni hustotu energie pii teploté
300 K. Urcete tepelnou kapacitu elektronového plynu.
Fermiho mez je veli¢ina udavajici polomér Fermiho koule, coz je oblast vytvorena elektrony
v zédkladnim stavu. Pocet elektroni v tomto stavu je ddn dvojnasobkem (pro kazdy spin)
poméru objemu Fermiho koule a objemu Born—Karmanovy oblasti:

—7rk3
N:2( L3 v37r2 kden——

Po dosazeni vyjde krp = 1,2 - 1010
Fermiho energii lze vypocitat z Fermlho meze pomoci vztahu ziskaného ze Schrodingerovy
rovnice pro volnou Castici:

hZ
——AyY = EyY
2m

S vyuzitim Born-Karmanovych okrajovych podminek ¢ (z,y, z) = ¢(x+ L,y, z) = ¥(x,y+
1 .z
L,z) = ¢(x,y,z + L) vyjde po normovani ¢(r) = ——e* vV = L3. Po zpétném dosazeni

.7

do Schrodingerovy rovnice vyjde

Tento vztah plati i pro Fermiho energii, po dosazeni do n&j vyjde er = 8,8-1071 J = 5,5¢V.
Energii lze vyjadrit také pomoci hybnosti:
h2 k2 2 hk
F:p—ép:hk,v:—
2 m

E =

Vyjde tak Fermiho rychlost v ~ I?Zln 106msn} 1 Toto vSechno sice vyslo pro 7' = 0K, nicméné
témto elektroniim lze priradit tzv. Fermiho teplotu podle vztahu

e=k BT
Vyjde Tp =~ 64 - 10° K.
Dale ma byt vypocitana hustota energie v elektronovém plynu a stfedni energie jednoho
elektronu. K tomu je potfeba znat energii uvnitt Fermiho koule, tedy (pro dva spiny)

27 T kp kr h2k2 4 h2k5
U:2/ dcp/ sinﬁ/ dkk25(k):87r/ =
0 0 0 0o 2m om

Pramérna kinetickd energie (na jednu Born-Karmanovu oblast) tedy je

kS V
_ _ () = 1072m
Na jeden elektron pak pripada
(Ty 3R*% 3
E = — = — — —
() =N =53m ~5°F

Po dosazeni vyjde (E) = 5,58 -107 J =33 eV.

Hustota energie je rovna

(T) _ WPky
V. 10mm

Vysledek je u = 3,09 10719 Jm™ = 1,93 eVm 3.

Déle ma byt vypocitan chemicky potencial p a stfedni hustota energie u pti teploté 300 K.

K témto vypoctiim se hodi Betheho-Sommerfeldiv rozvoj integralu:
> 1
/ de H(e)frp(e), frp = =
0

ekBT -+ 1
Integral lze pfepsat s vyuzitim Heavisidovy funkce fy(e) = Y(u — ¢) takto:
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Druha ¢ast se zméni na integral od nuly po chemicky potencial, prvni ¢ast vSude nulova
kromé malého okoli chemického potencidlu. Funkci H(¢) lze rozvinout do Tailorovy fady
kolem p, z které jsou vSak potfeba jen liché mocniny, protoze frD(e) — fo(e) je k p lich4.

[fae 10+ Y 5t T e - (o) - )

0 = (2n+1)
Jde tedy o integral ze sudé funkce a lze jej pomoci Ae = ¢ — i prepsat takto:
o 1 A
[ e e np o) - file)] =2 [ ade A X = 22—
R 0 eksT 1 kBT
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(ksT) 0 eX +1

Po dosazeni a zintegrovani vyjde:
o0 I 2
de H(2) frn(c) / de H(e)+ T (kTP H 4 -+
0 0
Vnitini energie pti T' = 300 K se vypocita podobné, jako v predchozim prikladé:
U =2 [ dk <) frp(e(r)

Podélenim objemy V' a V' ziskdme hustotu energie:

dk ve sférickych dk
B _/ﬁg(k)fn)(g(k)) N ‘ soutadnicich ' _/_k e(k) fro(e(k))
Po zaméné proménnych k? = 2me/h?, dk = de m/ (h?k) vyjde vatah

2m3e
de eg(e) frp(€). 9() = g0V/(e) = \ g

Na tento integral lze vyuzit BethehO—Sommerfelduv rozvoj.
2 2 3
um goz ™ + g (k)5 Vi
Obdobnymi tvahami lze vyjadrit hustotu elektront:
2
— [ @ gerfroe) = mgn + 90
Pro hustotu elektronti plati:
3n 72 (kT \>
o sl T (L)
290 8 1
3
Chemicky potencial je pti T' = 0 K roven Fermiho energii, plati tedy 2—n =ep. PIiT=0K
9o

(/fBT) ; \/1/7

pak plati jesté u = ep = k1. Vyjde tedy
2 2 2 27 —2/3 2 2
S 1+§<7 = prep |1t S|~ ~ |(14a)" = 1+ka| = 1_ET_§
Vyjde, ze chemicky potenciél je pfiblizné stejné velky, jako Fermiho energie, protoze teplota
materialu je o dva fady mensi nez Fermiho teplota.
Zbyva dopocitat hustotu energie. Lze vyjit tfeba z podilu u/n:
y %90#5/2[1 52 T2+O< )] 3 1 5g2T2+O< )

T St [1+”2T2 +(9< )] ~5 1+ +O< )
Jiz z tohoto tvaru lze odhadnout, ze veliky zlomek bude prlbhzne roven Jedné. S vyuzitim
piiblizného vztahu (1 + a)~! &~ 1 — «a lze vyraz poupravit jesté takto:

3 1+57T T2+(9 T4 1 7T2T2+O T4 3 1+7T2T2
R —un — - — || = —un ——
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Po dosazeni chemického potenciélu vyjde
3 52 T?
U~ 55 ml+—

12 T2
Ze stejného diivodu vyjde vysledek témét stejny, jako pii 7= 0 K: u = 3,09-1071° Jm =3 =
1,93 eVm™S.



Jesté ma byt vypocitana tepelna kapacita elektronového plynu:
ou(T) 1 , T
Cy = o = §5Fn7r T2
Po dosazeni vyjde ¢, = 19 - 103 Jm3K™!.
Toto vsak nelze porovnat s tabulkovou hodnotou ¢4, = 25,33 Jmol ' K™, je tieba vyjadrit
objem jednoho molu elektronového plynu — V,, = N4 /n. Potom vyjde
Cp = %8FNA7T % =0,19 Jmol ' KL
Hodnota vysla nizsi, protoze elektronovy plyn ziejmé nese mensi ¢ast vnitini energie, coz
lze ovSem cekat, atomy, od nichz elektronovy plyn pochazi, nesou vétsinu hmoty, rovnéz se

pohybuji a byly zcela zanedbany.

b) Uréete chemicky potenciil dvourozmérného elektronového plynu.
Opét lze vyjit z integralu pro vnitini energii:
U =2 [ dk (k) frolc(h)

Podélenim dvojrozmérnymi objemy V' = (27”)2 a V = L? ziskdme hustotu energie:

n:/ﬂg(k)fm(g(k))z =/%ks( )frp(e(k)) = /de —fFD( )

272
9(8)

v polarnich
soufradnicich

Je tedy tfeba vypocitat tento nevlastni integral:

o 1
n:/ de -
0 Th? kBT—|—]_

Po substituci p(e) = kgT X, dp(e) = kgT dX vyjde

mkpT 970 aX L mkpT [ e T mksT L+ e*kaT)

n = 11m ——— — l1Im n = n e
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Vztah lze snadno obratit a vyjde
uh?x
p=In (ekaT — 1)
2. priklad

Najdéte reciproké mtizky a prvni Brillouinovy zény pro kubickou miizku prostou, prosto-
rové a plosné centrovanou. Porovnejte rozmeéry prvni Brillouinovy zény prosté mrizky s
mifzkovim parametrem a = 3 A a vlnova &sla typicka pro viditelné RTG zéfeni. Najdéte
souvislost primitivni bunky piimé a reciproké mrizky.

Oznacime-li bazové vektory piimé miizky a; a reciproké l;j, musi jejich skalarni soucim
spliiovat vztah

;- b; = 276,

Vytvorime-li z bazi matice A, B, musi spliovat vztah
ABT = 21K, kdeEZ-j = 6ij = B =2n (Ail)T

7 tohoto vztahu plyne pfimo i vztah pro determinanty téchto matic, které udavaji objemy
primitivnich bunék Vp primé a Vi reciproké mrizky:

VR = 87 3 / VP
Kubicka mrizka prostd
Bazové vektory jsou tvoreny tiemi hranami krychle.

a = (a,0,0) a 0 0 220 0
i = (0,a,0) p=A=1{0 a 0| =B=[ 0 22 0 X
@z = (0,0,a) 00 a 0 0 2%

Reciproka mrizka k miizce kubické prosté je zase kubicka prosta.
Brillouinovy zény piimé kubické prosté mrizky jsou Wigner-
Seitzovy bunky miizky reciproké, budou tedy podobné a budou l

to krychle s hranou stejné dlouhou, jako ma primitivni burika. Br. z6na kubické mit#ky prosté




Kubicka mrizka plosné centrovand
Baze je tvorena vektory jdoucimi z jednoho vrcholu do stfedt tii
nejblizsich stén.

_ (a a a a T r _
i = (5,5.0) 5 2 0 a a a
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Kubické mfizka plosné centro-
vana

Kubicka mrizka prostorové centrovand
Baze je tvorena vektory jdoucimi z jednoho vrcholu do stfedi nékterych t¥i prilehlych
krychli. Zvolme tfeba tyto

_ (aa _a a a _a T ow
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Brillouinova zéna plosné centrované Brillouinova zdéna plosné centrované

miizky miizky
Brillouinova zéna kubické plosné centrované mrizky je Wigner-Seitzova bunka prostorove
centrované miizky. Vznikne odkrojenim vrchold krychle v trovni ¢tvrtiny télesovych thlo-
pricek. Ma Sest sten Ctvercovych a osm pravidelné Sestitthelnikovych.

Obdobné Brillouinova zéna kubické prostoroveé centrované mrizky je Wigner-Seitzova
buiika plosné centrované mrizky. Snadno lze nakreslit, ze nejblizsi atomy k atomu ve vrcholu
krychle lezi ve tfech navzajem kolmych rovinach vzdy ¢tyti a jsou vSechny stejné vzdaleny.
Vznikly hranol je tedy pravidelny dvanactistén.

Kubicka mrizka prostorové centrovana

Pokud je miizkovy parametr kubické prosté mifzky roven ¢ = 3 A = 0,3 nm, je mifzkovy
parametr reciproké kubické prosté miizky roven b = 27/a = 21 nm, coZ je srovnatelné s
kratkovlnnym ultrafialovym zarenim. RTG zareni ma vlnovou délku krat$i nez 1 nm, je
tedy ke zkoumani vhodnéjsi.

3. priklad

Vypocitejte vSechny difrakéni uhly pro zareni s vlnovou délkou A = 0,1541 nm na krystalu
Si s miizkovym parametrem a = 0,54309 nm.

Kiemik ma kubickou mrizku plosné centrovanou s jednim atomem v uzlu a jednim posunu-
tym po télesové thlopiicce o ¢tvrtinu jeji délky. Reciproka miizka je prostorové centrovana
s témito bazovymi vektory:

l_),l - (%7%7_%)
112 - (%7_2%72%)
= (i E

Difrakeni thel lze vypocitat z Braggovy rovnice:

thkl siny = )\, dhkl = 2’/T/’é’
Vektor G = hby + kby + lby je reciproky. Pro vypocet jeho normy bude vhodné jej vyjadrit
v ortonormalni bazi:



h+k—l

L4 _ L2
G:%(nl,ng,ng), ny = =k ;»|G|:§ (hth—0)2 + (htl—k)% + (k+i—h)?

k—l—%— h

ng =
2
Kdyz se to vSechno dosadi, tak vyjde
sin ) = 21\/(h+k—5)2+(h+1—k)2+(k;+5—h)2
a

Hodnoty h, k,l nemohou byt libovolné. Vystupuji vSak ve strukturnim faktoru, ktery vy-
jadruje to, zda-li nastane difrakce.

_ 2 & (h+k+1l) = 4nneZ
F=1+e¢z0th0 = 0 & (h+k+1) = 22n+1)
1+i & (h+k+1) = 2n+1
Dalsi podminku na h, k, [ ur¢uje samotna Braggova rovnice. Protoze sin? < 1, musi byt
Vh+ k=124 (h+1—k)?+ (k+1—h)? < 2(=7,049).

Na pocitaci byly vypocitany tyto mozné thly:
0[]
14,2251
23,6581
28,0694
34,5756
38,2002
44,0300
47,4931
53,3750
57,0699
63,8036
68,4857
79,3975




2. soubor zapoctovych prikladl do cvi¢eni z Gvodu do fyziky pevnych latek
Tomé&s Zalezék
1. ptiklad - odhad $itky zakdzeného pasu v bodé M[Z, 7] 1. Brillouinovy zény v potencialu
U(z,y) = —4Uy cos 2? cos 2%@’

Amplituda pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v néjakém misté je dana vinovou funkei ¢ (7),
kterd musi splilovat Schrodingerovu rovnici:

h2
5 U] 00 = Bo(
Lze podle Blochova teorému predpokladat tvar reseni
(F) = €, 1(7)
Funkce u,;; je periodicka stejné jako potencial U. Potencidl i vlnovou funkci lze rozvinout
do Fourierovy trady:

_ Z U@eiéF, b(F) = Z \Ijéeﬂcf

Vektor 7 je z prostoru piimého, vektory E, Gz prostoru reciprokého.
Zde je vhodné provést samotné rozvedeni potencialu do rady

=33 G

Pro Fourierovy koeficienty plati tento Vztah
U(z,y)
1 a a d e27rix/a 4 efZﬂix/a e27riy/a 4 efZﬂiy/a i
Com=— [ da [ dy—4U, e’ (@ntyn)
a? 0 2 2
Jde o dvojny integral, ale jednotlivé slozky jsou nezavislé. Staci tedy vytesit integral

a 2mix/a —2riz/a a
/ 4 fa 4 g=2miz/ J2rienfa _ 1/ da <e27ri(n+1)x/a _‘_eZﬂi(nfl)x/a) _
2
0 0

2
1 e27rix(n+1)/a e27rix(n71)/a a ian (627rin _ 1)
2 [Qﬂ(n T 1)/a | 2m(n— 1)/(1} o 2m(n2—1)
Druhy vyjde obdobné, jen misto n v ném bude m. Dohromady tedy vyjde

Uonm(e27rin71) (627rim71)

O - 2
mn m2(n2—1)(m2-1)

Pro m = +1,n = %1 vyjde po dosazeni (v limité) Cyiy 41 = —Up, ostatni ¢leny budou
nulové.

D Vo, g, ZZG’ g Ve

Gi Gs
Po dosazeni do Schrodingerovy rovnice vyjde:

n? i(k—G)7
Z 2m( ‘1/G+ZU/ U —E];\IJG* e(k ) =0

Rovinné vlny vyjadiené exponen01alam1 jsou ortogonalni, nule se tak musi rovnat piimo
hranata zavorka:
h2

%( — G+ZUG el /:E_'\Ijé’ &

P1i pouziti intuitivniho poruchového postupu je postup nasledujici. Pti nulovém potencialu
U jsou vlastnimi funkcemi takovéto rovinné viny:

Vg (r) = e Eg = m
Je-li pfidan periodicky potencial, ktery je vSak maly, zméni se vlastni funkce v i vlastni
hodnoty F; malo. ProtoZe je pfidany potencidl vyjadien realnou funkci, spliuji jeho Fou-
rierovy koeficienty rovnost U_z = Ué. Lze pozadovat také nulovou stfedni hodnotu pro
snazsi vypocty Us_s = 0. (Zadany potencidl to spliiuje.)
Neporusenou vlnovou funkei 1ze vyjadrit Fourierovou fadou. V ni bude vystupovat c¢len

R2K?




S h?
0 (K—Go) 0 0
w(/’?‘)_e ) \Ij_‘_(SGG()’ Ek_z (k GO)
Plati k = K + GO. Vektor k je v 1. Brillouinové z6né, vektor K v ni byt nemusi (proto se
pri¢ita Gy), ale pro jednoduchost jej lze takto zvolit. Pak Gy = 0a
h2k?
0 0
\Ijé — 6@,67 EE -
Zapis odpovida nejnizsi energetické hladiné redukovaného pasového schématu, jejiz zménu
zkoumame. V jinych ptipadech budou kviili slabému potencialu Cinitele 1) 45 malé a ¢z_g
velky (— 1).
Ve vyse uvedené rovnici pro hranatou zavorku () tak zmizi soucet pies G':
h? h2k?
k—G +Uzg~ —V¥s
( ) G -G 2m

Z tohoto vztahu lze piiblizné vyjadrit ¥4 45 % onoho zanedbaného souctu:

Vg ~ e 2 — (k- G|

2
2m
Z rovnice () lze ziskat opravu energie. Nejprve je tieba dosadit.
FL2 Ué’/ U—é/ hZ 0
P T poa] am B

G+#0 2m
Oprava tedy ¢ini

BB = 3 B
o i [k — (F - G|
Pobli# okraje Brillouinovy zény (co# je i v zadaném pripads) se piiblizi k2 ~ (k — G)?,
stavy budou témér degenerovéany, a to 4x. (Je to ddno zadanim tlohy. M4 se vyzkoumat
sitka zakdzaného pasu v bodé M[7, 7], ktery lezi v rohu 1. Brillouinovy zény. Celkem ctyfi
vektory Go = (0,0), G1 = (2,0),Ga = (2,20, Gy = (0, 2) splituji rovnost k2 = (k—G)2)
Potom ziskdme rovnici: o o o
W(7) = \1,6eikf+ \Ijélei(kal)F_‘_ \IJéQGi(kaQ)FjL \Ijégei(kag)F o)

O oznacuje dalsi malé ¢leny pro zbylé G’ Jsou-li zanedbany, lze ziskat soustavu algebraic-
kych rovnic:

PR+ Ug Ve, +Us, Vs, +Us Vs, = Byl
U_¢,% + 3 - (k- Gl) Ve +UG GI‘IJGQ"‘UG —a¥a, = ¥
U_G2\IJO+UG1_ Ve + 2 i Sk = Go)? Vs +Us g, Vs = Eplg,
U—é3\I}6 + Uél—é3\I}G1 + UG2— 3\IJ G2 + 2hm (k G3)2\IJC_¥'3 = EE\IJ ¢l
Lze to vyjadrit i maticove:

L o Ug, Ug, Us, U 0
Ug, smk=C?—=E;  Us.g, Ugy-cn | | Yo, | _ |0
U_@2 Uél—@z %(k — G2)2 — EE L U@3_é’2 \Ijég 0
U_g, Ug, g, Us,—c, sk —Ga)* = Bp) \Va, 0
Nenulové feseni lze najit tehdy, je-li matice singularni, tj. ma nulovy determinant. Vypocet
bude jednodussi, nez se zd4, protoze vétsina clenti U bude nulovych, jen Ug = U_g, =
Ua,—a, = Ug,_g, = —Uob. Odpovidaji oném ¢tyfem nenulovym ¢lentim v rade vyjadrujici
potencial.
Pro prehlednost bude lepsi pouzit jiné znaceni:
A 0 E 0 A 0 E 0
0 B 0 F 0 B 0 E ) )
E 0C 0 |0 0 C-£X£ o| = (AC - EDNBD = E) =0
0 E 0D |0 0 0o D%

Navic jsou vSechny diagonalni c¢leny stejné, coz plyne ze zminéné ¢tyinasobné degenerace,
lze je oznacit napt. A= B = (C = D = AFE. Po dosazeni za F = —U, vyjde:
(AE? —UJ)? =0« AE = +|Uy|



Protoze AE = ZE _ vyjde
o R2k? R2k?
B, =B _AE =B 47
Rozstépeni hladin tvofici hledany zakdzany pas ¢ini 2|Up|.

2. priklad - koncentrace nosi¢ti naboje v intrinsickém polovodici

Hustotu nosi¢ti naboje v termodynamické rovnovaze urcuji integraly:

+o0o
n(T) = / de g.(¢) frp(e) pro elektrony

Ev
po(T) = / de gu() (1 — frn(e)  pro diry
e -1
fFD(E) = [GW + 1]
Hodnoty €. a €, oznacuji energie na spodku vodivostniho ¢i na vrchu valen¢niho pasu.
Pro ne prilis vysoké teploty spliiuji energie nerovnosti ¢, — > kgT a yu — e, > kgT'. Pak
lze zjednodusit:

Ec— oo E=¢cc
n(T) = N.(T)e Ept , NJ(T) = / de ge(e) e *87T

po(T) = PU(T)e_% , P,(T) = / dsgv(s)e_ig;

— 00
Hustoty energie jsou v obou ptipadech stejné, a to

32
c,v
gc,v(€) = 2|8 - €C7v| h37r2
Po dosazeni a zintegrovani vyjde:

1 (2mkpT\*?

Ne(T) = 4(?)

1 /2mykT \>">
RAT) = Z(T)

U vlastniho, intrinsického polovodice jsou hustoty stejné. Lze tedy napsat n.(T") = n,(T) =
n;(T). Této rovnosti lze vyuzit k odstranéni zavislosti na chemickém potencidlu pu, ktery
by bylo jinak nutné urcit. Tedy plati n; = \/n.n,. Po dosazeni vyjde:

_ B
n; = \ NP *T, FE,=¢c.—¢,

3/2 -
Ze zadani je zndma Sitka zakazaného pasu £, = 0,67 eV. Efektivni hmotnost elektronti je
déna tfeti odmocninou tenzoru hmotnosti. Uvedeno je my = 1,6m,., my = 0,08m.. Pro
diry je efektivni hmotnost izotropni, ale hodnoty ‘];SOU dvé: my,; = 0,044me, my,e = 0, 28m..

mr 0 0 3

m.=| 0 mp 0| =¢{/m2myg
0 0 m L

Efektivni hmotnost dér se urcuje takto:

= 4 m
Po dosazeni téchto hodnot a teploty T'= 300 K, pro niz se hustota hleda, vyjde:

n;(300 K) ~ 4,47 - 10* m—3

Efektivni hmotnost elektronti bylo nutno vynasobit jesté hodnotou 823 = 4, protoze ve
vodivostnim pésu se nachézi 8 minim: md? — Zizl mci/ 2,

3. priklad - kmity dvouatomového fetézce

Za 1kol je prozkoumat kmity linearniho dvouatomového fetézce se stiidajicimi se hmot-
nostmi M; a M; a s konstantami silového piisobeni sousednich atomt f vzdalenych od sebe
o a a najit disperni relaci w(k).



Vyhodné bude opét feSeni pies potencidl. Polohy atomii M; budou oznaceny u,;; a pro M,
UQj.
Harmonicky potencial bude tento:
gham = %Za [f(ulj - U2j)2 + (U2j - U1j+1)2}
Pohybové rovnice budou mit tento tvar:

. _ _ pyham "
Mlujl = - 8?‘1]_ = Mlujl = _f(ulj — u2g) + f(u2j_1 — U1J)
My, = —%5- Myiijy = —f(uay — ug;) + f(uzjy — uay)
Reseni lze ocekavat v tomto tvaru: o
ny Ael(k]afwt)
Uy; = Bei(kjafwt)
Po dosazeni vyjde (s vypusténim spole¢ného ¢initele e
—Ml(,UZAeikja — _f(Aeikja o Beikja) 4 f(Beik(jfl)a . Aeikja)

_MQ(,UZBeikja — f(Aeikja o Beikja) o f(Beikja _ Aeik(j+1)a)
Vydélenim dalsim nenulovym ¢initelem e'*7¢ vyjde tato soustava algebraickych rovnic:
Mw? —2f f(1+e*)\ (A (0
<f(1 +etihe)  Myw? — Qf) (B) B (0)
Reseni A = B = 0 neni uzite¢né, nenulova vyjdou tehdy, je-li determinant matice nulovy.
Podminka jeho nulovosti da tutu rovnici ¢tvrtého stupné:
My Mow* — 2 fw?(My + M) +4f? — 2f*(1 + coska) =0
Vyftesenim vyjde:
f(My + M) 1

k) = + My + My)2f2 — MMy f2[4 —2(1 k
w(k) M, M1M2\/( 1+ M)2 f 1Mo f? | (14 cos ka)]
Toto je hledana disperzni relace.

My M. M 1
Diky p = ]V-GITJ\Q/[z a = ﬁ; 1ze dosadit jesté My = pu(a+1) a My = %:

P A (I cos ka
w(k)—\/uiu\/l e 4~ 21+ cosha)

k
Po vydéleni hodnotou wy = \/% vyjde: w(k) = \/1 + \/1 - ﬁ [4 —2(1 + coska)].

Wo

Jesté lze zjistit, co se stane,
dosadime-li @ = 1, tedy
kdyz jsou hmotnosti stejné
(M
w

. )
i ] A T
L 1w 2

Upravou odmocniny s kosi-
nem vyjde:

_w(k) = \/1j:cos@
wWo 2

Dosazenim za wy =

Disperzni kiivky w(k)/wy

1.6

0.6

0.4

a=05 ——

La=0,7 e i, 2f /M vyjde vztah, jedno-
02T a=10 V2f /M vy] , jedno-
olo=18 | | atomovy jednohmotnostni

3 2 1 0 1 2 3 Tetézec s meziatomovou

k [nm™ vzdélenosti a/2.



