Priklady ke zkousSce ze statistické fyziky

Tomas Zalezak

1. Uvazujte dvoucasticovou soustavu se tfemi kvantovymi stavy s energiemi F € {0,¢
a 3¢}. Teplotu T soustavy udrzuje termostat.

(a) Zapiste vyraz pro stavovou sumu Z, ¥idi-li se ¢astice klasickym Maxwellovym-
Boltzmannovym rozdélenim a jsou-li rozlisitelné.
Jsou-li ¢astice rozlisitelné, je pocet moznych stavli poctem variaci s opakovanim
2. tiidy (protoZe mame 2 Eastice) ze 3 prvkl (mame 3 hladiny), tj. 3% = 9.
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Stavova suma je zavedena vztahery|

Z = Ze_ET/T (1)

T

Energie jednotlivych stavii oznacuje F,, pro niz plati:
Er = Z Nir&; (2)

Pro tento pripad je tedy F, = ny.e1+n9,.60+n3,£3. VSechny stavy a jejich energie
jsou shrnuty v prehledné tabulce vyse. Potom pro stavovou sumu dostaneme:

7 — eOe/T + eZe/T + eGe/T +92 (ele/T + e36/T + e46/T) (3)

(b) Nyni necht jsou ¢astice fizeny Boseho-Einstenovou statistikou.
V tomto pripadé jiz jde o kvantové castice, a ty jsou navzajem nerozlisitelné.
Pocet stavii je roven kombinaci s opakovanim 2. tiidy ze 3 prvki, tj. (3+§_1) = 6.
Stavova suma bude podobnéa jako v predchozim pripadé, jen stavy se stejnou

energii (tj. 2a4,3a7,6 a8 v predeslém pfipadu) nebude mozno rozlisit. Proto
7 — eOE/T + eQe/T + e6€/T + ele/T + eBe/T + e45/T (4)

(c) Tentokrat predpokladejme, Ze plati Fermiho-Diracova statistika.

Opét piijde o nerozlisitelné kvantové castice. Na rozdil od ptedeslého pripadu
navic plati Pauliho vylucovaci princip, ktery nedovoluje vice ¢asticim setrvat v
témz stavu. To vylouci stavy 1, 5 a 9 z prvniho pripadu a ziistane jen

7 — elE/T + eSe/T + e4<#:/T (5)

1 Zde je teplota T uvadéna v jednotkach energie, nikoli v kelvinech, Boltzmannovu konstantu lze proto
zvolit bezrozmérnou a rovnu jedné, tj. k& = 1. Pak je i podil E,./T v exponentu spravny a bezrozmérny.
Tato konvence bude dale pouzita vsude.



2. Mé&me jednorozmérny harmonicky oscilator s energiemi F, = (n + 3)hw, kde w je
charakteristickd frekvence oscilatoru a n € N je celé kvantové cislo. Oscilator je
termostatem udrzovan pti teploté 7.

Stavova suma je dana v takovém pripadé takto:

Z=Y et (6)

Zajima-li nas pravdépodobnost vyskytu stavu |i) > s energii F;, 1ze vyuzit zakladniho
predpokladu, ze vSechny mikrostavy v izolované soustaveé, jiz zde tvotri harmonicky
oscilator a termostat, jsou stejné pravdépodobné. Prvni z nich (oscilator) mé energii
E, entropii S a hustotu stavii I', druhy (termostat) E’, S” a I". Plati

E+ E = Ey=konst., S+ 5 =S5y=konst., T'(E)'(E') =Ty =konst. (7)

Entropie S je logaritmus hustoty stavi, S(E) = InT'(E).

Pro stav |i) a hustotu stavii termostatu plati:
I'(E, — E,) = oS (Bo=Er) oy o5 (Bo)= 857 Br _ o' (B0)q=Er/T _ [¢o=Er/T _ P (8)

Veli¢ina P, urcuje, kolik stavii celé izolované soustavy pripadé na diléi soustavu (zde
oscilator) a ma vyznam pravdépodobnosti nalezeni takového stavu. Pravdépodobnost
je vhodné normovat takto

S h=1=YCe s 0=1/7 (9)

P1i secteni vSech pravdépodobnosti se objevila stavova suma, pravdépodobnost nale-
zeni jednoho stavu je tedy dana vzorcem

—E,)T oFr/T

€
= w7 (10)

P,

(a) Jaky je pomér pravdépodobnosti nalezeni oscilatoru v prvnim excitovaném stavu
ku pravdépodobnosti nalezeni v zédkladnim stavu?

Pouzijeme odvozeny vztah pro pravdépodobnost:

—E1/T
B e P2 eyt _ (1)
Py e B/T/Z
(b) Jaka je stfedni hodnota energie oscilatoru jako funkce teploty 77
St¥edni hodnota je ddna obvyklym vztahem (E) =" P, E,.
Yoo Bre T T d N g T7dZ d
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(E) Z; 7 7 dT Oe 7 dT ar

(12)
Zde je vhodné zminit zavedeni volné energie F:

Z=e T =IZ=-F/T (13)

Potom dostaneme

(E) :TzdiT (——) =F-T—(=F+TS=E) (14)



Podafrilo se tedy odvodit vyraz, ktery ma rozmeér energie. Zbyva tak jen vyjadrit
volnou energii F' ze stavové sumy.

hw

oo
e 1
. —E)T _ —(r+ ) ho/T _ e —rhw/T _ € 2 _
7 = E T E e —e 2r e = — = —
r=0 r=0

l—e 7T e2T — e 2T
(15)
Pak dostaneme pro volnou energii:
F=-TInZ=Tln(e* — e ) (16)
Pro stiedni hodnotu energie dostaneme?]
dF  hw 3 hw hw
(E)=F -TS% = —W—GZ = = cotgh (17)

Jako urcitou kontrolu spravnosti lze pouzit fakt, ze pfi nulové teploté by méla
byt energie oscilatoru rovna energii zakladni.

hw . hw
(B = o Th_{BIJ cotgh o (18)
Provérme:
i el/e ye-l/e i e eZy—l—l_l. e?y—lJr 2 1
220 ol/e — o-1/z y1—>r<r>loey—e*y _yl—g}oe%—l _ygrolo e —1 ew—1)
(19)
Skutecné plati
hw
(E)lp_gy = 9 (20)

3. Pro dvourozmérny idealni kvantovy nerelativisticky plyn najdéte tepelnou kapacitu
pro pevné danou plochu.

Nejprve vyjadfeme stavovou sumu kvantového plynu obdobné jako ve vztahu (|1)).
_Q/T Ze (Er—uNy)/ (21)

Energie jednotlivych stavi je uréena vztahem (2] . Ve vztahu (21)) je navic chemicky
potencial u, polet ¢astic ve stavu |r) uréuje N, = Z Ny

N
_ b
N {01} § gy PEO bOSOy
e—Q/T H Z e—nL ei—p)/T _ Nz:l (22)
i=1 n;= H (1+e /M) pro fermiony
i=1

Horni mez souctu v je oo pro bosony a 1 pro fermiony. Po dalsi ipravé vyjde
konec¢ny vztah:

Q=4T) In(1ge Em/T) (23)
i=0
Horni znaménka prislusi bosoniim, spodni fermiontim.

Pro dalsi vypocet lze predpokladat, ze energiovych hladin je velmi mnoho a jsou od
sebe pomérné malo vzdaleny. Priblizné lze tak soucet nahradit integralem.

> [ oo

2 Je-li F = Tn f(T), pak F = T = F = T'n f(T) — T2 & In f(T) = —12 LT



Energii nerelativistickych castic urcuje vztah:

PR T

k= (kg ky) = Z(nx,ny), Ng, Ny € N. (24)

- 2m 2m
Vinovy vektor k je prvkem reciprokého prostoru a na jeden stav pripada obje
(r/L)? = w%/V, pti éemz V zde ponékud neobvykle oznacuje plochu (to aby se
nepletl s entropii S). Hustota stavii p(k) potom ziskdme jako pfevracenou hodnotu
tohoto objemu:

v
o(k) = 75 (25)
Dostaneme tak integral
> Vv ~ (B2 )T polérni soufadnice
— 2. om M — —
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= 472

= 77 (B, F)1(p/T) (26)

Veli¢ina () se jmenuje Landautv potencial. Pokud se vratime zpét k rovnici ,
miizeme ukazat, jak z néj ziskame hledanou tepelnou kapacitu.

Q=-Th) e /T = Tz (27)
Potom
00 _ Q _Toz _Q 3, Zgre T Qo (B uN)
or T ZdT T Ze(E —uN)/T T B
Q— (F — uN)
— 28
- (28)
89 ZT %e_(E’I’_MNT)/T

o = T emr = M =N (29

Pomoci téchto rovnic lze vyjadrit energii:

0 0

3 Veli¢ina L je hrana krychle nepropustné omezujici ¢stici, pro niz je feSena Schrodingerova rovnice da-
vajici vilnové funkce. Jde o tzv. Born-Karmanovy okrajové podminky, které davaji feseni, jez poté skladame
podle Blochova teorému. Podil /L uréuje rozmér Brillowinovy zdny.



Nyni pfipomene 1. termodynamicky zakon ve vhodném tvaru pro tento pripad:

E =TdS — PdV 4+ udN, E =06Q + W (31)
7 néj plyne nékolik uzite¢nych rovnosti:
oF 08 ON
or = Tor tiar (32)
oFE 08 0N
= = 7= 33

Nasleduje nékolik ponékud umélych uprav:

0F OF _OE OF
E = E- Ta—T—u%Jr T T Hhan =

o 0 9S  ,ON_ (ON S
= (1 -T——p=— | E+T* = + > —T =
( T ”au> AT T o ”(acr*a )

_ <1_T3_M3>E+T{0(TS) s]w[%_ﬂﬁwu ATS) _

ar "o aT ar Mo
= —TS—uN+ 1—Ti— 9 E+T3(TS+ N) + 2(TS+ N)
- a ar  Mou aT P T Ha, a
0 0
= (1—T8—T—uau> (E—-TS — uN)
Srovnanim s rovnici (30]) ziskame
Q=FE-TS —uN (35)

Diferencovianim dostaneme:

dQ = dE —d(TS) — d(uN) = TdS — PdV + pdN — TdS — SdT — pudN — Ndy =

= —=S8d7T — PdV — Ndu (36)
7 toho plyne
0N o) o)
=S —=_p ———-_N 37
or oV ol (37)

Tepelnou kapacitu pri konstantnim objemu najdeme z 1. termodynamického zakona
tvahou. Soustava si vyménuje teplo s okolim (6(Q)), objem soustavy se neméni
(V = konst.), nekond se tedy prace (6W = 0). Je-li soustava uzaviena, neméni se ani
pocet Castic unitt (N = konst.). Potom plati:

oF oS

== =7Z|V,N=-T
37}, = a1

00
01?

Cy = V, N (38)

0T |
Staci tedy zderivovat Landautiv potencial dvakrat podle teploty a upravovat
funkce (B,F),(u/T).

Nejprve tyto zvlastni funkce derivujme:

n

*° T
B.F).(y) = doe ————
N A 3
d d [ " 0 d 1
“(BF),(y) = — | d T N S
dy( Flaly) dy Jo “TevEi /0 T dye v
o0 d 1 " >
= — [ deza"— = 39
/0 o drervF1 {ex—y:FIL i (39)

(34)



Nejprve vypoctéme entropii:

§= =02 = T 9T (B,F)(/T) ~ u(B.F)o(i/ ) (41)

Nakonec urceme tepelnou kapacitu pti konstantnim objemu:

oS
oT |y,

Vm
2h27r

cy = 2T(B,F)1(u/T) = 2p(B, F)o(pe/T)] (42)

(a) Pifpad vysokych teplot pro fermionovy i bosonovy plyn. Pro T — oo a & — 0
je nutno vypocitat rozvoj v y — —oo:
(B,F),(y) = /Ooda:gc—n = /Oodxx"ey“’”;
H )= 0 eevTl 1Fev?
— / dr eV =< Z(il)l(eyfx)l — Z(il)zlezy/ dz xnefiz —
0 i=0 i=1 0
=t | s iy [TdEt
N ‘ de = dt/i ‘_Z(il) ¢ /0 P
=1
i—1 eiy

= T(n+1) i(il)‘— g (43)

Pro (B,F)o(y) hleddme soucet fady: E (£1)"'=— = FIn(1 F x). Diikaz obra-
i
i=1
cenym piimym vypoctem:

Fln(lFz)= /dxdiln(mx /dx /dmz (1)’ _Z(ﬂy 1"’”

Pro (B,F):(y) mame Z (£1)° , souCtem této rady je polylogaritmus.

Vise uvedené funkce by stacﬂo dosadit do , vysledek by vsak nebyl nazorny.
Lze vsak rozvoj omezit a funkce (B, F), invertovat. Spo¢itejme napied jesté
pocet c¢astic z Landauova potencialu:

99 TVm
N =22 T (B Pl T) (44)
Dale plati
N 2h2m eV e
_ vy~ 4 Z
(B = = o ~ 1) (02 5+ ) (45)

Zde x zastupuje funkce (B,F)q. Zvolme piiblizeni do 2. fadu e¥ = = + f(z) a
dosadme do (45)):

2 2 - 2 e
x-l—f(x)ﬂ:W:xf:oﬂx)(liw)i%zof:O T

Méme tak vyraz pro e = e#/T:

2 2
et/ :x¢% = % =In (x$x—) =In |:1’ (1$g)] = lnz+In (1¢g) xlnzlc:FE
(47)



Nakonec zbyva jesté dosadit za e do (B,F);:

(B,F)1(y) =~ T'(2) {eyiﬁ} :x¢x—2i@ zx$xz2 (48)

Nakonec vSe dosadime do vztahu pro tepelnou kapacitu:

2 2 2 2 2
o — {QT(x:FI—)—ZT(lnx:F%) ]_2Ni£”h _Nln <N2h >

2h%m 2 V 2mT V-mT
(49)
(b) Piipad nizkych teplot pro fermionovy plyn.
PlatiT — 0 a % — 00, je zde tieba udélat rozvoj pro ylgglo F.(y):
Fn(y) - /O dz —el‘—y 11 = de = dz
0 n 00 n
—y e’ +1 0 e’ +1
Y _ n .z 00 n
_ / dzﬂe_+/ R
0 e *4+1 e* 0 e +1
[e'e) n Yy Yy _ n
= / dz<z+y) —I—/ dz (y — 2)" — dzuz
0 e +1 0 0 e +1
oo Y n __ _ n4+170
v /dz(y+Z) =2 [=2)
0 e +1 n+1 |,
LY L e
= Y z =
n+1 0 e +1
yn+1 5 L ood > yn+1 5 lF
= n— PN n— 0) (50
n+1+ny /O zez+1+ n+1+ny 1(0) (50)
Vyjadieme jesté zvlast hodnotu funkce v nule:
0 dz 2" o 1
F.(0) = / == :/ dzz"e™”
e’ +1 0 1+e*
= / dz 2" Z 1)/~ te7* :Z( l)jl/ dz z"e 7"
J=1 0
+1)
- Z n—i—l (51)
7j=1
Vyuzijeme Riemannovy zeta-funkce:
1
C(s)=)> — (52)
n=1 n

Pak dostaneme:



Pak F(0) = 3T(2)¢(2) = n?/12. Ze vztahu (50) je pak pfimo vidét, ze:

Foly) =y (55)
y? y: 72
F = = +2F =+ —
) = LR =L +7 (56)
To lze nakonec dosazdit to vztahu pro entropii (41)):
Vm vt ol ) VmT
271%[ <2+6> Y i 6 (57)

Vysledek pro entropii neni zbytecny, takto mtizeme ovértit, ze spliiuje 3. termo-
dynamicky zékon, tj. }}H%) S(T) = 0. Tepelnou kapacitu snadno vypocitame:

oS
=T

T Vmm
V.N 6h?

(58)

4. Priklad 4

5. Je dana soustava N slabé na sebe pisobicich c¢astic s teplotou T vysokou tak, ze
Ize uplatnit klasickou statistickou mechaniku. Céstice maji hmotnost m a vykonavaji
jednorozmérné kmity kolem rovnovazné polohy. Za tkol je najit tepelnou kapacitu
soustavy pro ptipad vratné sily: a) F'= —Cx, b) F = —Cz?.

K feseni pouzijme Einsteintiv model, v némz castice kmitaji nezavisle na sobé.

Pro stavovou sumu plati vztah:

N
—F/T Z eE /T H Z e—m&z‘/T (59)

=1 ny

Energie je dana souctem energie kinetické a potencialni, potencialni energii zase urcuje
vykonana prace po dané draze.

2 2 x T e 2
P P de:{ a) [, dzCz = C2?/2 (60)

E=ontV=9n" [Faics = Ca*/3

2m 2m 0

V dalsim kroku je tfeba nahradit integraci pres fazovy prostor. Pro snazsi vypocet
uvedmé nejprve postup pii feSeni dvou integrali:

A P A R e RSP

/oo doe o =| * 7 v t/az 1| = /OO i15_%e>‘t = i‘%’) = L%) (62)
0 de = disztsas o 3as IVa  Ya
Vyfe$me nejprve piipad pro vratnou silu F' = —C'z, tj. pfipad a):
N N N
Oodx - +%x2>/T 1 T [T o, T |m
I\ [ 55 | E{Qﬂh/we”/o“ |- (@/e)
(63)

Potom plati pro volnou energii:

T N 1 /m
F:—Tan:—Tln(Ei ) :—TN[lnT—Hn(E 5)] (64)

o3



Entropii dostaneme takto:

oF 1 /m

Tepelnou kapacitu pii konstantnim objemu je:

cv:Ta—S

57| =N (66)

v

Ted spoc¢itejme obdobné totéz pro pripad b), silu F' = —Cz?:

N N
1 o 2 [T _cos mT 1 4\ /2T
Z = _— d T 2m d - x = ——F — —_— 67
H{%h/ope T/Ome”} V 2r 2n <3>VC (67)
Potom plati pro volnou energii:
5 1 4 2 "
m 3
F=-TnZ=-TN{=-InT+1 ——I' (= — 68
" R AV 7 (3) C (68)
Entropii dostaneme takto:
oF 5 5
=——=N|-InT+In(--- -N
S 3T [6 n7 + In( )} + 5 (69)
Tepelna kapacita pii konstantnim objemu je:
oS 5
=T —| ==N 70
V= ar], 6 (70)

. Urcete tepelnou kapacitu grafitu s pouzitim velmi jednoduchého modelu s anizotropni
krystalovou strukturou. Kazdy atom uhliku mtze kmitat kolem rovnovazné polohy
ve tfech rozmérech. Vratné sily ptisobici v krystalové roviné jsou velmi velké a vlastni
frekvence w téchto kmiti jsou tak vysoké, Ze odpovidaji energiim vysoko nad 300 K.
Naopak ve sméru kolmém jsou frekvence w; nizké a hluboko pod 300 K. Na zakladé
tohoto urcete cy pri teploté 300 K.

K fesSeni lze pouzit Einsteintiv model podobné jako v pfedchozi tiloze, jen tentokrat
jde o trojrozmérny ptripad. Zvolme soutfadnice tak, ze krystalové roviny, v nichz ptisobi
silné vratné sily, jsou rovnobézné s rovinou xy.

Pro energii jednorozmérného oscilatoru plati vztah:

By=(n+ %)m (71)

Stavovéa suma je pro jednu ¢astici potom ddna vzorcem ([15))

o0

1 1
Zy=Y e = (72)

[ “he T o 1 hw
e2T — e 2T ZSlnhﬁ

n=0

Pro celou soustavu, ktera je trojrozmérna, dostaneme vysledek soucinem tii téchto
vysledki s frekvencemi wy, w|,w; a umocnénim na N.

1 1 1
7 = (73)

hw hw : hw
inh =l 92 ginh = 2 sinh ==+
2sinh - 2sinh -5 o7




Pro volnou energii potom dostaneme:
hw hw
F=-TlhZ=TN (2 In 2 sinh 2—T” +In2sinh 2—;) (74)

Entropie je urcena takto:

F hw
S = _Z_T = —N (2ln2sinh2—T” + ln2sinh%)
hwy '\ Twy hw, '\ hw.
Tepelna kapacita je urcena takto:
o @ B 2N (th)2 N (hwl)2
v orT Sjnh2 % 4772 sinh2 % 47?2
fos 2 b 2
= N 2| — | + | (76)
2T sinh 2—T” 2T sinh 7

Ze zadani mame hw| > kp 300 K a hw, < kg 300 K. Potom pro T' ~ kp 300 K:

th h(.UJ_
—>1 —1
2T > 5 2T <

Mizeme pouzit tyto limity k dalsim tpravam:

) x d/de .. L
alclg(l) sinhz alclg(l) coshz ! (77)
. x . 1/t ajat —1/t? . 1
1 = 1 = =lim ——=0 (78
+oo sinh @ 20 sinh 1/t i —(cosh 1/t)/t? 200 cosh @ (78)

Limita zrusi prvni ¢len v (76), limita je rovna jedné a vztah pro tepelnou
kapacitu piejde v jednoduchy tvar

Cy = 2N (79)

. Elektromagnetické zareni teploty T; vypliuje tepelné izolovanou dutinu s objemem
V. Jakou bude mit teplotu 7 po kvazistatickém zvétSeni objemu na 8V'7

Kvazistaticky déj se sklada z pomalych zmén, pti nichz je soustava stale v rovnovaze.
Neméni se hustota stavii, tedy ani entropie (S = konst.). Soustava je navic tepelné
izolovana.

K vypoctu bude tieba nalézt vztah pro entropii, o které vime, Ze je konstantni. K
odvozeni je potreba nalézt Landatv potencidl takovym zptisobem, jako to ukazuje
vzorec , ovSem s touto disperzni relaci pro ultrarelativistické castice:

E = pc = hke, k= (kg Ky, k) = %(nx,ny,nz), N, Ny, Ny € N (80)

Hustota stavi je zde
v
p(kﬁ) = F?
na rozdil od jde o trojrozmérny piipad.

(81)



Staci tedy obmeénit integral , tentokrat jen velmi struénéﬂ:

<,V sférické souradnice
_ 3. —(hkc—p)/T —
€2 = :I:T/Odkﬁ In(1¥e ) jeden oktant
7r/2
S s k = E/he
— - e~ (fke=p)/T)\ —
iT/ /d@sm@/dk‘k‘ ln ) ‘dk — dE/he
dEE? E = XT i
_ ~(B-p)/TY _ ipp
- T27r3/0 (he) o (15 )_‘dE — dXT |
; 1% X3/3 A7V
i.p.p 4 4
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Jednou z podminek pro rovnovazny stav je miniméalni hodnota volné energie.

F(T,V,N) = E(S,V,N)=TS = dF(T,V,N) = dE — d(TS) = —SdT — PAV + udN

(84)
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Potom se velmi zjednodusi vztah (83)) do podoby
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7 toho plyne:
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Po skonceni déje bude mit fotonovy plyn (eletromagnetické zareni) v dutiné poloviéni
teplotu.

4 Landautiv potencial pro fermiony nés v tomto piipadé sice nezajim4, jeho zahrnuti ve vztahu vsak
ni¢emu nepiekazi a mize se hodit nékdy jindy.



