Jak prochazi svétlo soustavou ¢astecné propustnych zrcadel?

Kdyz svétlo prochazi polopropustnym zrcadlem, polovina svétla projde a polovina se
odrazi. Co se Véak stane kdyz ta,kovych zrcadel mame Vic za sebou a kdyi nebudou pré,vé
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zrcadla za sebou jen dvé, prvni propoust1 svétla A a druhé B. C‘lsla Aa B jsou mensi nez
jedna, zrcadla tedy odrazi ¢ast svétla1l— A al— B.
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Na prvni zrcadlo ptichéazi svétlo s intenzitou 1 a prochézi ¢ast 1 - A, druhym zrcadlem
pak projde 1- A- B. Na prvnim zrcadle se odrazi ¢ast 1 — A, na druhém A - (1 — B). Svétlo
odrazené na druhém zrcadle dopada zpét na prvni zrcadlo, kde projde A-nasobek, tedy
A-(1-B)-A= A%*1 - B), ¢ast se odrazi, totiz A- (1 — B) - (1 — A), a dopadne opét na
druhé zrcadlo, kde ¢ast A- (1 — B) - (1 — A) - B projde, ¢ast se odrazi zpét a tak to jde
porad dal a dal. Pti pohledu na obrazek je vidét, ze zrcadlem projde tato cast svétla:

P(A,B) = AB+AB(1—A)(1— B)+ AB(1— A)*(1— B)? —ABZ (1—A)"(1—B)"

Zde se objevuje geometrickd fada a jeji soucet je roven

1 AB

7D<A’B):’4“91—(1—14)(1—19) T A+B-AB

Cést svétla se odrazi:

O(A,B) = 1-A+A’(1-B)+ A*(1-A)(1-B)*+- - = (1-A)+ A*(1-B) > (1-
n=0

Soucet je roven

A*(1-B)  A+B-AB-A’-AB+A’B+A’-A’B  A+B-2AB

OA,B)=(1-A)t—p 5= A+ B - AB ~ A+B-AB

Snadno lze ukazat, ze soucet odrazeného a proslého svétla da jednicku, to je takove mala
zkouska spravnosti:
A+ B —2AB AB _A+B-AB

O(A,B)+P(A7B)=A+B_AB A+B-AB A+B—A4B |

Muzeme cerstveé odvozené vztahy vyzkouset. Co se stane, kdyz mame dvé polopropustna
zrcadla? Potom je A = B = 1/2, po dosazeni zjistime, ze P(A, B) =1/3 a O(A, B) = 2/3.
Takze dvéma polopropustnymi zrcadly projde jen tietina svétla, zatimco dvé tfetiny se
odrazi. A kdyz budou zrcadla tfi?



Pokud je zrcadel vice, miizeme zkusit spocitat jejich propustnost vzdy po dvojicich
sousednich zrcadel. Kdyz jsou zrcadla tii, tak prvni dvé zrcadla se chovaji jako jedno
tfetinopropustné zrcadlo (A = 1/3), druhé je obycejné polopropustné (B = 1/2). Kdyz
zkusime dosadit tyto hodnoty, vyjde P(A,B) = 1/4 a O = 3/4. Je to spravné? Zvolili
jsme prvni zrcadlo jako tfetinopropustné (vzniklé ze dvou polopropustnych) a druhé (ve
skutecnosti) t¥eti bylo popopropustné. Pokud to provedeme obracené, dostaneme stejny
vysledek.

 AB BA
A+ B—AB B+ A—BA

Tak jsme dokézali, Zze na poradi zrcadel vysledek nezavisi, tj. jsou komutativni.

Dalsi otazka vyvstane, kdyz budeme mit ¢tyfi polopropustnd zrcadla. Bude ziejmé
jedno, jestli je pfevedeme na trojici zrcadel (jez vytvori étvrtpropustné zrcadlo) a jedno zr-
cadlo, nebo na jedno zrcadlo a trojici zrcadel, v obou pripadech nam vyjde pétinopropustné
zrcadlo, P = 1/5, 0 = 4/5. Kdyz soustavu prevedeme na dvé dvojice polopropustnych zr-
cadel, vyjde také P =1/5, O = 4/5. Ukazeme, ze to plati obecné.

Méjme ctyti zrcadla s propustnostmi A, B,C, D. Hledame celkovou propustnost P.
Sdruzme zrcadla po dvou a oznafme propustnosti téchto dvojic po fadé E = P(A, B)
a '="P(C,D). Pak P="P(E, F). Nyni zbyva jen dosadit do vzorci.

P(A, B) = P(B,A), obdobné O(A, B) = O(B, A)

ABCD

P EF - (A+B+AB)(C+D+CD)
- — __AB CD ABCD
E+F+EF ATB+AB T CiD+CD ' (ATBFAB)(C+D+CD)

ABCD
ABC + ABD + ACD + BCD + 3ABCD

Seskupme nyni zrcadla tak, Ze posledni tii budou pohromadé s propustnosti G = P(B, F)
a prvni A bude zvlast. Hledejme nyni propustnost P’ = P(A, G).

C
G — BF — C+BD+DCD
B+F+BF B+ 57525 + 7555
B BCD
~ BC+BD+CD+2BCD
) AG ABCD
L e By T Ay T BCD -
+ ( + )BC’+BD+CD+2BCD

ABCD
ABC + ABD + ACD + BCD + 3ABCD

Ukazuje se, Ze propustnost vysla stejné, tedy P = P’. Stejnym postupem bychom mohli
seskupit prvni tfi zrcadla a k nim pridat ¢tvrté a opét bychom dostali néjaké P’ = P.
Dokéazali jsme tak asociativitu, a to zcela obecnou, protoze A, B, C, D mohou zastupovat
libovolné soustavy zrcadel.

Nyni je na misté si polozit otazku: ,K ¢emu jsou tyto vztahy vlastné dobré?“ Muzeme
pomoci nich ukéazat, ze fada propustnych zrdacel odrazi tim vice svétla, ¢im vice téchto
zrcadel je. Méjmé tieba polopropustna zrcadla. Jsou-li dvé, jiz vime, ze P (1 l) = % Také
vime, ze P (3, 1) = 1. Kolik je P (£,3)?

1
P <l 1) _ n 2 —
) T, 1 _ 1. 1
n 2 ST =53 n+1
Tento vztah je rekurentni a tika, ze n polopropustnych zrcadel propusti n+r1 svétla a zbytek
odrazi. Pokud tedy mame na sobé mnoho i tfeba jen slabé odréazejicich vrstev, neprojde jimi
téméf zadné svétlo a mnoho se ho odrazi. (N&jaké se také pohlti, coz zde nebylo zapocteno.

Stejné tak nebyly zapocteny interference.) Podobné lze vysvétlit to, ze snih odrazi svétlo
(a jevi se bily).




Piedchozi vztahy nezahrnuji interferenci. Pokud by byl vypocet proveden pro komplexni
amplitudy a byla by zohlednéna vlnova délka prochazejiciho svétla, projevila by se. Zrcadlo
necht propousti z jedné strany amplitudu imérnou p a odrazi umérnou o, z druhé strany
obdobné — p', o’. Matice téchto souciniteltt musi byt unitarni.

J= (p, 0,); J =t
o p
Potom musi platit:

v - P 0 p* 0/* B 1 0 B p* 0/* D 0
JJ _E_ J J:> (O/ p/> <0* p/*> - (O 1) - (0* p/* 0/ p/

7 tohoto soucinu matic vyjde nékolik vztaht
>+l =1 PP+ =1 pP+P=1 [P+ =1

Z téch potom plyne, Ze |p| = [p/|, |o| = |0'], o] = /1 — |p|?, |0'| = \/1 — |P/|>. Lze to zajistit
napft. volbou p € R, 0 =iy/1 — p? € I, obdobné pro ¢arkované soucinitele.

Nyni zapisme, jak bude prochazet svétlo pres jediné zrcadlo. Amplitudu pfichézejicitho
zafeni oznacme ay, odchézejiciho b;. A na druhé strané at je b, amplituda zafeni prichaze-
jiciho a as odchazejiciho. Pro jednotlivé ampliduty pak musi platit takovéto vztahy:

— 1_p o 1 _J
ag = pay+ O:bz LT 0, by v L T A
by = oa;+ p by by = CLQI—) — bZT + b2p b1 » pp =00 5 by

Pokud by néas nezajimala interference, bylo by mozné takto poskladat libovolné mnozstvi
N zrcadel. Amplitudy v tomto pripadé spliuji vztah s touto obecnou matici Z:

(al) _ (211 212> <azv)
by Zo1 222 by

Polozime-li potom by = 0, coz plati tehdy, nezaii-li z druhé strany na zrcadla nic, vyjde
toto:
ar = zuan; by = zmayn

Srovnanim s matici pro jedno zrcadlo ¢i stejnou tvahou, kterd k oné jednozrcadlové matici
vedla, vyjde ay = pa; a ziejmé p = 1/z1, coz je soucinitel propustnosti pro amplitudy
pro celou soustavu zrcadel. Lze c¢ekat, Ze odrazivost bude vystupovat ve vztahu b, = oa,.
Vime, Ze plati by = z91ay. Pokud z prvniho vztahu dosadime ay = a1/z11, vyjde by = %al.
Cekame, Ze % = 0, mélo by tak platit, Ze 291 = 0/p, coz stoji i v matici pro jedno zrcadlo.

Tyto vztahy vsak plati pro amplitudy. Intenzita zareni je imérnd druhé mocniny ab-
solutni hodnoty amplutudy, stejny vztah plati i pro soucinitele propustnosti a odrazivosti

pro intenzity. Tedy
2

~ _ _ z

P = |JU|2 = |21 % 0= |0|2 =|=

211

Na interferenci se zatim opét nedostalo, to 1ze ale snadno napravit. Je-1i zrcadel vice, méni
se mezi jednotlivymi zrcadly faze viny. VInu mtzeme vyjadiit tfeba takto:

Yo (z,t) = Ate=@Y  ye sméru rostouciho =

Y_(xz,t) = Be k=Y na druhou stranu
Ptvodni vztah pro prichod vinéni zrcadlem je dobré trochu preznacit:
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/
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Mezi a1, by a ag, by dojde k fazovému posuvu.

_ a g (mty) k(1 —z0)—w(ti—
ay = Yy (21, t1) ay = Py(ze,ty) g_; = wigx;tég = ellttnme) el =tz)]
by = Y_(x1,t) by = Y_(x2,12) lb,—; = —525522) = g ilk(z1—z2)—w(t1—t2)]

Oznadéime-li zménu faze €', pak pro to — t; plati ¢ = k(zy — z1) = kI, kde [ je vzdalenost

zrcadel. Potom vyjde
ai o e ¥ 0 as
[_)1 a 0 ei‘P bg

Toto lze konecné sloucit s predeslym vztahem, pro jeden priichod zrcadlem a prostorem
mezi zrcadly nakonec plati

Z1

.

—ipo i pp’—o00’
b e ve  elfi b2
Tyto matice 1ze skladat podobné jako v predchozim prikladé.

Nyni muzeme zkusit prozkoumat interferenci. Pro jednoduchost ptjde o fadu stejnych
zrcadel ve stejnych vzdalenostech. Vysledna matice pak bude spliovat toto

Z=2): 7,=SZpS'=Z=(SZpS )N =8ZNS*

Matice S, S~! jsou takové, ze diagonalizuji matici Z; do tvaru Zp. Matici 2 x 2 lze diago-
nalizovat tfeba takto:

LO) e 2 (L =27 _ (20 0
=2 1) \zm 222) \0 1 ) 0 29— 2222

J/ (.

T-1 Zl S ZD
Matice Z; je vSak hermitovska (r,r" € R;o0,0" € 1), takze z9; = 2}, = —z12. Potom je

T-! = S~! Matice Z je potom urcena timto vztahem:

N 2 2 2
z N _ |z1]® _ 1P \N oz _ lz=1P\N
7 — (1 ﬁ) <11 0 ) 1 0 _ <11 22 (222 211 ) Z11 <222 Z11 )
= _ |zl 2 - z lz211% \ N 221 \N
0 1 0 22 211 z11 1 —= (’222 - ) (222 B )

211 Z11 211

Porovnanim dostaneme vztahy pro tuto ulohu:

2 2\ N
_— N ’2’21| |Z21’
P = |F11 7 >3 g2 — T
211 211
2
— 2L (55) — \Zzl\z)N
~ _ 211 211
0
2 2 N
SN |221] Yoo — |z21]
11 23 22 z11
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Mizeme postupovat také jinak a zjiStovat odrazivost potencidlové stény s vyskou V| t;j.
vytesit Schrodingerovu rovnici:

d ) ylk
iﬁg¢(x,t) = Huy(x,t) V2 T, .
- :
- 2 v ) o L TN
2m - 0 a <
d h? d?
171&1/1(%75) = o4 (z,t) +Y(2)Y(a — 2)V
v

Tuto lze vysSesit separaci proménnych, tj. pfepsanim vlnové funkce do tvaru ¢ (z,t) =
X (x)T(t), ¢imz se rozpadne rovnice na dvé jednodussi:

T " Xae
ih— = Vir)=F
= "gm x V@
Casova slozka ma feseni T'(t) = e /" = e~ , = E/h, polohova slozka uz zavisi na

potencialu. Ten se vSak méni skokem, takze lze snadno TeSeni rozdélit na tii pripady, kde
ki = ks = V2mE/h,ky = ﬁ%f_Vm

X(x) = Y(—2)X1(2)+Y(@)Y(a — 2)Xo(z) + Y(z — a) X3(2)

Xi(z) = Adl1e 4 Bemikie

Xy(z) = Ce'*2® 4 Dehee

Xs(z) = Ee*” 4 Feiks”

Pokud slozime z téchto dil¢ich funkei celou vinovou funkci, vyjde toto:
Pa ¥B Yo
— — ~ —f—
77[)(33’ t) — X(x)T(t) — Y(_x>(Ael(k1£E—wt) +Be—1(k1x+wt)) 4 Y(:L‘)Y(a _ l,)(cel(kzl‘—wt) +
+ Defi(kzccﬂut)) + Y(l‘ _ a)(\Eei(kgxfwt)l_'_fwefi(frngrwt)j)

-
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Cleny s A, C, E odpovidaji vIné letici doprava a s B, D, F doleva — tak, jako na obrazku.
7 téchto clenti mizeme usoudit néco o propustnosti a odrazivosti potencidlové stény.
Zatim vSak nemame mezi nimi zadné vztahy. Mizeme vyuzit tfeba spojitosti vinové funkce.
Casova slozka je exponencialni a neni na ni nic zvlastniho, polohova slozka je vSak rozdélena
na t¥i ¢asti. A pravé na jejich sty¢nych bodech budeme hledat podminky spojitosti.
Na levé strané stény na soutradnici x = 0 zifejmé musi platit toto:

X100 = 7i(0) = A+B = C+D
X1.(0) = Y1,(0) = k(A-B) = k(C-D)

Vyuzili jsme rovnost do prvni derivace véetné. Protoze dalsi derivace jsou jen nasobky
o dva stupné nizsich derivaci, neni tieba je zohledniovat.
Po tpravach dostaneme tuto zavislost souciniteltt C, D na A, B:

A( k) B ki
c - ()5 (-2

A kq B k1
D = -2 1
2 ( /162)+ ( +k‘z)

vvvvvv

Xo(a) = Xsz(a) = Celk2e | De—ik2a  —  Felksa 4 De—iksa
ng(a) — ng(a) = k2(Ceik2a_Defikga) — kg(EeikSa—Fe*ik‘w)



Tyto rovnice uréuji vztahy mezi C, D a E, F. Ozna¢me K, = e'¥2? Ky = eifse,

B, = £82 <1+ k2> L D/E (1 k2)

2 ks 2 ks
CKQ kZQ D/K2 k2
F/Ky = 1—2) 222 (42
/s 2 ( k3>+ 2 ( +k3>

Po dosazeni do predchozich vztaht vyjdou vztahy pro A, B a E, F':
BRy = 4 [+ (15 Kt (1= ) (1= 1)/ +8 [ (1-5) (L B) Koy b (145) (1 2) /K

1
F/K3 =4 [(1+2)(1-12) Ko+ (1-2)(1+2) /Ky | +5 |(1=2) (1= ) Ko+ (1+52) (1+52) /K>
Vztahy miizeme trochu zjednodusit, protoze potencial bude mit jen dvé trovné, totiz 0
a V, tedy k; = ks, jak jiz bylo uvedeno. Po oznaceni K; = e*1 vznikne:
EEK; = 4 |(1+2)1+2) Kot (13 (1-32) /Ko | +7 [(1—12) (1+52) Ko+ (1+32) (1-312) / K2

4 k2
F/K; = 41(14+2)(1-2) K+ (1—2)(1+2) /Ko | +5 |(1=2) (1= 2) Ko+ (1+2) (1+2) / K,
Tyto vzorce jdou jesté trochu poupravit:
EK, = g {Al(k 4 k)’ Ky — (k1 — k2)?/ K] 4 B(k3 — k) Ky + (k] — k3)/ Ky}
FIKy = g 1A = k) Ky + (k3 — k7)/Ko] + B [= (k1 — k2)? Ky + (k1 + k2)*/ Ky}
Vlastni odrazivost a propustnost je dana poméry hustoty toku pravdépodobnosti. Ta je

urcena vztahem " 4 4
. 1 * ok
J = om (1?@7? (G da:w)

Pro jednotlivé slozky vinové funkce dostaneme

: Fiky A2 : ks C? ; Fiky B2
Ya... Ja = +7= Yo... Jo = +T2= V... Jjp = +7E-
: hky B2 : hky D> , hky B2
Yp... Jp = —T5= Yp... Jjp = —T2= Yp... Jjr = —Th—

Pokud pujde o sténu, na kterou pristupuje castice vyjadrena vlnovou funkci zleva, bude
F =0 a jr = 0. Propustnost bude P = jg/ja a odrazivost O = jg/ja.

Nyni zkusme pridat jesté jednu potencialo-
vou sténu stejné Sirokou, jako je ta pred-

chozi (a), ale zacinajici v b. Je t¥eba dopl- J Ay oy E_> G_> R
nit étvrtou soutadnicovou slozku X,(z) = ~ 0 a b bra "X
Ge'*2* + He 2% g t&mito okrajovymi pod-

minkami:

X3(b) = Ya(b) = Eelkib | fe-ikib —  (Geikb | [ro—ikab
X31<b) = Y;lx(b) = kl (Eeilﬂb o Fe—ilﬂb) — kZ(Geikgb o He‘ik?b)

Vztahy mezi E, F' a G, H jsou skoro stejné jako mezi C,D a F,F. Oznactme L; =

eiklb LQ — eikgb‘
EL, i\  F/Ly ey
GLy=—— (14— 1——
2 2 ( * k?Q) + 2 ]f2

_ EL ki\ | F/L: ki
H/L, = 5 (1 k‘z)+ 5 (1+/{72)




Ptedchozi prikad nedava prilis prehledné vysledky, proto by bylo dobré zkusit vypocet s
jinym potencialem, ktery je vSude nulovy, jen v okoli bodt vzdalenych od sebe o vzdalenost
L je integral z potencialu podle soufadnice roven A.

= f: Ad(x —nlL)

n=—oo

Postup feseni je podobny, jako v pfedchozim prikladé. Schriodingerova rovnice méa shodnou
podobu:

d A . P .
ih— t)=H t);, H=—+YV
ih (e t) = Bt H =1 4+ V()
Opét je tieba separovat proménné a ziskat toto reseni:
Yo, t) = X(2)T(t) = Y Y(z—nL)Y(—z —nL — L) [A,e =) 4 B e itknrtet)]
Amplituda vlnové funkce prichéazejici na potencidlovou Spicku je A,, odchéazejici B,. K
urceni vztaht mezi jednotlivymi hodnotami A,,, B,, jsou opét potieba okrajové podminky.

Opét to bude spojitost X (z) v x = nL. Spojitost prvni derivace nelze kvili potencialu
zarucit.

nL]E/zaaQ (2,t)dz = O U( /2,t) — Ir U( /2,t)
52 Y@ t)de " nlL +¢/2, " nlL —¢e/2,
nL—e/2

Tento integral umoznuje tento problém obejit. Protoze vSak vime, co je 9", muZeme to
dosadit ze stacionarni Schrédingerovy rovnice:

0? 9
b t) = =S (B - V()i
nlL+e/2 nLte/2
/ —HE-V@e) =~ / dz (1) ( ZA(Sx—nL> _
" h n=-—o0o
nL—e/2 nL—e/2
=’ %Aw(nL,t)

Podminka spojitosti X (x) v z = 0 (aby se snaz poc¢italo) dé tento vztah:
Xi(z) = Ae*™ + Bt
Xi(z) = Age@=D) | Bye—ik=I)
Potom zfejmé plati:
X1.(0) = Xu(0) = A+B; = Ase * 4 Byeltl

, X (04) — X[ (0—) = Z3AX7(0) =
= ik(AQe—lkL _ BQelkJL _ A160 + BleO) — 2mA<A2e—1kL + B elk‘L)

7 téchto rovnic lze ziskat jejich se¢tenim a odectenim pirimo matici propustnosti pro am-

plitudy: .
<A1) _ (el’fL G + ]7;';72) kLl’gg;‘elkL ) (A2>
By 1pme el ( kh2) By

Otéazka nyni zni, za jakych podminek bude fada zrcadel zafeni volné propoustét. Neni
zaddouci, aby se zareni nékde ztracelo, ani aby se odrazelo.
An An+1

- = N|Ap| = |Ani1| A | Bl = | By
5. = B Al = Al Al = Busl

< N4




Lze to zajistit t¥eba tak, ze (A,, Bn)T bude vlastni vektor matice Z s vlastni hodnotou
|A| = 1. Podstatna je ta vlastni hodnota rovna komplexni jednotce, jediné tak projde vlna
soustavou zrcadel bez odrazu.

SR A e |
_im_Ae—ikL eikL ( _ m_A) — A\
kh? kh?

7 rovnice pro determinant vyjde rovnice pro vlastni hodnoty:
2 —ikL .mA ikL .mA .
Exponencidly lze pfepsat pomoci goniometrickych funkci:
A
A2 2) {coskL + %sinm} +1=0

Aby platilo [A| = 1, musi byt diskriminant nulovy (pak miize byt A = 1 dvojnésobny kofen),
nebo zaporny (pak mize byt obecnd komplexni jednotka). Tedy

A 2
4 coskL—l—%SinkL} —4<0=>

A
cos kL + %Sink[/‘ <1



