Kineticky popis plazmatu



Fazovy prostor

Konfiguraéni prostor (polohové vektory ¢astic):
r =Xx + Vy + 2z

Rychlostni prostor:
vV = Xv,; + yv, + Zv,

e r a Vv jsou ve fazovém prostoru nezavislé
proménné!

e ve fazovém prostoru je tedy Castice
popsana 6 souradnicemi:

{:13, Y,z Vg, Uya UZ}

e rozdélovaci funkce f(r, v,t) reprezentuje

hustotu pravdéepodobnosti ve fazovém
prostoru.
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Rozdélovaci funkce f(r,v,t)

» Nehomogenni plazma: fyzikalni vlastnosti - -". .. |
plazmatu zavisi na poloze, f(r,v,t) je I R

Pravdépodobny pocet Castic, ktery o . g ardz—s
« . . explicitni funkei r. . S b

nalezneme v Case t v objemovém N AT

elementru dr kolem bodu r s tim ze tyto e Homogenni plazma: f(r,v,t) neni . Sl b L

¢astice budou mit rychlost v rozmezi dv explicitni funkei r

LA e Isotropni plazma: f(r,v,t) — f(r,v,t),

zavisi jen na velokosti rychlosti v, ne na v.

f(r,v,t)drdv

e Neizotropni plazma: f(r,v,t) zavisi na

e dr musi byt malé ve srovnani s orientaci v. By gC
prostorovou skalou na které se méni ” LA L.
f. Ale dr musi byt dostate¢né velké Zintegrujeme-li f(r, v,t)|pfes véechny
aby v ném bylo dostate¢né mnozstvi rychlosti,-najdeme celkovy pocet Castic v
Castic (statistika). objemovém elementu dr
f(r,v,t) musi byt: =
e koneéna = / f(r,v,t)dvdr =
— O
» kladna 00
* pro v — oo se musi dostatetné = /// f(r,v,t)dv, dv, dv,dr
rychle blizit k nule
—




Markoskopické parametry

Stfedni hodnota fyzikalni veli€iny:

gﬁﬂ'(r?t) = (g(r:V1 t)}v —

1
n(r,t)

/ g(r,v, ) F(r,v, 1) dv

Hustota ¢astic (koncentrace): g(r,v,t) = 1

n(r,t) :[f(r,v,t)dv

» f je normovana na koncentraci.

Stfedni rychlost: g(r,v,t) = v

Stredni hybnost: g(r,v,t) = p = mv

1
n(r,t)

P.(rt) = /mv f(r,v,t)dv

« tfi skalarni rovnice pro tfi komponenty

sz;f”k(r,t) = /Uivj...ka(r,v,t) dv

(N-ty) moment distribu€ni funkce:

1 . . = _ 1 2
u(r,t) = e /vf(r,v, t) dv Stiedni energie: g(r, v, t) = 5 mv
« tii skalarni rovnice pro tfi komponenty, ¢-t4 komponenta: s(r t) . 1 lmvz f(r - t) dv
. ’ n(r,t) J 2 Y
(Bl = ——— /vi f(r,v,t)dv
Pravidla: (k-a(v)) =k- (a(v))




Casovy vyvoj rozdélovaci funkce
(eulerovsky pristup)
Za dobu dt:

o f(z,v,,t)dz ay(z,v,,t) dt castic vtece do
dx dv, ze spodu,

o f(z,v; + dvg,t) dx az(z, vy + dug, t) dt
vyte¢e ven z dx dv, vrchem.

e f(z,v,,t)dv, v, dt viee do dz dv,, z leva,

o f(z + dx,v,,t)dv, v, dt vyteée z dx dv,
pfes pravou stranu,

zmeéna pocCtu Castiv v objemovém elementu:

f(z,vz,t +dt)dzedv, — f(z,vs,t) de dv, =

[f(.’E,’Ux,t) ax(ma U:cat) == f(x}vx + d’U;r;,t) ax(m,vx + d’l)x,t)] dx dt ﬁ

ot

+ [f(@, vz, ) vz — flz + dz, ve, T) v,] dv, dL.

Podélenim dx dv, dt dostaneme

of _ 0(vaf) 9(axf)

ot ox ov,

<«-dr—»

. o -3
= aduyPe

+ V. (vf)+ V- (af) = 0.
Ve 3D

V =x0/0zx + y0/0y + 20/0z
Vy = %0/0v, + y0/0v, + 20/0v,.



Casovy vyvoj rozdélovaci funkce....(Eulerovsky pfistup)

Protoze r a v jsou ve fazovem prostoru nezavislé

of
= 4+ V:.(vf)+ V,:(af) =0. _
5 (vf) + Vs - (af) v -V(f)=V-(vf)
Zrychleni Castic o hmotnosti m je
dano Lorentzovou silou Boltzmannova kineticka rovnice:

q

a=—(E+vxB). 0

= ) a—{Jrv-Vera-va:O
protoze (v x B); = v;By — v B; ~
nezavisi na v;, Cleny

o =0 Forma rovnice kontinuity o e h el

ve fazovém prostoru.

proto plati také

|(interpretace jednotlivych
a V,(f) =V, - (af). Clenu....)




Lagrangeovsky pfistup o odvozeni BKR

Pocet ¢astic (typu «) v objemovém elementu
fazového prostoru dr dv je

f(r,v,t)drdv

Budeme uvazovat malou zménu za dt polohy a
rychlosti ¢astic
r'(t+dt) =r(t) +
v/(t+dt) = v(t) +

v(t)dt —
a(t) dt

Za predpokladu absence interakci (srazek) je
#Castic vt = #cCasticvi + dt

Sledujeme stejné Castice, jejich polet se tedy
zachova

rA

d’r d’v

>
v

Izochoricka transformace (zachovava objem):
[Jl =1

drdv = |J|dr’ dv’
v 7
(!

)

't + dt)
v

Tayloriv I’OZVOj

,/
yd

kde

— f(r,v,t)|drdv =10

~f(r+vdt,v +adt,t + dt) = f(r,v,t)

d

f(r,v,t)drdv = f(r',v',t + dt)dr’ dv’
ale element objemu se trochu zméni

drdv — dr’' dv’

Sledujeme trajektorie ¢astic kdy se
nedarkované r a v méni na ¢arkované

(r,v) — (r',v')

3 of of = of  Of
ox'/8x Oy /0x i .
- (dﬂ;ay/ayiay aJd” ) T [ ot T T O + Uy Ay + v, * 0z
¥4 Jov, vy o, . /dLy o .
// - s " v, o * v,
Uwg.;+vygf+vzgiv.vf’
of of .
[ 81;$ I ay 3’09 +a,; avz - vvf
9f(r.v. 1
f((‘;t, )+V°Vf(rsv}t)+a°va(r’v’t):O

dt + h.o.t




Self-konzistentni pOpiS Dynamika mnohacasticového systému, ve kterem jsou
kolektivni interakce (stfedni pole) vlivem
dalekodosahovych sil dominantni

(zanedbavaji se binarni srazky).

Vlasov-Maxwell /
2 TV Vi —[Fou +q(B; +v xBy)]- Vo f =0
p OB,
- Ez' e — Ez' .
v = V x 5
VBi=0 VXBF#G(J*“@;)

p(r,t) = qu”&(r:t) — ZQQ/:fa(ravat) dv
Jir ) = ann&(r,t)ua[r,t) = an [vfa(r,v,t) dv

Vlasov-Poisson

ot TV ok T v
V2472 =0

a.. ¢astice rlizného typu




Boltzmanniv srazkovy ¢len Vs

Srazka

Castice mGZe "nahle’ zménit rychlost diky srazce Fom
i RN o Céstice 1

s jinou &astici (binarni srazka). O srazce se /

pfedpoklada, Ze se odehraje na velice kratkém

casovém meéritku: doba vzajemné interakce

castic je kratka ve srovnani s casem na kterém

se méni f, srazky lze povaZzovat za udalost, o
Céstice 2

ktera méni rychlost Castic okamzité. v//—\

¥

S [ |

(

[

of of &
mo VAN a: V= |
ot ot coll Boltzmannova rovnice je integro-diferencialni rovnici, ve
které jsou integraly a parcialni derivace hledané distribucni
Srazkovy ¢len pro zménu rozdélovaci funkce funkce.
Castic typu a v dusledku srazek s ¢asticemi typu Pro ionizovany plyn s elektrony, ionty a jednim typem nutrald
B ma tvar: mame tfi Boltzmannovy rovnice které jsou vzajemné
provazané pres srazkoveé cleny.
oa| 't 1t t t)) d Q) d0
5t _Z (fﬂ’(rrrvﬁ )fﬂ(rnvlz )_fﬂf(r:v} )fﬁ(rﬁvlr )) Vlgg( )
coll 3 o

kde g je vzajemna rychlost ¢astic, o je u€innny srazkovy prufez. Integrace
probiha pres rychlostni prostor ¢astic typu 3 a rozptyly do véech moznych Ghlu.



Krookiv srazkovy operator (Relaxac¢ni model strazkového ¢lenu)

Vliv srazek v BKR je mozné uvazit pomoci relaxacniho
modelu. Model predpoklada, ze srazky rozdélovaci
funkci (systém) vraci do rovnovahy. Rozdélovaci funkce
charakterizujici rovnovahu necht je fo(r, v), tato
rozdélovaci funkce se neméni v ¢ase.

Rozdélovaci funkce f(r,v,t) se bude

pfiblizovat funkci fo(r, v) s charakteristickym

relaxaénim ¢asem T = v, spjatym s

relaxacni srazkovou frekvenci v.

2
ot coll_ T

- 8
e je-li f = fo pak {5—{] s 0.
Cco
Srazky tedy neméni rozdélovaci
funkci ktera je v rovnovaze.

Uvazme BKR bez prostorovych gradient a
bez pasobeni vnéjsich sil:

of _ f—fo of [ _ fo
e

F9,8) = fo+ £2,0) = folexp ()

4

e Rozdil mezi f(v,t) a fo exponencialné klesa s charakteristickym
¢asem 7 danym relaxacni srazkovou krekvenci.

» Krookuv srazkovy clen je jednoduchy ale uzitecny model srazkového
¢lenu v BKR. Je pouzitelny napr. ve slabé ionizovaném plazmatu,
kde jsou dominantni srazky mezi elektrony a neutraly.

» v Krookové srazkovém ¢lenu maji véechny procesy stejny relaxacni
Cas. Ve skutecnosti tomu tak nebude, rizné veli€iny charakterizujici
castice (hybnost, energie,. . .) relaxuji rizné rychle, napr. energie
Castice € relaxuje mnohem pomaleji nez jeji hybnost p:

Te > Tp-

Krookuyv srazkovy é&len je tedy aproximaci srazkovych procesu v
BKR.a0




Priklad: Relaxace jednorozmérné rozdélovaci funkce tvaru

vof(v/vg) = —— 1 (_ (v/vo — 'w)2 ) Hozdélgvaci funcke vlivem Krookova srazkového clenu
V2w (o /vo) 2(o/vg)? zrelaxuje do rovnovazného rozdéleni za dobu, kiera
odpovida nékolika nasobku charakteristického
e z podéte&niho stavu fi,i pfiw = 1 a (vo/c)? = 20. relaxaéniho ¢asu 7.

» do rovnovazného stavu daného rozdélovaci funkci feq
pfiw = 0 a (vy/c)? = 10.

1751 -—- fni Relaxace rozdélovaci‘funkce 101 . , .
Leol — 1T I Relaxace stredni energie
2T S 8-
1.25{ — 37 9,
~ — 4T % —— Mmean energy
-;.. 10071 — s5¢ E 61 N Eeq
T o075 " feq c ~ Eini
18]
£ 4
0.50 - L g1
g(r,t) = D) fEmv f(r,v,t)dv
0.25 - 21
0.00_ |_ _____ T T T T T
-15 =10 ~05 00 ©5 10 L5 0 2 4 e ° 8 10



b4 Ve

Rovnovazné rozdéléni

Vlivem sraZek se tedy rozdélovaci funkce neméni. To je
vlastnost rovnovazného stavu. Ke srazkam dochazi, diky
srdZzkdm se systém dostal do rovnovahy, ale v kazdém

Kazdy plyn, i plazma, nechany bez plsobeni vnéjsich sil po elementu fazového prostoru je pocet €astic, které dany element

dostate&né dlouho dobu, zjiskd homogenni a izotropni opusti pfesné vykompenzovany stejnym poctem castic, které

rozdélovaci funkei. Funkéni zavislost rovnovazného rozdéleni je: do né€j zase vlivem srazek pfijdou z jiné oblasti fazového
prostoru.

f=Cexp (—a(v - Vg)z),

Konstanty C, v, a a je nutné stanovit na zakladé normalizace,

<

kde C, vq a a jsou konstanty.

Podminky pro takového rozdéleni jsou

* homogenni
v:-Vf=0
¢ nepulsobi vnéjssi sily
F
m
e stacionarni
0
9f _p
ot

Boltzmannova rovnice je tedy ve tvaru:

of
0 i UH0= [gjlcoll'

znalosti driftové rychlosti a spojenim s termodynamikou.

Koncentrace ¢astic, substituci &; = v; — vy;:

3/2
n=[[f coxp(-ale + &+ &) at, ag e, c—n(2)®
—00 - T
Driftova rychlost je
i —
u:{v):—fvfdv, Ju_vﬂ"
% ),
Rychlost ¢astic je mozné rozlozit na nahodnou
rychlost ¢ a driftovou rychlost u:
v=c+u
E:m?cT = (lnmcz} = lf,r:e:.ifzr:*,(c2 +c2+cl) = lnm ((c2) + (c2) + (c2))
2 2 2 T Y z 2 €L y Z



Protoze ¢ = v — u a dv = dc, pak Jestlize systém nema translacni pohyb (mUzeme se
0 transformovat do inercialni soustavy ve které to tak je), tak

1 a 3/2 je driftova rychlost nulova, pak
2 2 2
(Y= = F/]/cmn(—ﬂ_) exp (—acm) de
—00

c=V.
(6o o0 o
a\ 3/2
2 2 2 2
(;) f c., €Xp (—fmm) de, f exp (—acy) de, f exp (—m:z) de..
— o — 2 —
Rovnovazné rozdéleni zavisi jen na velikosti
Normalizované rovnovazné Maxwell-Boltzmannovo nahodné rychlosti ¢, ne na jejim sméru.
rozdéleni pak je: Proto, vnofime-li do plynu dokonale
odrézejici plochu, tak se fyg(c) nezméni,
Gl ( m )3.f2 mc? protoZe odrazem od takové stény se zméni
MB ] — 1 ){'_p —_ 5 o . .
InkT 2T jen smér ¢ ne jeho velikost.

V plazmatu, kde jsou elektrony, ionty a
neutraly, které maji vSechny stejnou teplotu,
jsou jejich nahodné rychlosti popsany MB
rozdélenim pro kazdy druh ¢astic zavlast s
odpovidajici koncentraci.




MUzZe se hodit:

[ 1 |

fexp(—amz)da:ZE E, pro a >0
a

0

>0

f 22" exp (—ﬂ$2)

0

DO
f z? 1 exp (—m‘:z) dz =
0

NN C R N

on+1g(2n+1)/2 "’

nl!l =n(n—-2)(n—4)....

n!

2qn+1 E

pro n=0,1,2,...,

pro = 1.2

a > 0.

a > 0.



3/2 2
fus(c) :”(2;2’1’) P (_ ;:}) (1)
Rovnovazné rozdéleni pro velikost rychlosti

0]

Integrujeme (1) pfes vSechny sméry rychlosti a nechame velikost rychlosti v jako -
parameter. Abychom to mohli udélat, prejdeme v rychlostnim prostoru do sférickych ™
souradnic F(v) ?

dv = v?sin#df d¢ dv,

I
|
|
2w |
F(v)dv = f f fas (v)v? sin 8 d6 dé dw L
0 0 :
. y 0 Vinp
m 3;"2 mu
F(v) dv = 4mv? fyp dv = 4 ( ) 2 . d
(v) dv = 4mv” fyg dv |5 ) v exp on7 |

/:GF(U) dv =h.

4



Rovnovazné rozdéleni jedné slozky rychlosti

frs(e) :”(2$T )wexp (_ ;;ﬁ) (1)

Gaussovské rozdeéleni:
o0
9(vg) = f/ S dvy, dv, =
—

m 3/2 mvg £ mvg, f 2 m'ug
- = = d e g
”( kaT) i ( KT ) f_ - ( okT ) V) PN\ T2k ) T

m \1/2 muv?
_”(%k_’r) P\ "ot )

g(vx)

A

n[m/(2kT)]"?

dvy

1
-(kTim)™* 0

(kT/m)'?2

n n n n

Slozky rychlosti se chovaiji jako statisticky nezavislé veliginy. Protoze plati v? = ‘Ui + Ui + *UE}
pravdépodobnost ze ¢astice bude mit rychlost v rozmezi v a v + dv bude rovna soucinu
pravdépodobnosti, Ze jednotlivé komponenty leZi v rozmezi v; a v; + dv;, proi € {z, y, z}:

f(v)dv  g(v,)dv, ' g(vy) dv, ' g(wz)dvz.




Rozdeéleni energii

Rozdéleni G(E) pro termalni kinetickou energii E = mwv? /2 je definovano tak 2e G(E) dE
je pocCet castic v jednotce objemu, ktery ma energii v rozmezi E a E + dE. Dostaneme to z
rozdéleni pro velikost rychlosti dosazenim

v=(2E/m)"? a dv=dE/(2mE)"?,

pak po Upravée

2nE/? E
G(E)dE = 12 (kT exp (——) dE.

ni(2kT) |

ni(4kT)

1
0 kT 2kT

1
3kT



Stfedni hodnoty a charakteristiky Maxwell-Boltzmannova rozdéleni

» Stfedni hodnota vektoru rychlosti:

3/2
/ff (Xv; + Yy + Zv;) exp (

(integrujeme liche funkce).

ﬂ m

QﬁkT

(V) =

2ET

) dv; dvydv. =0

» Stredni hodnota kvadratu slozky rychlosti:

» Stfedni hodnota velikosti rychlosti:

/}"0@ vFp(v)dv = 4’}T(

mu2

2T

1

vv? exp

(v)

n 2wkT

o e

8kT

)= (G

) 1}."'2

» Stredni kvadraticka rychlost

3T 1/2
e - (2




Rozdeleni pro velikost rychlosti a energii v
ruznych dimenzich

Zima 2022
o Sférické souradnice v i rozmérech
¢ Rozdéleni pro slozku rychlosti
e Rozdéleni pro velikost rychlosti
e Rozdéleni pro energii

Zpét na obsah.

Sférické souradnice v » rozmeérech
Pro n-dimenzionalni rychlostni prostor uvazme uhly:

¢17 ¢27 ¢37 <o 7¢n—2 S [0771-]
¢n_1 c [O, 271']

a slozky rychlosti v;:


https://monoceros.physics.muni.cz/~zbona/plasma/index.html
https://monoceros.physics.muni.cz/~zbona/plasma/index.html

vy = vcos(¢1)
vy = vsin(¢1) cos(p2)
vy = vsin(¢1) sin(¢2) cos(ps)

Vp—1 = vsin(¢py) - - - sin(¢p_o
v, = vsin ¢1) T Sin(¢n—2

N—"
e
e
n
VS
-
T
[y
N—"

Yy
N—"
wn
i
B
—
<
i
—
N—"

kde v je velikost rychlosti.

Element rychlostniho prostoru v n-dimenzich je:
d"v = 0" 1sin®" 2 ¢y sin" 2 @y ...sind,_odvded; deos ... do,_1,
z toho dostaneme pro rlzna n:
dlv = v dv
d?v = vl dvde,
d3v = v?sin ¢; dvde; de,
d%v = v® sin® ¢1 sin ¢ dv dey dgy dos

Integraci pfes vSechny uhly dostaneme plochu jednotkové koule v n-rozmérném prostoru. Plati
rekurentni formule:



2
$,=2 Sy=2r, S,=-—"_8 ,

n—2

pak

53:471', 542271'2,
Rozdeéleni pro slozku rychlosti

Necht ¢-ta slozka rychlosti ma gaussovské rozdéleni:

g(vi) 1 v;
- — €eXp | — )
n vV 2mo 202

kde 7 je koncentrace a

Velikost rychlosti pocitana ze slozek je:

v:\/v%—i—'v%—i—...—kv%.



Poznamka: V pfipadé, Zze rozdéleni pro sloZzku rychlosti bude zahrnovat drift w;
g'(vi) 1 (vi — p)?
- = exXp | —
n V2o 20

je potfeba se nejdfive transformovat do soufadné soustavy pohyujici se s driftem, tedy do
rychlosti

cC=vV—p,

ve které se rozdéleni rychlosti stane izotropnim, jediné pak bude smysluplné provést
transpormaci do velikosti rychlosti (a zintegrovat pres vSechny sméry rychlosti), nebo do
energie.

Rozdeleni pro velikost rychlosti

Rozdéleni F,(v) pro velikost rychlosti v n rozmérech bude poskladané z nasobku rozdéleni
pro slozky rychlosti

Fn(v) Sn [T 1
dv=— ;) v do,
= dv=—0 <I[1 g(v ))v v

kde .S, je plocha jednotkové n-rozmérné koule, ktera je uréena rekurentni formuli uvedenou
viSe. Explicitni funkéni zavislost takového rozdéleni je

1 \" v?
F,(v)dv = Snﬁ< ) v exp (—) dv.
(v) V2mo 20°
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Rozdélovaci funkce pro velikost rychosti v prostoru s . dimenzemi.

Rozdéleni pro energii

Rozdéleni pro energii dostaneme transformaci rozdéleni F'(v) do energie:




1
E = —muv?
2m’v

Element rychlostniho prostoru se transormuje do elementu energiového prostoru jako:

dE
dv = ———
(2mE)1/2
PouZzijeme-li
o’m = kT

bude rozdélovaci funkce pro energii ¢astic v n-rozmérném prostoru

n—2

(1 \"? E n2



1.0 §

— ]
— )
— 3
0.8 ] 4
] )
— D D
zs 06‘
-
-
m
o
O 0.4 -
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E/KT

Rozdélovaci funkce pro energii v prostoru s . dimenzemi.

Zdrojovy kdd pro generovani obrazku rozdéleni.


https://monoceros.physics.muni.cz/~zbona/plasma/priklady/energy-distro-multidim/speeddistro-clean.py
https://monoceros.physics.muni.cz/~zbona/plasma/priklady/energy-distro-multidim/speeddistro-clean.py

